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Seance du 19 decembre 1957

Paul Rossier. — Construction elementaire des polygones regulier

s ä 17 cötes au moyen des cercles inscrits aux etoiles.

1. — Soit nn polygene regulier convexe ä un nombre premier
2n + 1 de cötes, inscrit dans un cercle de rayon-unite et. ses

divers etoiles. Numerotons ses sommets 0, 1, 2, 3, 2n. Appe-
lons Cj le cote de l'etoile d'espece / (dont le parcours fait tourner
/ fois autour du centre) et a3 le rayon de son cercle inscrit. Pour
faire bref, nous dirons rayon aj pour rayon du cercle inscrit
dans l'etoile d'espece /.

II y a n rayons distincts de aQ 1. Comme toujours, dans

la theorie des polygones reguliers etoiles, deux rayons a} et ak
dont les indices different d'un multiple de 2n + 1 sont ogaux;
enfin on a a.Zn+l_j. Dans la suite, nous supposons que
l'indice j est ramene ä une valeur au plus egale ä n au moyen
des relations precedentes.

De deux rayons a• differents, le plus court a l'indice le plus
eleve.

2. — Attribuons un signe aux rayons comme suit: projetons
les sommets du polygone sur le diametre passant par le som-
met 0; les abscisses des n projections, comptees positivement
du centre vers 0, sont les valeurs relatives des rayons. Ceux-ci

sont positifs ou negatifs selon que l'indice est pair ou impair.

3. — La resultante des 2n 4- 1 vecteurs issus du centre et

ayant leurs extremites aux sommets du polygone est nulle; en

effet, cette composition conduit ä un polygone semblable au

donne, done ferme. Projetons sur l'axe precedent et comptons
une fois chaque rayon a^; il vient

2af -T' (/ 1.2 ••>»). (I)

4. —• Les rayons a}- sont lies par un theoreme d'addition.
Pour le voir, menons le diametre qui passe par le sommet p et
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le cote du polygone dont les extremites sont les sommets p + q

et p — q. Ce cote appartient ä l'etoile d'espece 2q; il est per-
pendiculaire au diametre ci-dessus; il le coupe ä la distance
du centre. Appelons a' la projection de ce segment sur le

diametre par 0. Menons le cote de l'etoile d'espece 2p passant par
le sommet p. On obtient une paire de triangles semblables qui
donne

oil, pour alleger l'ecriture, on a pose / 2p et k 2q.

Determinons la hauteur h du triangle rectangle suivant:
l'hypotenuse est portee par la perpendiculaire abaissee du

sommet p + q sur le diametre par 0, un sommet est le sommet

p + q du polygone, un cote est sur le diametre par p et le

dernier cote passe par les sommets p + q et p — q. Ce triangle est

semblable aux precedents et l'on a

4 A Cj. cft

Projetons les sommets p + q et p •— q sur l'axe; il vient

cick
a]±h — a)ah -< —

En additionnant ces deux expressions, on trouve

2a,ak Vft + ai-k <H)

Si / k, cette formule devient

°2i 2ai2-1- I11'»

Aucune difficulte de signe ne se presente si tous les sommets
consideres appartiennent au premier quadrant. On verifie faci-
lement que les relations II sont valables en tenant compte des

signes des ap tels que nous les avons fixes.

5. — Passons aux applications. Pour le triangle, l'equation I
a seule un sens puisqu'il n'existe pas de triangle etoile. Elle
determine la figure.

Archives des Sciences. Vol. 10, fasc. 4, 1957. 40
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Dans le cas du pentagone, I et II' suflisent. On obtient une

equation quadratique dont la solution est immediate.
Passons au polygone de 17 cotes (n 8).

Appliquons successivement l'equation II' en partant de

/ 1; on est conduit ä a2, a4 et ä ag. En continuant, on obtient
la meme suite de rayons. En partant de / 3, on trouve les

quatre seules valeurs aG, a5 et a7. L'equation II' permet done de

former deux classes de quatre rayons.
En appliquant deux fois la formule II', on determine a4j-

en fonction de aj. On trouve une relation biquadratique dont
la forme importe peu. Operons comme ci-dessus. Les rayons se

groupent en quatre paires aY et a4, a2 et a8, a3 et a5, a6 et a7.

Cette classification suggere de determiner des fonctions simples
des rayons de chaque classe quaternaire, puis des paires. Posons

done

X1 al + a2 + a4 + a8 et ^2 a3 + ®6 + a5 + a7 •

L'equation I donne
1

+ *2 — 2"
•

Le produit x1 x2 est compose de 16 produits de deux

rayons; la formule II permet de l'exprimer par la demi-somme
de 32 rayons. On voit facilement que chacun d'eux intervient
le meme nombre de fois, soit 4; ce produit est done egal au
double de la somme des huit rayons, soit ä — 1 et on peut
former une equation quadratique dont les sommes x3 et x2 sont
les racines. Ces sommes sont constructibles au compas. Puisque
le produit est negatif, les deux racines sont de signes opposes;
dans x2, le seul terme positif est ae, de valeur absolue moindre

que celle de a3 (ou de a5); done x2 est la racine negative et Xj,
la positive.

Continuons de meme en faisant la somme des deux rayons
des paires citees plus haut. Convenablement prises deux ä deux,
ces sommes ont pour total les racines x de l'equation precedente.
Grace ä la formule II, le produit de deux sommes binaires

appariees comme nous venons de le faire, s'exprime encore au

moyen de la somme des rayons. Les quatre sommes binaires
sont les racines de deux equations quadratiques de terme connu
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1
egal ä — -j- et dont le coefficient du terme lineaire est l'un des x.

Comme ci-dessus, une discussion de signes permet l'attribution
exacte des racines aux sommes cherchees.

Enfin, le theoreme II donne, par exemple,

2 «i a4 a3 + a5

Cette somme est l'une de Celles que nous venons de

determiner, comme aussi le total des deux facteurs <Zj et a4. Ces deux

rayons sont encore determines par une equation quadratique
de coefficients connus. II en est de meme pour toute autre paire
de rayons.

Ainsi est obtenue une theorie de la construction du polygone
ä 17 cötes qui ne fait appel qu'aux elements de la geometrie.

6. — Au fond, l'expose precedent est l'adaptation aux me-
thodes d'Euclide de la theorie de Gauss, en remplagant les

composantes reelles des racines imaginaires de Turnte par les

rayons, auxquelles elles sont egales. Cependant l'attribution de

signes ä ces rayons, necessaire pour la generality de la for-
mule II, n'est pas habituelle chez les anciens. Les grandeurs
considerees par Gauss dans les etapes de la solution de l'equa-
tion de division du cercle sont des sommes diverses de rayons,
relatifs ä des etoiles d'especes doubles ou quadruples les unes
des autres. Cela montre que Tetude d'un polygone regulier est

inseparable de celle de ses etoiles.

7. — La formule II', la seule necessaire dans le cas du pen-
tagone, peut etre demontree en appliquant le theoreme de

Pythagore ä trois triangles rectangles; Tun a c23 comme hypo-
1

tenuse et — Cj pour l'une des cathetes; les autres ont pour
cathetes le rayon a3-, respectivement a3]-, et le demi-cöte corres-

pondant. L'elimination des cotes conduit ä II'.
8. — Nous avons dejä donne une solution du probleme des

polygones reguliers peu differente de celle exposee ici, basee sur
des proprietes des fonctions trigonometriques Parfois, l'em-

1 Paul Rossier, « Theorie elementaire de la construction des
polygones reguliere de 3, 5, 7, 13, 17 et 19 cötes, au compas et au trisec-
teur ». Archives, vol. 10, fasc. 1, p. 100, 1957.
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ploi de la trigonometrie masque un recours cache et necessaire

aux imaginaires; l'exemple du cas irreductible des equations
cubiques est classique. Ici, il n'en est rien, puisque la solution

peut etre exposee sans faire usage de ces fonctions.
Le theoreme II est un cas particulier d'une propriete additive

des cosinus et sa demonstration est identique ä celle de

cette proposition, mais eile ne fait appel qu'ä la similitude.
Le procede des rayons expose ici pourrait etre employe pour

l'etude d'autres polygones reguliere que ceux ä 3, 5 et 17 cotes,

par exemple celle de ceux qui sont constructibles au trisecteur.
L'interet de ces considerations est diminue du fait que la tri-
section de Tangle exige le recours ä des proprietes ou ä des

courbes qui, comme la trigonometrie, debordent du domaine

strict de la geometrie elementaire.

P. Bouvier. — Stabilite des amas stellaires ouverts en presence
de matidre interstellaire diffuse.

On sait que la matiere interstellaire disseminee sous forme
de gaz et de poussieres ä travers la Galaxie dont elle represente
une fraction appreciable de la masse totale, a tendance ä s'agglo-
merer en nuages d'inegale grosseur situes de preference ä peu
de distance du plan galactique. Certains de ces nuages, parmi
les plus gros, ont une masse qu'on estime ä pres de 10.000 fois
celle du Soleil. C'est aussi au voisinage du plan galactique que
Ton rencontre les amas ouverts ou galactiques, formes d'etoiles

au nombre de quelques dizaines ä quelques milliers et oü figurent
souvent des etoiles tres chaudes (supergeantes bleues).

II parait alors naturel d'examiner de plus pres l'interaction
s'exer^ant entre un amas galactique et un gros nuage de matiere
diffuse situe non loin de l'amas; ceci nous conduit ä reprendre
une etude entreprise autrefois par B.-J. Bok (1934) et par
H. Mineur (1939) sur la stabilite des amas dans le champ general

gravitationnel de la Galaxie; il conviendra d'y adjoindre le

champ perturbateur du nuage.
Nous avons traite ce probleme en donnant au nuage une

forme allongee et en le situant d'abord sur le meme rayon issu
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