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Seance du Ier decembre 1955 v

Paul Rossier. — Les axiomes de la geometrie mullidimen-
sionnelle.

Dans ses Grundlagen der Geometrie, Hilbert classe les

axiomes de la geometrie elementaire en cinq groupes:
I: Appartenance, II: Ordre, III: Congruence, IV: Parallelisme

et V: Continuity et integrite.
Cet ensemble d'axiomes est precede d'une breve

introduction destinee ä preciser l'objet de la geometrie: l'etude des

proprietes de trois categories d'objets nommes points, droites
et plans; ces termes n'acquierent un sens que par l'enonce des

axiomes.
La limitation ä trois du nombre des objets fondamentaux

consideres et le choix des axiomes donne ä cette geometrie le

caractere tridimensionnel: trois conditions, convenablement
choisies, determinent un point ou un plan.

Proposons-nous d'examiner comment doit etre modifle le

Systeme hilbertien pour constituer la base d'une geometrie
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multidimensionnelle, ä n dimensions; n est un entier positif
fini, mais non borne, pratiquement superieur ä trois.

Dans son analyse, Hilbert distingue dans chaque groupe
trois types d'axiomes que nous qualifierons de lineaires, plans
et spatiaux. Les premiers concernent les relations entre les

points et les droites, les deuxiemes sont relatifs aux points,
droites et plans; les derniers font en outre intervenir l'espace.
Par exemple, le premier axiome d'appartenance: « deux points
distincts determinent une droite » est lineaire; l'axiome d'ordre
dit de Pasch est plan: « dans un plan, si une droite coupe un
cote d'un triangle hors d'un sommet, elle coupe un second cote
on passe par le sommet oppose »; l'axiome affirmant que « deux

plans ayant un point commun en ont au moins deux » est

spatial.
Nous appellerons axiomes de tridimensionnalite ou axiomes

dimensionnels ceux qui fixent ä trois le nombre des dimensions,
soit des parametres qui determinent un point. Aucun axiome
lineaire ou plan n'est dimensionnel puisque ces axiomes sont
valables tant pour la geometrie plane que pour celle de l'espace.

Un premier axiome de tridimensionnalite saute aux yeux;
c'est l'axiome d'integrite: «au Systeme des points, droites et

plans, il est impossible d'adjoindre d'autres notions, de telle
sorte que dans la geometrie ainsi constitute tons les axiomes

precedents soient verifies ». La geometrie quadridimensionnelle,

par exemple, possede une quatrieme notion fondamentale,
l'hyperplan, lieu tridimensionnel de points tel que le plan
determine par deux quelconques d'entre eux appartienne au
lieu. Cette notion est exclue par l'axiome d'integrite. Au fond,
cet axiome ne fait qu'expliciter et preciser l'introduction.

Les axiomes d'ordre sont tous lineaires, sauf l'axiome de

Pasch, qui est plan. De meme les axiomes de congruence sont
lineaires ou plans. L'axiome des paralleles est plan; l'axiome
de continuity distinct de l'axiome d'integrite, c'est-ä-dire
l'axiome d'Archimede affirmant que «tout segment est inferieur
ä un segment multiple entier mais non borne d'un segment

quelconque donne » est lineaire.
L'effort de generalisation, pour passer de la geometrie

ordinaire ä la geometrie multidimensionnelle doit done porter
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sur l'introduction, l'axiome d'integrite et les axiomes d'appar-
tenance.

En geometrie multidimensionnelle ä n dimensions,
l'introduction pourrait avoir la teneur suivante: Concevons n sortes

d'etres que nous appellerons espaces lineaires ä 0, 1, 2, n — 1

dimensions. Le sens precis ä donner ä ces termes resultera des

axiomes. Souvent, pour abreger, on omet I'adjectif lineaire et

on appelle points, droites, plans et hyperplans les espaces ä

0, 1, 2 et n — 1 dimensions. Entre ces espaces, il existe des

relations exprimees par les termes synonymes «etre sur»,
«passer par», « appartenir », «couper»... Dans la suite, k est

un entier positif, inferieur ou egal ä n.
Les espaces lineaires ci-dessus sont les elements de l'hyper-

espace.
Les axiomes d'appartenance se reduisent alors aux suivants.

A. Dans tout espace ä k dimensions, il existe au moins k + 1

points re'appartenant pas tons ä un espace ä k — 1 dimensions.

En tel Systeme de points est appele un simplexe de k + 1

points.
B. Un simplexe de k + 1 points determine un espace ä k dimen¬

sions.
C. Tout simplexe de k + 1 points appartenant ä un espace ä

k dimensions determine cet espace.
D. Si un espace cl ä k dimensions possede un simplexe de k + 1

points appartenant ä un espace ob ä plus de k dimensions, tout

point de cl appartient ä ift.
On dit alors que l'espace cl appartient ä itf.

E. Soient cl et cl' deux espaces ä k et k' dimensions; si k + k'
est egal ou superieur ä n, il existe un espace ä au moins

k + k' — n dimensions qui appartient ä cl et ä cl'.
Ces espace est appele Yintersection de cl et cl'.
Avec l'axiome d'integrite, cet axiome E est le seul oü

apparaisse le nombre re. II constitue l'axiome de dimensionnalite.
Les axiomes precedents contiennent comme cas particuliers

les axiomes d'appartenance de Hilbert, ä une exception pres.
Hour le voir, faisons re 3 et citons les axiomes d'appartenance
en indiquant sominairement leurs relations avec les axiomes A,
B, C, D et E.
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Ij. Deux points determinent une droite (B, k 1).

12. Deux points distincts d'une droite determinent cette droite
(C, k I).

13. Sur une droite, il y a au moins deux points et sur un plan,
il y a au moins trois points non alignes (A, k — 1 et k 2).

14. Trois points non alignes determinent un plan (B, k 2).

15. Trois points non alignes d'un plan determinent ce plan
(C, k 2).

IG. Si deux points d'une droite appartiennent ä un plan, tous
les points de cette droite appartiennent ä ce plan (D, k 1).

I8. Dans Tespace, il y a au moins quatre points non coplanaires
(A, k 3).

L'axiome de dimensionnalite 17 exige un examen plus
approfondi. Voici son enonce: Si deux plans ont un point
common, ils en ont au moins deux. En vertu de I6, on en conclut
immediatement que deux plans ayant un point common ont
une droite commune. Mais deux plans paralleles n'ont aucun
point commun. L'application de l'axiome de dimensionnalite E

conduit ä Tenonce suivant: deux plans de Tespace tridimension-
nel ont toujours une droite commune. Le cas du parallelisme
semble exclu.

La contradiction disparait si au lieu de definir negativement
le parallelisme comme la relation de deux droites coplanaires
ne possedant pas d'intersection, on a recours ä une proposition
affirmative en introduisant avec Desargues un hyperplan pri-
vilegie, l'hyperplan impropre. L'hyperespace est alors dit
arguesien. Sont paralleles deux droites qui possedent une
intersection contenue dans l'hyperplan impropre. La forme de

la theorie du parallelisme est quelque peu modifiee, mais le

fond en reste le mime que dans la geometrie elementaire

classique.
La generalisation ä Tespace multidimensionnel de la theorie

du parallelisme est immediate, tant que Ton n'envisage que les

relations d'une droite avec un espace quelconque. L'etude du

parallelisme de deux espaces est moins simple. Prenons

l'exemple de deux plans. Deux plans secants de Tespace tri-
dimensionnel possedent deux faisceaux de droites paralleles a

leur intersection; du point de vue de la geometrie multidimeri-
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sionnelle, ils possedent un parallelisme partiel. Dans l'espace

quadridimensionnel, deux plans ont comme intersection un

point: si celui-ci est irnpropre, il y a de nouveau parallelisme
partiel et les deux plans possedent encore deux faisceaux

paralleles de droites paralleles; ces deux plans ne possedent pas
d'intersection propre.

En elaborant la theorie du parallelisme de l'espace arguesien

tri ou multidimensionnel, on constate une simplicity de l'expose

plus grande que dans la theorie classique.
Pour completer l'ensemble des axiomes de la geometrie

multidimensionnelle, il suffit d'etendre l'axiome d'integrite:
F. 11 est impossible cTadjoindre une notion nouvelle au Systeme

des espaces lineaires ä moins de n dimensions de telle sorte que
les axiomes des cinq groupes soient tous verifies.

Pour etre complete, l'etude d'un Systeme d'axiomes exige

que Ton en montre l'independance et la compatibility. L'etude
de l'independance exige une analyse poussee car, suivant que
l'on admet en bloc tous les axiomes d'un Systeme ou qu'on les

admet successivement, le Systeme global peut etre surabondant
tandis que les systemes obtenus par adjonction successive des

divers axiomes ou des divers groupes d'axiomes ne le sont pas.
La chose, reconnue par Hilbert et ses collaborateurs pour la

geometrie tridimensionnelle, doit etre etendue au cas
multidimensionnel.

Par exemple, en geometrie tridimensionnelle, si l'on admet
les axiomes spatiaux d'appartenance, il sufiit de postuler
l'existence d'au moins un point dans un plan. En geometrie
plane, les axiomes d'ordre permettent de limiter ä un point
l'existence prevue par l'axiome I3 sur une droite. Ces pro-
prietes tiennent-elles au fait que la droite est l'hyperplan de

la geometrie plane et le plan celui de la geometrie de l'espace
La bidimensionnalite presente-t-elle des caracteres specifiques
comme le font pressentir diverses recherches Ce sont lä des

questions delicates non resolues ä notre connaissance.

D'ailleurs, il ne sied pas d'attribuer ä l'independance d'un
Systeme d'axiomes une importance exageree. La decouverte
d'une relation nouvelle permettant de reduire la base axioma-

tique d'une science ne modifie en rien l'edifice logique dejä
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etabli en ce qui concerne l'enonce des theoremes; seuls quelques
procedes de demonstration peuvent etre alleges ou alourdis.

Reste le probleme essentiel de la compatibilite des axiomes
de dimensionnalite avec l'ensemble des autres axiomes. On
sait que le probleme est insoluble de justifier la coherence

logique d'une science deductive; par contre, par la methode
de l'isomorphisme, on peut montrer la solidarity logique de

deux sciences: l'existence d'une contradiction dans l'une
implique une existence pareille dans l'autre. Si cette seconde

science est bien connue, on a de bonnes raisons de croire ä la

compatibilite de la premiere, sans que cette conviction soit a

l'abri de toute critique.
Dans le cas de la geometrie multidimensionnelle, l'appli-

cation de cette methode est facile. Une geometrie metrique
elementaire telle que celle dont nous avons esquisse la base

permet l'elaboration d'une geometrie analytique et l'analyse
peut alors etre consideree comme garantissant la compatibilite
de la geometrie. On peut encore Her la geometrie multidimensionnelle

ä la geometrie classique et cela de plusieurs
fa?ons.

Pour fixer les idees, examinons le cas de la quadridimen-
sionnalite. Dans l'espace correspondant, un point est determine

par quatre coordonnees cartesiennes, rectangulaires ou pas.
Aux hyperplans, plans et droites correspondent des systemes
de une, deux ou trois equations lineaires liant ces coordonnees.

Introduisons des coordonnees homogenes. Un point de l'espace
arguesien est determine par quatre rapports de cinq nombres,

pas tous nuls.
Dans l'espace ordinaire, considerons cinq spheres indepen-

dantes d'equations

S,- a- (x2 + y2 + z2) + bj x + c{ y + d; 3 + et 0

Algebriquement, l'independance des spheres est exprimee

par la non nullite du determinant des coefficients.

L'equation d'une sphere quelconque S 0 peut etre mise

sous la forme
S Sp3.S,. 0
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Les cinq psont les solutions d'un Systeme d'equations
lineaires obtenu par identification des coefficients des deux
membres de l'identite ci-dessus. Considerons ces cinq nombres

corarae coordonnees homogenes d'un point de l'espace quadri-
dimensionnel. II y a correspondance biunivoque sans exception
entre les points de cet espace arguesien et les spheres de

l'espace tridimensionnel. A une droite, un plan ou un hyperplan
de l'hyperespace correspondent un faisceau lineaire de spheres,

ou un reseau ä deux ou trois parametres; ä toute propriete des

points, droites, plans et hyperplans correspond une propriete
des spheres ou des systemes de spheres de l'espace tridimensionnel.

Une contradiction de la geometrie quadridimensionnelle
en impliquerait une de la geometrie des spheres.

En liant de la meme fa<;on les hyperspheres de l'espace ä

n — 1 dimensions aux points de l'espace ä n dimensions, et en

appliquant la methode d'induction complete, on rend solidaires
la compatibility de la geometrie ä n dimensions et celle de notre

espace ordinaire.
On peut encore etablir directement la solidarite logique de

la geometrie plane et de la geometrie ä n dimensions en choi-
sissant dans le plan une variete ä n dimensions permettant
l'etablissement d'une correspondance biunivoque avec les

points de l'hyperespace considere. Par exemple, considerons

l'equation tangentielle homogene de toutes les paraboles du

plan
P au2 + bv2 + cw2 -f- duiv + e vw 0

La parabole depend de cinq parametres homogenes.
Considerons cinq paraboles independantes P} 0. L'equation d'une

parabole quelconque P 0 peut etre ecrite sous la forme

p - S qj Pj 0

En prenant les cinq comme coordonnees homogenes d'un
point de l'espace quadridimensionnel, on verifie comme plus
haut la solidarite logique de la geometrie de cet hyperespace
avec celle des paraboles du plan.

La generalisation ä n dimensions est facile; on choisit par
exemple des courbes algebriques planes auxquelles on impose
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eventuellement une ou plusieurs conditions appropriees. Ainsi,
dans l'exemple precedent, ont ete choisies les paraboles du plan
considerees comme des coniques tangentielles, tangentes ä la
droite impropre.

On peut se rendre independant de ce choix de conditions
supplementaires. En effet, les propositions de la geometrie ä

n dimensions font partie integrante de Celles de la geometrie
ä p dimensions, si p est superieur ä n. Les courbes algebriques

planes d'ordre m constituent une variete ä p
m ^"l^~ ^

dimensions. Pour demontrer la solidarity logique de la geometrie

ä n dimensions avec la geometrie plane, choisissons le plus
petit nombre m tel que p soit egal ou superieur ä n.

L'equation generale homogene d'une courbe algebrique
d'ordre m est

X a)hl x1 y1' zl — 0, avec / + k + l rn

Choisissons p + 1 de ces courbes independantes, c'est-a-dire
telles que le determinant des coefficients ne soit pas nul. L'equation

d'une courbe quelconque d'ordre m peut etre exprimee
lineairement au moyen des equations des courbes choisies. On

etablit ainsi la solidarite logique de la geometrie plane avec
celle de l'espace ä p dimensions, ce qui implique le cas de celle

ä n dimensions.
Comme en geometrie tridimensionnelle, la geometrie

metrique elementaire ä n dimensions est celle dont la base

axiomatique est la plus etendue. Les geometries affines ou

projectives dont les axiomes sont moins nombreux sont evi-
demment compatibles, si la precedente l'est.

La geometrie multidimensionnelle parait s'ecarter beaucoup
de la geometrie traditionnelle. Cela tient au fait que les images

intuitives lui font defaut. En realite, la modification apportee
ä l'edifice classique est minime: ä part la liste des notions fon-
damentales et l'axiome d'integrite qui lui est lie, un seul axiome,
celui de dimensionnalite, est modifie. L'etude de la compatibility
est facile. La comparaison avec la geometrie non euclidienne,

plus ancienne en date, montre combien etait plus difficile la

mise au point de cette derniere.
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