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84 SEANCE Dl' 17 MARS 1955

Paul Rossier. — Sur la definition du triangle.

En geometrie euclidienne ou lobatchewskienne, un segment
est bien determine par la donnee de ses deux extremites; il
en resulte que les trois sommets d'un triangle determinent
cette figure sans ambigu'ite.

En geometrie projective ou riemannienne, deux points
determinent deux segments dits supplementaires. Ainsi, aux
trois sommets d'un triangle sont lies six segments. Appelons
respectivement a et a', b et b', c et c' les paires de segments

supplementaires d'extremites 11 et C, C et A, A et B. Si Ton

n'impose aucune condition ä la notion de triangle, il existe

huit triangles de sommets A, B et C, savoir ceux dont les cotes

sont abc, abc', ab' c, a' be, ab' c', a' be', a' b' c et a' b' c'.

L'axiome du triangle, du ä Pasch, est le suivant: toute
droite qui ne passe pas par un soinmet d'un triangle et qui
coupe un de ses cotes en coupe deux. Soit d une droite qui

coupe les trois droites AB, BC et CA aux points K, L et M;
appelons c', a' et b' ceux des segments portes par ces droites

qui contiennent K, L et M. Les trois segments a, b et c ne

coupent pas d et constituent un triangle; les ternes de

segments ab'c', a' b'c et a' be' forment aussi des triangles, car ils
sont coupes en deux points par la droite d. Au contraire, a' b' c',
a' be, ab' c et abc' ne sont pas des triangles puisque la droite d

ne les coupe qu'en un seul point ou en trois. En geometrie
projective, il y a done quatre triangles ayant trois sommets donnes.

En geometrie elementaire, on pose implicitement qu'aucun
cote d'un triangle ne possede de point impropre; si d est la
droite impropre du plan, le seul triangle de sommets A, B et C

est abc.

En faisant tourner la droite d autour d'une de ses

intersections avec un cote, on montre l'independance du triangle
de la droite d qui a servi ä le caracteriser.

Paul Rossier. — La notion d'ordre et la geometrie non
euclidienne.

En geometrie euclidienne, l'ordre se presente sous deux

aspects differents; sur une droite, deux points determinent un
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ordre (dit euclidien) tandis que dans un faisceau, il faut trois
elements pour en determiner un. Ce dernier cas se presente
en geometrie projective, tant pour les ponctuelles que pour les

faisceaux.
En geometrie projective ou en geometrie riemanienne, la

notion d'ordre peut etre axiomatisee comme suit:

I. — Trois elements d'une forme de premiere espece, pris
dans un certain ordre, determinent sur celle-ci un ordre

geometrique.

II. — Une permutation circulaire de trois elements ne modi-
fie pas l'ordre geometrique qu'ils determinent.

Ces deux axiomes conduisent au theoreme suivant: il n'y a

pas plus de deux ordres sur une forme de premiere espece, car
les six permutations de trois elements sont obtenues par
permutations circulaires de deux d'entre elles, opposees l'une ä

l'autre.

III. — II y a deux ordres geometriques sur une forme de

premiere espece.

IV. — On peut classer des elements en nombre fini d'une
forme de premiere espece de telle sorte que les omettant.

tous, sauf trois quelconques d'entre eux, l'ordre etabli

par eux soit toujours le meme.
Dans ce cas, la suite est dite ordonnee.

V. — Dans une suite ordonnee, entre deux elements, on peut
toujours introduire un element sans detruire l'ordre
geometrique.

VI. — La projection et la section conservent l'ordre geo¬

metrique.

Soit une suite ordonnee de quatre elements A, B, C et D.
On dit que les deux paires AC et BD se separent. A une
permutation circulaire pres, on ne peut designer cette suite
ordonnee que de deux fagons sans detruire l'ordonnance:
ABCD et DCBA; elles correspondent aux deux ordres possibles

sur la forme.
Laissons A, C et D fixes; l'ensemble des elements B separes

de D par A et C constitue le segment AB exterieur ä D. Ainsi,
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deux elements d'une forme determinent deux segments sur
celle-ci.

La geometrie afline se distingue de la geometrie projective
par l'attribution d'un role privilegie au plan impropre et ä ses

points. On convient implicitement de toujours faire figurer le

point impropre d'une droite dans l'expression de l'ordre de ses

points. Appelant I le point impropre d'une droite, on a par
definition

Ordre projectif ABI ordre projectif IAB
ordre euclidien AB.

On appelle segment euclidien celui des deux segments

projectifs qui ne contient pas le point impropre de la droite.
Pour passer ä la geometrie lobatwhewskienne, posons

axiomatiquement l'existence d'une surface dite impropre
coupee en deux points par une droite quelconque. Appelons
paralleles deux droites ou une droite et un plan d'intersections

impropres. La theorie de l'ordre des points sur une droite est

modifiee, mais pas celle des rayons des faisceaux.
Definissons l'ordre lobatchewskien des points d'une droite

par les conventions suivantes: dans l'expression de l'ordre
lobatchewskien, il figure toujours un point impropre et deux

points propres; l'ordre ne change pas si l'on remplace l'un des

deux points impropres de la droite consideree par l'autre.
On a ainsi, en appelant J et K les deux points impropres

de la droite AB,
Ordre ABJ ordre ABK ordre JAB.

II n'existe pas de paire de points propres separes par deux

points impropres; en efTet, soit XY une telle paire; on aurait

ordre XKY ordre KYJ ordre JYJ.

Or deux points Y et J ne determinent pas un ordre. L'hypo-
these est absurde.

Par definition, un segment lobatwhewskien ne contient pas
de point impropre; il est done determine sans ambigulte par
ses extremites, comme un segment euclidien.

En general, on distingue les geometries non euclidiennes

par la notion de parallelisme. En realite la notion d'ordre,
plus essentielle que celle de parallelisme, permet dejä de faire



SEANCE DU 17 MARS 1955 87

cette distinction et les proprietes du parallelisme sont des

consequences des conventions faites sur l'ordre.
La consideration des elements impropres permet de montrer

facilement la vanite de la recherche d'une geometrie ressemblant
ä celle connue et telle qu'une droite possederait trois points
impropres. En effet, dans toute geometrie elementaire, le

deplacement joue un role important. Le deplacement d'une
droite sur elle-meme est une projectivite dans laquelle les

points impropres sont unis. Or l'existence de trois elements

impropres fait de toute projectivite une identite; une telle

geometrie ignorerait la notion de deplacement.

Pierre Bouvier. — Une extension particuliere de la methode

de Wiener-Hopf.

Nous savons que l'equation de transfert, ecrite pour une

atmosphere stratifiee en couches planparalleles sous la forme

'£='-3 (11

relie l'intensite I (t, ja) ä la profondeur optique t et dans la

direction 0 cos-1 p ä la fonction-source $. En prenant les

transformees de Laplace des deux membres de (1), Ton obtient
sans peine l'egalite

T(P, H) (2)

Oil

00

f(p) Je~pt f (I) dt
0

designe la transformee de Laplace de / (t) et oil ä la surface de

l'atmosphere t 0,

I (0, p) 0 si (a < 0 p I (0, p) $ ('/J si p > 0

Jusqu'ici I et peuvent etre considerees comme des fonc-
tions de la direction p, de la frequence v et de la profondeur tv.


	La notion d'ordre et la géométrie non euclidienne

