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Paul Rossier.

Sur la définition du triangle.

En géométrie euclidienne ou lobatchewskienne, un segment
est bien déterminé par la donnée de ses deux extrémités; il
en résulte que les trois sommets d’un triangle déterminent
cette figure sans ambiguité.

En géométrie projective ou riemannienne, deux points
déterminent deux segments dits supplémentaires. Ainsi, aux
trois sommets d’un triangle sont liés six segments. Appelons
respectivement a et a’, b et b’, ¢ et ¢’ les paires de segments
supplémentaires d’extrémités B et C, C et A, A et B. Si 'on
n'impose aucune condition & la notion de triangle, il existe
huit triangles de sommets A, B et C, savoir ceux dont les cotés
sont abe, abc’, ab’c, a’ be, ab’c’, a" be', a' b cet a’ b’ .

[’axiome du triangle, di a Pasch, est le suivant: toute
droite qui ne passe pas par un sommet d’un triangle et qui
coupe un de ses cotés en coupe deux. Soit d une droite qui
coupe les trois droites AB, BC et CA aux points K, L et M;
appelons ¢, a’ et b’ ceux des segments portés par ces droites
qui contiennent K, L et M. Les trois segments a, b et ¢ ne
coupent pas d et constituent un triangle; les ternes de seg-
ments ab’c¢’, a’ b’ ¢ et a’ b’ forment aussi des triangles, car ils
sont coupés en deux points par la droite d. Au contraire, a’ " ¢',
a’ be, ab’ ¢ et abc’ ne sont pas des triangles puisque la droite d
ne les coupe qu’en un seul point ou en trois. En géométrie pro-
jective, il y a donc quatre triangles ayant trois sommets donnés.
En géométrie élémentaire, on pose implicitement qu’aucun
coté d’un triangle ne possede de point impropre; si d est la
droite impropre du plan, le seul iriangle de sommnets A, B et C
est abc.

En faisant tourner la droite d autour d’une de ses inter-
sections avec un c6té, on montre l'indépendance du triangle
de la droite d qui a servi a le caractériser.

Paul Rossier.

La notion d’ordre et la géométrie non eucli-
dienne.

En géométrie euclidienne, I'ordre se présente sous deux
aspects différents; sur une droite. deux points déterminent un



SEANCE pu 17 mars 1955 85

ordre (dit euclidien) tandis que dans un faisceau, il faut trois
éléments pour en déterminer un. Ce dernier cas se présente
en géométrie projective, tant pour les ponctuelles que pour les
faisceaux.

En géométrie projective ou en géométrie riemanienne, la
notion d’ordre peut étre axiomatisée comme suit:

[. — Trois éléments d’une forme de premiére espece, pris
dans un certain ordre, déterminent sur celle-ci un ordre
géométrique.

II. — Une permutation circulaire de trois éléments ne modi-

fie pas 'ordre géométrique qu’ils déterminent.

Ces deux axiomes conduisent au théoréme suivant: il n’y a
pas plus de deux ordres sur une forme de premiére espéce, car
les six permutations de trois éléments sont obtenues par per-
mutations circulaires de deux d’entre elles, opposées I'une a
I'autre.

III. — Il y a deux ordres géométriques sur une forme de
premiére espeéce.

IV. — On peut classer des éléments en nombre fini d’une
forme de premieére espece de telle sorte que les omettant
tous, sauf trois quelconques d’entre eux, I’ordre établi
par eux soit toujours le méme.

Dans ce cas, la suite est dite ordonnée.

V. — Dans une suite ordonnée, entre deux éléments, on peut
toujours introduire un élément sans détruire ’ordre
géométrique.

VI. — La projection et la section conservent 1'ordre géo-
métrique.

Soit une suite ordonnée de quatre éléments A, B, C et D.
On dit que les deux paires AC et BD se séparent. A une per-
mutation circulaire prés, on ne peut désigner cette suite
ordonnée que de deux fagons sans détruire ’ordonnance:
ABCD et DCBA; elles correspondent aux deux ordres possibles
sur la forme. ;

Laissons A, C et D fixes; I’ensemble des éléments B séparés
de D par A et C constitue le segment AB extérieur a D. Ainsi,
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deux éléments d’une forme déterminent deux segments sur
celle-ci.

La géométrie affine se distingue de la géométrie projective
par l'attribution d’un réle privilégié au plan impropre et a ses
points. On convient implicitement de toujours faire figurer le
point impropre d’une droite dans I’expression de I’ordre de ses
points. Appelant I le point impropre d’une droite, on a par
définition

Ordre projectif ABI = ordre projectif IAB

= ordre euclidien AB.

On appelle segment euclidien celui des deux segments
projectifs qui ne contient pas le point impropre de la droite.

Pour passer a la géométrie lobatwhewskienne, posons
axiomatiquement I'existence d’une surface dite impropre
coupée en deux points par une droite quelconque. Appelons
paralleles deux droites ou une droite et un plan d’intersections
impropres. La théorie de I'ordre des points sur une droite est
modifiée, mais pas celle des rayons des faisceaux.

Définissons I'ordre lobatchewskien des points d’une droite
par les conventions suivantes: dans I’expression de I'ordre
lobatchewskien, il figure toujours un point impropre et deux
points propres; I'ordre ne change pas si I’on remplace I'un des
deux points impropres de la droite considérée par I’autre.

On a ainsi, en appelant J et K les deux points impropres
de la droite AB,

Ordre ABJ = ordre ABK = ordre JAB.

Il n’existe pas de paire de points propres séparés par deux
points impropres; en effet, soit XY une telle paire; on aurait

ordre XKY = ordre KYJ = ordre JYJ.

Or deux points Y et J ne déterminent pas un ordre. L’hypo-
thése est absurde.

Par définition, un segment lobatwhewskien ne contient pas
de point impropre; il est donc déterminé sans ambiguité par
ses extrémités, comme un segment euclidien.

En général, on distingue les géométries non euclidiennes
par la notion de parallélisme. En réalité la notion d’ordre,
plus essentielle que celle de parallélisme, permet déja de faire
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cette distinction et les propriétés du parallélisme sont des
conséquences des conventions faites sur I’ordre.

La considération des éléments impropres permet de montrer
facilement la vanité de la recherche d’une géométrie ressemblant
a celle connue et telle qu’une droite posséderait trois points
impropres. En effet, dans toute géométrie élémentaire, le
déplacement joue un rdle important. Le déplacement d’une
droite sur elle-méme est une projectivité dans laquelle les
points impropres sont unis. Or l'existence de trois éléments
impropres fait de toute projectivité une identité; une telle
géométrie ignorerait la notion de déplacement.

Pierre Bouvier.
de Wiener-Hopf.

Une extension particuliére de la méthode

Nous savons que I'équation de transfert, écrite pour une
atmosphere stratifiée en couches planparalléles sous la forme

b =1—3 (1

relie I'intensité I (t, u) a la profondeur optique t et dans la
direction 6 = cos™! w a la fonction-source J. En prenant les
transformées de Laplace des deux membres de (1), I’on obtient
sans peine |'égalité

— J—ul(0,p)
I — B W
(P w) = =2 (2)
ou
flp) = f ePL{ (1) dt

0

désigne la transformée de Laplace de f(t) et ou a la surface de
I’atmosphére = = 0,

10, =0sip<0, wl(0,u)=7J(/)sinp>0.

Jusqu’ici I et J peuvent étre considérées comme des fonc-
tions de la direction w, de la fréquence v et de la profondeur =,
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