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DIVERGENCE
DE LA

THEORIE DE PERTURBATION
PCR

A. PETERMANN

Institut de Physique de l'Universitö, Geneve *.

(Avec 2 flg.)

Summary. — The simple case of a scalar theory with zero

rest mass " photons " is investigated. Considering the Green's

functions of this field theory, one obtains first a formula giving
the exact Feynman graph's number at the 2nth approximation.
This number is found to be asymptotically equal to (n — 1)!
Further, a detailed analysis of the integrals appearing at the
2/ith approximation shows that the smaller of them gives a

contribution greater than (const) (L«)~ ri~nli. Then, the

general term of the perturbation expansion is asymptotically
(const)" (Ln)~n n+n!i and exhibits his divergence.

i. Introduction.

Les grandeurs physiques F (a), calculees, pour une theorie
de champs quelconque, par integration des Equations de mou-

vement, sont donnees en terme de series de puissances en

a g2/in, du type
CO

F(a) 2<*na" i1-1»
71 0'

Depuis longtemps, et quelque optimistes qu'aient pu etre
certaines conclusions, on soupgonne ces developpements d'etre

* Recherche subventionnee par la Commission suisse d'önergie
atomique.



6 DIVERGENCE DE LA. THEORIE DE PERTURBATION

divergents, meme une fois ecartees les diflicultes ultra-violettes
et autres [1, 2]. Plusieurs tentatives ont ete faites recemment
afin de le prouver directement. L'argument tres suggestif de

Dyson [3] en rendait du reste la reussite fort plausible. La

complexity de l'analyse ä efTectuer n'a permis jusqu'ä ee jour
qu'une discussion utilisant des approximations assez

grosseres [4] ou n'envisageant qu'une partie du probleme [5].
Le but du present article est de demontrer cette divergence.

II est atteint en deux etapes:
Le § 2 est consacre ä l'exposition d'une formule permettant

de calculer le nombre exact de diagrammes apparaissant eri

2«le approximation des fonctions de Green. Par souci de

brievete, nous ne donnons pas le processus de raisonnement qui
a ete suivi, tant la formule elle-meme est explicite.

Au § 3, considerant une classe particuliere de ces

diagrammes, nous traitons de revaluation des integrales de self-

energie en 2nle approximation. Les calculs effectues pour un
cas simple de theorie de champs, faisant intervenir une
interaction scalaire entre quanta de champs scalaires (les uns ä

masse de repos nulle), montrent que leur contribution asympto-
tique individuelle est superieure ä K " «~"'8.(Log n)~n dans la

region (— p2) < x2. Les diagrammes negliges etant de meme

signe ne font qu'augmenter cette contribution, et on demontre
alors que le terme general de la serie de perturbation est supe-
rieur ä Kn.«n'2.(Log />)"", et par consequent celui d'une serie

divergente.

2. Enumeration des diagrammes.

La premiere partie de cet expose se doit de repondre ä la

question: combien de diagrammes de Fevnman distincts
existe-t-il ä la 2nle approximation d'un effet physique quel-

conque Nous ne voulons pas nous appesantir sur ce point du

probleme, puisque, depuis l'elaboration de notre procede de

comptage, a paru une etude fort generale de la question due

ä Hurst [5]. Notre maniere de l'aborder en differe cependant
essentiellement en ce sens qu'elle permet une enumeration

exacte, ä une approximation donnee, des diagrammes afferents
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ä un effet physique particular. C'est cet avantage qui justifie
l'existence de ce court paragraphe.

Dans une theorie de deux champs (matiere et interaction)
comme celle que nous avons en vue de discuter, la fonction
de Green d'un quantum de matiere satisfait un Systeme d'equa-
tions integro-differentielles. II fut Signale pour la premiere fois

par Schwinger [6], dans le dessein precisement d'echafauder

une theorie des dites fonctions sans le secours d'un developpe-
ment en serie. La resolution de ce Systeme par le procede meme
du developpement en serie fournit immediatement un moyen
de compter les diagrammes de chaque approximation. Les

formules qui vont suivre ne sont qu'une traduction en symboles
de ce procede. Nous nous abstiendrons done ä ce sujet de tout
commentaire ulterieur.

Si N2n designe le n ombre de diagrammes distincts de la
2Atle approximation representant une self-energie, il est donne,

avec la convention (— N0) 1, par

^2n ~ (2n — 3) ^2n-2 + (2 n — ^2)1-4 (^0^2 + ^2 Ko) + • • •

+ (2a to 1) N;n_m (K0 Km_2 + + Kr Km_r_, + Km_2 K0) +

• + (KoK-)n_2 + ••• + Kr K,2))_r_2 + • K,„_2 K0) (2.1)

Les K2i, nombre de diagrammes distincts de la 2ile approximation

representant la fonction de Green d'une particule, sont

eux-memes determines en terme des N2j-, (/ < i). On peut
expliciter cette dependance comme suit:

K2i (Njj)' + (£ - 1) (N2)'~2 N4 + (2.2)

+ (Nr)2i/r"m(Ns)«>r(N()f>s

(2ijr — in + a. + b + v-nrr- n—j-r-j — S(rm — as— bt — + N.2i
(2 i/r— m) a b "

r, s, t 2, 4 2i ; to 0,2,3, ...(£ —1)

a b, >0 ; 2 i/r — to > 0

Debutant avec K0 K2 N2 1, on verifie, ä titre d'indi-
cation, les valeurs suivantes des premiers termes:

N„ 3 ; N, 20 ; N8 189

K4 4 ; K, 27 ; K8 248 ; K10 2830
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Asymptotiquement, on voit que N2n se comporte grossie-

rement comme 2n.nl, resultat qui permet de conclure sur la

rapidite avec laquelle croissent en nombre les diagrammes de

self-energie ä n quanta virtuels.

3. Evaluation des integrales de self-energie
EN 2flle APPROXIMATION.

Suivant le formalisme de Feynman-Dyson dans la forme
modifiee qu'en a propose Koba [9], la matrice S:

» 4-»
s S7^7f dx> dxip*(Lw • • LM > t3-1)

q 0
' -'*>

est donnee en terme du Symbole P modifie: P*, et L (a;i),
densite Lagrangienne d'interaction:

L g u? u <I> (3-2)

Cette derniere decrit le Systeme constitue par le champ de

matiere iJ, u et le champ photonique O en interaction. Ces

champs satisfont les equations:

— X2) u — y?) u* 0 ; 0 0. (3.3)

Le Symbole P* est defini comme suit:

P» («(»,) ,<!>{«,))

|-(l + sfozj)) Ofad 0(a,) + (l — e(x1x2) O (xt) ® («d)

(3.4)

Les esperances mathematiques du vide pour le P* sont don-

nees en terme des fonctions causales D par

P* (O fo), O (za))/0 V» D («I — *!>

P* (id (aj) u (a:a))X lk Dx («i — *«) (3-5)
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dont les representations de Fourier sont

D lx) — I ^{X'
(2tc)4 J Ä*

D M — 2' fe'V'x) (dk)
*( ' (27t)4 J /r + (3.6)

La substitution de ces representations dans les termes du

developpement de S relatif aux self-energies nous fournira les

expressions que nous donnons plus bas.

Parmi les N.2)l diagrammes de self-energie de la 2«le approximation,

nous ne retenons qu'une classe particuliere definie

romme suit: considerons la correction de radiation en g2 d'un
effet Compton multiple avec «emission» de (n— 1) quanta
d'interaction dans un ordre determine (fig. 1). Ces (n — 1)

quanta sont ensuite reabsorbes par la particule de matiere et
le peuvent etre, selon l'ordre de cette reabsorption, de (n — 1)

nianieres differentes, obtenues les unes des autres par permutation

des n — 1 points du diagramme figuratif de la reabsorption.

Ces effets de self-energie, au nombre de (n — 1)! et tous
d'ordre 2n en g, ne representent en gros que la (2_n)Ie partie
de tous ceux qui peuvent se produire. Mais toutes les integrales
figurees par les diagrammes d'une meme approximation ont
meme signe (voir Appendice III) et la partie omise ne peut,
dans ces conditions, jouer de role compensateur. Si done on

peut demontrer que la classe restreinte d'effets envisages
contribue de fapon teile qu'elle constitue ä elle-meme une Serie

divergente, on aura atteint le but que l'on s'etait propose.
Nous utilisons, pour passer d'un diagramme donne ä l'inte-

grale correspondante dans l'espace de Fourier le formalisme de

Dvson [7] tel que nous l'avons brievement expose en tete de

Fi 9.1
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ce paragraphe. Pratiquement, les rfegles formelles de passage

peuvent se resumer comme suit:

1° A chaque segment de ligne droite d'un diagramme (voir
par exemple la figure 2), correspond, dans l'espace de Fourier,
un facteur ^D^/rJ dont la representation est fournie

2° A chaque segment curviligne correspond un facteur y2 D (k

(voir (3.6));
3° A chaque point du diagramme operant la jonction de

trois lignes correspond un facteur + ig.

Un diagramme de self-energie comprenant In points est

constitue de 2n — 1 segments de droite et de n segments cur-
vilignes. On a done, dans l'espace de Fourier, ä effectuer 3« — 1

integrations quadridimensionnelles. In — 1 d'entre elles sont.

immediates, utilisent les lois de conservation d'impulsion-
energie et conduisent ä exprimer les 3« — 1 comme combi-
naisons lineaires de n d'entre eux appeles variables de base.

Dans ces conditions, un diagramme de 2n points se ramenera
immediatement ä n integrations quadridimensionnelles sur

kv k2, kn. De plus, pour rendre compacts les denominateurs.
1'identite

due ä Feynman est invoquee. Les n integrations sur les variables
internes sont effectuees ä l'aide de:

Des (n — 1)! integrales Jn;a (l> envisagees, nous com-

men^ons par en evaluer une particuliere, Jn;2,3,I1" es^

illustree par le diagramme de la figure 2. La notation utilisant
les indices 2, 3, n, specifie que les photons, toujours emis

dans l'ordre 2, 3, n, sont egalement reabsorbes dans

l'ordre 2, 3, n. tandis que l'index a, b, d, denoterait une

absorption dans cet- ordre la. De sorte que si Jn signifie la

par (3.6);

a-ii iyl n I xn 1

(a.r + A(1 —^)) n 1 dx (3.7)
n

(3.8)
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contribution totale des (n — 1) integrales envisagees, on

aura:
(n-i)!

Jn S Perm- ' <3'7)

A l'aide des definitions suivantes:

— xn-m 1 Vi — xn-m 1 xn> m 2, n

xn-h l 'V-l f1 — V-/ -1 ' ' ' V) si * > l ; k 2 n

xn-l 1 ' ' • V-l (* — •rn-k 1 ' ' ' V> s' l > k ; 1 2, n

(3.10)

effectuees en terme des n — 1 parametres de Feymann x2,... xn,
l'integrale J„., 3 n:

J'»:2.3,...» 0""' ^ f /(**.)

• • f {dkn) Fn; 3, (k\, kn, p)

F"n : 2,3, » *1~ ' ' ' kn [<P + /ci)2 + x']_1 ' ' '

[(/) + &!+ • • + kn)- + x2]
1 [(p + A-a + + kn)2 + x2]

1

• O + kn)2 + x2]"1

s'exprime, integration faite sur les n variables internes, par:

J„;2,3,...li - 2>!

1 11 11
J dx, J dxn J dv2 J dvnj d<v2 J dwn kn.., 3 ,t

0 0 0 0 0 0

7 2 >} ') II—4' 71—*2

kn\2, 3 ii W • ' V-t ' V2
~

' ' vn ' Gn; 2, 3 n •

G-_""n;2, 3 ...n _ "i"'' f1 a(0)22^) • •

(l -"n"»!1 — V-2)nn))]
2

(*® + P* a(n- 1)1 l)

(3.11)
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en fonction des 2n — 2 parametres v2, vn, w2, wn et des

grandeurs telles que a^)m m, construites par recurrence Selon

i "ki1 — b(k-\)m,h + l)Y
a(k)m.m vk > a(h-[)m, nv i «,«>.;< 11 vk wh(\ — a(fa-l)/i+ 1, fe+ll

(3.12)

et

b(k) I, m " 1 ~~ "ft'1 ~~ b(h--l)/, J —

_
wh j1 ~ vh I1 ~ b(k-l)l, h ' {)) i1 " vk b(k-\)m, h lO

1 vk,vkfi ~ + •
1>

(3.12 bis)

La recherche d'une minorante pour Jn.2 (l est maintenant
le point capital ä eclaircir. A cet effet, on doit remarquer que:

1° Sur tous les chemins d'integration, l'integrande est positif,
pour autant que (— p2) < x2, tous les a^ etant compris
entre 0 et 1 (Appendice I);

2° La presque totalite de la contribution Offerte ä l'integrale
est fournie par le voisinage de la valeur 1 des parametres xh

et «v

Dans ces conditions, une formuie de la moyenne (du type
b

f f{x) dx > (b — a) [minimum de f(x) sur l'intervalle a —>• £>]

a
b y- a ; f (x) 0 pour a < x < b) fournit la borne:

Jn;2,3 C"("3~g2"

[Min.deGn,23 n sur les intervalles 1 — 1/n ä 1] (3.13)

Cn designant a." (4tc e2)-".

Le minimum de G„.2 3 H sur les intervalles de 1 — l/n ä

1 doit avoir lieu lorsque le maximum des est atteint.
C'est done la borne superieure de ces dernieres grandeurs qui
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va nous retenir des lors. Or, tenant compte de (3.12) et

(3.12 bis),

(m-2)m, m 1 ^m-2^1 "(m-3)m, m'

0 fym-3) m, m-lO
wm-2 ~ "m-2 wm-% (1 *(m-3) m, m-l'

^(m-3) m, m-1 V * 0 ,v m n \
m-2 m~2 \ (?n-3)m-l, m-t'

(3.14)

Si Ton pose:

A(m-3)m-l,m " ®(m-3)m-l,m 1 — i(m-3)m-l,m

Vm~3 A(m-4)m-l,m

"m-3 ""m-3 t1 — "m-3 <1 ~ *(m-4)m-2, m-l>
_1 - "m-3 «Vn-3 (1 - <*(m-4)m-2,m-2>

1 (m-4)m,m-2)

(3.15)

et

A(m-3)m,m-l a(m-3)m,m b(m-3)m,m-t "m-3 A(m-4) m, m-1

M
"m-3 ^m-3 "m-3 (^ ^(m-4)m-2m0 //, /, \-H 1 71 ;—> (m-4) m-1. m-2 °(m-4)m,m-2>

m -3 m-3 ' (m-i)m-2, m-2'

(3.16)

a, peut s'exprimer simplement ä l'aide de ces nouvelles(m-2) m,

grandeurs. En effet:

1 ~~ "m-2 f1 b(m-3)m-l,m)
"?yi —2 AIm—34 m rn — l ~t"(m-2)m, m m-2 (m-3) m, m-1 ' i m „ \1 V-2V2 11 (m-3) m-1, m-1'

"m-2 "m-2 ""m-l ^(m-3)m-l, m) ^

< t1 ~ "m-2) + pm-2(A(m-3)m,m-l + A(m-3)m-l,)J ' (3'17>

puisque A(m_3)m_, m > 0 (Appendice I).
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Puis, en invoquant (3.15) et (3.16):

a(m-i)m,m G wm-l) ~P vm-i pm-3 (A(m-i)m-1, m
~P A(m-4)m, m-l^

vm-2 vm-?> wm-3 (^(m-4)m—1, m—2 ^(m-4) m, m-2^
1 " V-3 (*m-3 G a(m-b)m-2,m-2>

G wm-^) "P ''m-ä V-3 (^(m-4) m, m-1 ~P A(m-4) m-1, r>J ^ '''
< I1 — V2) + "m-2 ' ' ' "i(A(0)m.m-I + A(0)m-1, J < (1 — wm_2) +"

+ xn-m 1 xn-m 2 ' " ' ^ii-l (' xn-m ' 1) +

+ G xn-m 2 • ' xn> xn-m-> 2 ' • • ®n-ll

(»-^iKC-vJ + ^l'-V^il (3-t8'

expression dont le maximum est atteint, sur le chemin 1 — 1/re

ä 1, pour £n_m+i 1 — i/n, et a>m_2 1 — 1/«.
De proche en proche, les «(m.2)m,m, /re 2, re, fixent les

valeurs des x{, wpour lesquelles le maximum des ß(m_2)m,m
est atteint, ä Xj «/,- 1 — 1/re, i, j 2, re. Dans ces

conditions

n(m-i)m. m < + I1 "'m-2) ~
n

' (3-19)

Negligeant par la suite, dans le calcul des bornes superieures

pour les parentheses figurant dans l'expression de Gn 2 „tout terme en 1/re2 (nous ne sommes interesses qu'ädes valeurs
de re pour lesquelles re » 1), (3.13) nous fournit la minorante:

j > i Gn •

x2 / JL.)ix2 / 5 \n
n; 2,3 ?i ^

;i3n-2 \5xj 7 \25ex2) '

(0 < (—/P) < x2) (3.20)

Le calcul ci-dessus, relativement aise du fait de la contexture
particuliere de l'integrale etudiee (fig. 2), va nous servir de base

pour l'etude des (re — 1)! integrales obtenues par permutation
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des reabsorptions. Permuter l'ordre des reabsorptions en

laissant inchange celui des emissions equivaut ä permuter
l'ordre de ces dernieres et laisser inchangees les premieres.

(>r, apres avoir calcule l'effet Compton multiple represents par
la figure 1, on obtient une expression dont la dependance des

j est du type:

[x2 + a(o)22 A-| + «(0)33^3 + • + a(0)jm*n +

+ 2 6(0)23 (*s *») + •• + 2 y]""'1 •

Des lors, intervertir par exemple k2 et k3 dans le diagramme,
figure 1, revient ä operer les echanges ß(0)2 2 ^ a(0)3 3'
'1(0)2^^1^)3^, dans l'expression ci-dessus. La suite du

calcul restant exactement la meme (reabsorptions inchangees).
les memes echanges sont ä effectuer dans l'expression finale

(3.11).
Afin de donner un exemple simple des modifications appa-

raissant lors de l'echange de deux indices (l et k pour fixer les

idees), toute autre chose restant inchangee, ; devient

a(i-2)h, k' a(k-2)h,k devient a^k_2)lA, b^km IZl b^lm, en speci-
fiant par ces notations que les a(j), restent construits
exactement comme auparavant, mais que, chaque fois qu'ils
apparaissent, a(0)I>„ a(0)fe>h, b(0)hm, b(0)Um, se transformed
respectivement en a(0)h h, a(0)ll, b(0)l>m, b(0)k m. Ces

modifications provoquent une diminution de l'integrale correspon-
dante qu'il s'agit de contröler. Reprenant (3.14), en y changeant
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m en m — r, sans modifier bien entendu l'indice (m — 2), et

toutes autres choses egales,

a (m-2), m-r, m -r =1 — fm-2 (1 — d(m-3) m-r, m-r-

Wm-2 (^ V-at'l — b(m-3)m-r,m-0
(3-2L

1 "m-'Z "'m-2 f1 — a(m-3)m-l, m-0

Du fait que a(in_3)m_1; > V-sjm-i.m-r» si r(r<m) est

suffisamment grand le terme fractionnaire est negligeable

|Q(a(m-3)m-^ devant a(m_3)m_r_m_r. puiS;

a(m-3)m-r, m-r ^ ^ vm-3 (' a(tn~i) m-r, m-J (3-22)

pour la meme raison, et

a(m-2)m-r m-r X 1 — Pm-2"m-3 (1 — a(m-'i)m-r, m-r* (3-2l 6)

jusqu'ä ce que Ton ait, par exemple:

a(m-2) m-r, m-r X l — fm-2 ' ' " "m-r-1 (^ a(m-r-2)m-r,m-r^

< 1 — (1 — 1/n)r + — + (t — <fm_r_2) < —h (1 — wm_r_o)

(3.23)

Le passage de m ä m — r des indices de augmente
la borne superieure de ce dernier et diminue par consequent la

valeur de l'integrale correspondante.
Lors d'une permutation tout ä fait generale des indices des

a(0) et fyo)> on monire (voir Appendice II) que la plus petite
integrale offre une contribution bornee par:

Jn(min) > * (se^T ' ^ (L°g ' <° < <~^ < ^ "

(3.24)

Le nombre de ces integrales etant superieur ä N nn. e~2n

(Appendice II), la contribution totale Jn est minoree par:

^>'«=(55^)" »"'.(LOB»)-» 13.55)
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terrae general de la serie:

17

00 00 00

2 a"^n ^ 1 ^ i a" (Const.)". nn^ (Log)-"
n n n

(3.26)

qui diverge quelque petite que soit la constante aC. G'est ce

que nous voulions montrer.
Pour terminer, il faut remarquer que la divergence de cette

serie de perturbation ne met en cause que la methode de deve-

loppement en sörie et non l'existence eventuelle d'une solution
du probleme qui serait alors non analytique autour de g 0.

Les consequences physiques d'un tel etat de fait ont ete dis-

cutees par Dyson [3], ce qui nous evite de disserter ici ä leur
sujet.

Nous tenons ä remercier tout particulierement MM. les

professeurs L. Rosenfeld et E. C. G. Stueckelberg, le premier
pour nous avoir suggere cette etude, le second pour l'interet
qu'il y a porte tout au long de son elaboration.

APPENDICE I

Les ßyj sont des nombres positifs ou nuls.
Nous le montrerons pour Jn.23..,nqui est du reste le cas le

plus interessant vu qu'il donne lieu, pour les aux
bornes superieures les plus faibles. Par souci de concision, nous
laissons au lecteur interesse le soin de verifier que, lors d'une

permutation generale des indices des a(0) et b(0), dans chaque
cas les a(j) restent positifs.

Utilisant les definitions (3.10) des a(0), b(0), on etablit tout
d'abord les cinq lemmes:

Lemme 1:

0 < a(0)«t < 1

A- > l et A- < I
0 < b(0)kl < 1

Archives des Sciences. Vol. 6, fasc. 1, 1953. 2
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hemme 2:

A(0)/d a(0)/i/i b(0)hl > 0

Lernme 3:

A(0)PkQ ~ b(0)pk ''(0)q/t > 0 k < p < q

Corollaire :

A(0)qkp — A(0)Pm < 0

hemme 4:

A(0) pq ~~ A(0)pW > 0 ; k < p < q

Corollaire :

A(0)qp — A(0)qkp > 0 des lemmes 2 et 3.

hemme 5:

A(0)PW — A(0)ppi > 0 r < k < p < q

Corollaires :

a.) A(0 )qkp — A(0)«rp < 0 de 3 et

b.) A(0)9rp ~ AWqkP > 0

c.) A(0)pr3 A(0)PM < 0

Des cinq propositions enoncees, toutes relatives ä l'ordre 00
des formules de recurrence pour les abon peut mainte--
nant deduire cinq propositions äquivalentes pour l'ordre 1.

hemme I:
"(i)hh > •'l ^(0)^2 ^ 0 '

du lemme 2;

a(\)hh < 1 **1 (* °(0)hh) < 1 '

des lemmes 1 et 2. Egalement on a:

0 < b(l)hl <1, k > l et k < l.
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Lemme II: Pour
A- ^ l et A, l > 2

"^(1)/(I < "i (A(0)hl A(0^ 0 '

des lemmes 2, 3 et 4.

Lemme III:
A(1)Pk<I > Pl(A<0)pkq ~ A(0)ptq) > 0 • (2 < k < p < q)

des lemmes 2, 3, 5.

Corollaire:

A0>gkP ~ A0)Pk'i <0' 2 < k < p < q

Lemme IV:

A(1 )pq ~ A(1 )PkQ > 0 ' 2 < h < p < q

A(l)p« — A0)Pk'i 'A(0)p« ~ A(0) pkq) ~
v\ IVI A(0)p2g A(0)p2ft

r > 0
1 (1 22)

car: A(0)Pg — A(0)Ptg > 0 (lemme 4), &WPi(l > 0 (lemme 3),

A(0) p2 h ^ 0 (corollaire lemme 3).

Corollaire:

A(1 )<ip ~~ Ad )QkP >0: 2 < k < p < q

A(1 )qp A(I)gfcP Pl'A(0)gp A(0) gfcpl +

+
1

> -piA(0)flSp + Vl A(0)g2p
1 «(0) 22'

puisque A(0)9p > 0 tandis que A(0).9tP < 0, des lemmes 2 et 3.

D'oü: iq (A(0)giP — A(0)wp) > 0 par corollaire 2 du lemme 5.
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Lemme V :

A0)PfcP ~ A(Op,.<z > 0 2 < r < k < p < q

A(l)Pi<J A0)prq ~ ^^WPk'l ~^<0)
y,.

A(0)P19 A(0)htr

car: A,(ü)

1 — Pj (Vj (1 — a<0)o2)

PL« ~ A(0)pr9 > 0 (lemme 5), A(0)p29 > 0 (lemme 3),

-\o)fc.,r ^ ® (corollaire lemme 3).

Corollaires:

A(1 )QkP ~ \l)qrv < 0 ; 2 < r < k < p < q

car. A(1)%p — A(t)Pfc(J, etc.

A(i)flrP - A(l)%p > 0 ; 2 < r < k< p < q

c> A(l)Prr/ - A(l>Pfc<7 <0' 2 <r< k<p <q

Des lors, supposant ces cinq lemmes verifies ä l'ordre in — 1,

ils le seront ä l'ordre m. On a ainsi etabli par recurrence la

positivite de tous les h, k > /', intervenant dans le calcul

J«; 2,3 ...n'

APPENDIGE II

Demonstration de (3.24).
Si M indique le plus grand des deux nombres P et D, P etant

le nombre de a^ ä franchir au denominateur de Gn;a d pour
trouver ä gauche un dont les indices different de D de

ceux de aon voit que la borne B d'un a^h h sera:

a(i)kk<lJ^R+ =B • (A-G

(Pour fixer les idees, en (3.23) P serait egal ä r et D ä 1. (3.23)

donnerait alors a(m_2)m-r,m-r < + (1 ~ "")) De Plus>
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pour evaluer cette borne, on doit chercher parmi tous les M
obtenus en faisant successivement P 1, 2, celui dont
la valeur est la plus petite.

Exemple: Si figurent consecutivement au denominateur de

Gn;2,n,4,.... a(0)2,2- a(i),n,?i' a(2)4,4 et <Iue c'est la borne de

ee dernier qu'il s'agit d'evaluer, on fait tout d'abord P 1,

re qui donne D n — 4 et M n — 4. Pour P 2,

D 4 — 2 et M 2. Ce sera ce dernier qui est ä choisir.
Divisions maintenant les n premiers nombres entiers figu-

ratifs des indices des en n'* groupes de n/2 nombres chacun.
Dans le premier de ces groupes on range les n'' nombres:
ii/'2, 2nl/2 n. Puis, dans le wle groupe, on range les nombres
n'2 — 1, 2n-/s — 1, n — 1, dans le 2mie: n}2 — 2, 2— 2,

n — 2 et ainsi de suite. Ainsi, la mie partie des nombres de

l ä n est disposee dans un ordre bien determine, tandis que les
fjl 1

it ——— nombres restants peuvent etre permutes au hasard.

nA — 1 In''2 — 1 n —1/2 2n''2. n — 1

groupe 1 gr. 2 gr. m -1 groupe m

mnn nombres

De cette fatjon, on est assure que chaque nombre permutable
trouve, pour un P < mn/2, un nombre appartenant ä un inter-
valle a ordre determine, different de lui-meme de D < nX2.

La borne B d'un a(i) possedant un tel indice permutable se

trouve etre ainsi au plus:

B <
^ n'4 + (1 — <v) "V mn ^ + (1 — «') (A.2)

Le nombre N d'integrales distinctes obtenues par permutation

des n — permutables sera

m-1
— I n \-5T"im — I n \N (-ar —)

Elargissant alors l'intervalle d'integration de tous les wi (qui
s'etendait auparavant de 1—1 jn ä 1) ä: 1—mjn^ ä 1



22 DIVERGENCE DE LA THEORIE DE PERTURBATION

(mnVi » 1), et reprenant en entier l'argument utilise lors
de revaluation de J„.23...n (formule (3.4)), on trouve que

B < 2 m. rCy> (A.3)

et chacune des parentheses figurant au denominateur de Gn. mill
sera bornee par:

B' < 3 m. nyt + o (~) (A.4)

En negligeant 1 jn devant i/ny', Gn.min sera borne inferieure-
ment par

Gn;min > »" • m) "2" (A-5)

Dans ces conditions, on peut chercher la valeur de m qui
conferera le maximum ä l'expression:

m-1 m-i

NG„;min (y^=r )^n (3 rs" - • »n <3 >»r3 n.
(A. 6)

et qui est approximativement

m Log ii (A. 7)

Des lors,

t 2/ a V'/' "\n/'lV'"/Logn\" nn _Jr>;min - ' * (4^2) [<*) („) y ;(./2 (3Logn)a»

~~ 1 * {wr.x'e3)
(Log n)n

'

et

N ^y1_,/Logn)
n

nn e-2n e2,./Logn > ,(„ c-'ln
^ (A 9)

conduisent aux formules (3.24) et (3.25) que nous voulions
montrer.

APPENDICE III

Toutes les integrales de self-energie apparaissant en 2/iie

approximation sont de meme signe.
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A cet eilet, on remarque que:

1° Les integrales du genre «pattern graphs» [10] de Ia 2«ie

approximation sont toutes du type des (n — 1) integrales
J„.a b definies par (3.11). Les «pattern graphs» com-

prennent tous les diagrammes de self-energie dont les lignes
ne contiennent en leur interieur aucun terme de self-energie
ni de diffusion de photons par eux-memes;

2° Les etant tous compris entre 0 et 1 (Appendice I),
ces integrales sont de meme signe pour (— p2) < v.2

(demonstrations analogues ä celle de (3.11));
3° L'insertion de self-energies ou de termes plus complexes

(diffusion de photons par eux-memes) d'ordre k dans une

ligne ou plusieurs lignes quelconques d'une self-energie
d'ordre In — k ne change ni la realite ni le signe de l'inte-
grale d'ordre n ainsi obtenue par rapport aux autres integrales
de meme ordre.

Ainsi, toutes les integrales de self-energie negligees dans

notre discussion ont meme signe que Celles de la classe parti-
euliere envisagee dans nos calculs.
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