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THEORIE
DE LA

RELAXATION DIPOLAIRE

FORMALISME FONDAMENTAL

PAR

Georges-J. B£n£
(Avec 16 flg.)

1. LA RELAXATION, EFFET DE RETARD.

On a coutume, en electrodynamique elementaire, de consi-

derer le champ et le deplacement correspondant comme pro-
porlionnels Tun ä l'autre. Ainsi, par exemple, la polarisation
electrique est proportionnelle au champ electrique, la polarisation

magnetique est proportionnelle au champ magnetique, la
deformation mecanique proportionnelle ä la contrainte [1].

Une etude plus approfondie de ces phenomenes nous revele

que, lorsque l'amplitude du champ applique (pris dans le sens
le plus general) varie assez vite, le deplacement correspondant
ne suit plus, dans certains cas, les variations du champ applique.

Le coefficient e de la relation

D (deplacement) eE (champ) (1)

n'est plus une constante mais devient une fonction plus ou
moins compliquee du temps.

Pour preciser la forme de cette relation, nous partirons d'un
exemple simple: on a un condensateur plan contenant un die-

lectrique. Lorsqu'un champ constant E est applique ä Tins-
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tant t0 on observe que le deplacement prend pratiquement au

meme instant la valeur D(0). Puis, le deplacement croit graduel-
lement jusqu'ä la valeur finale D oo). On dit alors que le

dielectrique presente un « efTet de retard» (effet d'inertie ou
effet postiche) [2].

La partie du deplacement qui depend du temps est habituel-
lement exprimee par une formule indiquant sa deviation par

D
4

$<*>)

D(«l

—-

t, fr "c

Fig. 1.

rapport ä la valeur d'equilibre finale. La figure 1 nous montre
qu'ä un instant arbitraire t, le deplacement D (t) est donne

par:
D(0 D(») — D(I0) ®;(t — <„) t > t0 (2)

on a:
D 0 pour t < i0

® (' — {o) 0 pour t t»

® — *o) 1 Pour 1 lo

La function O (t.) est la fonct.ion d'effet de retard.
L'observation d'un tel regime d'etablissement depend de

trois facteurs d'importance inegale suivant les cas:

1) son amplitude totale, c'est-ä-dire de la grandeur

(D» — D0) / Doo

2) de la grandeur de la « constante » de temps de la courbe

d'etablissement, ou plutot de l'exponentielle la plus voi-
sine de cette courbe d'etablissement;
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3) de l'elimination des autres causes possibles d'elTets varia¬

bles avec le temps.

Bien que l'existence de 1'efTet de retard des dielectriques ait
ete indirectement mise en evidence depuis plus d'un demi-
siecle, on n'a, en raison de la petitesse de la constante de temps
mise en jeu, observe que depuis tres peu de temps la courbe

d'etablissement du deplacement en fonction du temps. A l'aide
d'un dispositif convenable, D. Davidson, R. Auty et R. Cole [3],
ont recemment construit point par point la partie variable de

la reponse du glycerol ä un champ donne pour T0 — 60,5°
cent. Le meme diagramme contient l'exponentielle la plus voi-
sine. La constante de temps de cette exponentielle vaut
T0 1,81.1(T3 sec.

Le but de la theorie de la relaxation est d'interpreter les

causes possibles de 1'efTet de retard. Sans anticiper sur la
theorie de la relaxation dielectrique on admet que le milieu
dielectrique contient ä la fois des molecules dipolaires et d'autres
molecules n'avant pas de moment dipolaire.

L'application d'un champ E0 constant:

1) provoque une distortion des molecules non polaires,
induisant un moment electrique. Cette induction est pra-
tiquement instantanee et conduit ä la valeur D0 du
deplacement;

2) provoque une reorientation des dipöles preexistant dans
le milieu. Cette reorientation, genee par le milieu dans
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lequel baignent ces dipöles, ne se fait que progressive-
ment et conduit ä la valeur finale D°°. Le milieu agit
comme ayant une certaine viscosite ä l'egard des dipöles.

Comme nous l'avons laisse prevoir, 1'elTet de retard n'est

pas confine a la polarisation dielectrique. II peut etre provo-
que par des forces mecaniques. Un exemple nous est fourni

par l'effet thermoelastique [4],
Effectuons l'experience suivante: une tige, encastree ä une

extrömite, est brusquement flechie sous l'effet d'une force

exercee ä l'autre extremite. On s'attendrait ä ce que, l'effort
flechissant restant constant, la fieche reste constante. II n'en
est rien; la fieche augmente encore legerement vers un nouvel
etat d'equilibre reel; il se produit un effet de retard elas-

tique 1. Un tel effort est souvent attribuable ä la conduction
thermique [5].

En effet, si Ton admet que le coefficient de dilatation de la
matiere est positif, conformement aux lois de la thermodyna-
mique, le cote brusquement comprime se sera legerement
rechauffe. Le cöte chaud comprime opposera done une plus
grande resistance ä la compression, car, par suite de l'accrois-
sement de la temperature, il aura precisement tendance ä se

dilater. II en est de meme pour le cöte allonge, qui avait
tendance ä se retrecir. Des que la conduction thermique a annule
la difference de temperature, la force elastique diminue legerement

et la tige acquiert une fieche plus grande.
Une analyse plus poussee montre que l'accroissement de la

temperature se produit de maniere que, en chaque point de la

tige, la variation de la temperature T est donnee par la
relation:

AT AT0e-|/T (3)

Par consequent, la fieche y provoquee par une force constante a

peut-etre exprimee par la loi:

y Vi + Vi (1 — eH/T) (4)

1 On evitera les oscillations de la barre si la force est brusquement
appliquöe pendant un temps court par rapport ä l'effort de retard,
mais long par rapport au temps propre d'oscillation de la barre.
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la fleche additionnelle s'etablit progressivement. L'intensite de

1'efTet est donnee par le quotient y2/yi (1% environ) t est le

temps de relaxation.
A cöte de 1'efTet thermoelastique, il existe un grand nombre

d'effets de retard d'origine elastique; il est hors du cadre de

cette etude de les decrire ou de les interpreter.
Pour resumer, la relaxation nous apparait comme un pheno-

mene general, caracterise par «1'efTet de retard» ä l'etablisse-

ment brusque ou ä la suppression soudaine d'un champ au
sens le plus general. Cet aspect nous a dejä permis de definir:

la force de relaxation
le temps de relaxation

tous deux tres variables en grandeur absolue ou relative sui-

vant le genre de relaxation ou, pour un genre donne, suivant
les conditions de relaxation; precisons des maintenant que la

temperature est un des facteurs les plus importants, etant liee

a la vitesse de contact des elements mis en jeu.
On examinera d'abord le cas le plus simple, celui d'une

approche exponentielle de l'equilibre.

A. Approche exponentielle cle Uequilibre.

On a vu que dans ce cas le deplacement (pris au sens le

plus general) avait la forme:

D(t) Dx + D2(l — e-i/T)

Dans le cas des dielectriques, il y a deux composantes ä la
«constante» dielectrique, reliant le deplacement au champ
applique D e E

une composante qui conduit instantanement a Dx;
une composante e2 qui conduit, ä partir de D2, ä la valeur

d'equilibre du deplacement.

II est normal d'appeler cette valeur d'equilibre, celle que l'on
observe dans le cas statique D0, et la valeur de la constante
dielectrique correspondante e0.
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Pour des raisons que nous verrons plus loin, nous appellerons
Db, la valeur instantanee que prend le deplacement immedia-
tement apres l'application du champ; il lui correspond la cons-

tante dielectrique dans ces conditions:

D(0 D« + (D0— D„) (1 — e-'/T) (5)

si on introduit les constantes dielectriques et le champ E

D oo E c» E

h*o £o E

on aura:
D ({) /E — e{t) £ oo + (e0 — £oo) (1 — e~'/T) (6)

Pour etudier la forme du deplacement lorsque le champ est

une fonction sinusoidale du temps, nous chercherons d'abord
le reseau electrique [6] analogue ä un Systeme presentant
1'efTet de retard, c'est-ä-dire dont la reponse soit de la forme:

R (t) R, + Rs(l — e-'/T)

On pent montrer que cet equivalent est donne par la capacite
instantanee d'un circuit de la forme

f-AAW-
R -t"

HCt

Fig. 3.

Si on considere la partie superieure du circuit et qu'on applique
la difference de potentiel V ä des bornes, on a, d'apres la loi
d'Ohm

qui conduit ä la solution:

^ Cx (1 - e-1/T)
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si l'on pose RCj t; si maintenant la difference de potentiel
est appliquee au reseau complot, on aura:

| C2 + 0,(1 -e~^)

la capacite instantanee est de la forme

G (0 C2 + CAl — <r1/T)

qui est exactement la forme proposee plus haut.
On aura l'equivalent de la constante dielectrique instantanee

si
£ oo C2 Eq E oo ^- C2

T RCt R (e0 Eoo)

d'oü

R —

On aura l'effet d'un champ alternatif en appliquant au

reseau, non plus une tension fixe, mais sinusoidale V V0eItül

l'equation de la moitie superieure du circuit devient

Rx + i - v-e'"'

sa solution est encore egale ä la somme d'une integrale par-
ticuliere et de l'integrale generale de l'equation sans second
membre. L'integrale generale, la meme que dans le cas de V
constante, s'amortit rapidement et il reste l'integrale particu-
liere periodique.

Si cette derniere est de la forme g g0elb>l, la capacite du
reseau est

C C2 + — avec x RCj et e (to) Eoo + r——1 + lCdI 1 -f- I CO X

(7)

On separera les composantes reelle et imaginaire en multipliant
haut et bas (1 — icot) et posant

E e' •— i s" (8)
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on a

1 + CO2 T2

(e0 — E°°) « f
1 + (d2X2

(9)

(10)

On est conduit a l'existence d'un veritable spectre d'absorp-
tion dont le domaine spectral sera fixe par la grandeur du
temps de relaxation t.

Les temps de relaxation mesures varient entre plusieurs
heures et 10-10 seconde environ. Les absorptions par des

champs sinusoidaux se situent done dans le domaine hertzien
et ultrahertzien. On se trouve done en presence de veritables
spectres d'absorption hertziens.

On se rendra mieux compte de l'allure du spectre de relaxation

en prenant comme variable z log cot et en rapportant
les susceptibilites ä l'unite e0 — ex on en deduit les expressions:

e' £oo 1 1 — tghz
1 + e

1

2

sech z
£q £oo e + e~

(11)

(12)

qui conduisent ä la representation graphique:

0
Fig. 4.

Log u/X>

Largeur de la raie d'absorption.

On peut, pour se rendre compte de l'allure du spectre de

relaxation dans le cas d'une approche exponentielle de l'equi-
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libre, evaluer la largeur de la raie d'absorption.

„ _ (e0 — £00)to tE
toa-r2 + 1

La position du maximum est donnee par la condition:

0, c'est-ä-dire g>mt 1, qui conduit a

«'(«„) ji'-o-e»)

Pour determiner la largeur de la raie ä mi hauteur, il faut
calculer les frequences pour lesquelles:

1
e"(to) — (e0 — Eoo) on en tire to (2 ± \/3 toM

La largeur de la raie d'absorption ä mi-hauteur est done de

pres de quatre octaves.

L'etude des spectres hertziens de relaxation requiert done

une gamme etendue de frequences; on evite souvont ce grave
inconvenient en etudiant l'absorption ä une frequence fixe,
mais ä temperature variable. On a remarque en effet que les

temps de relaxation varient tres rapidement avec la temperature

T.
II ressort de la theorie cinetique de la chaleur que

dans laquelle x0 est une constante de la matiere tandis que q

a la dimension d'une energie.
On observera done un spectre d'absorption en faisant varier

la temperature au lieu de la frequence. La courbe e"(T), de

meme allure que s" (w) ne lui sera evidemment pas superpo-
sable.

Hysterese due ä Veffet de retard.

Si le champ est E E0 elat et la constante dielectrique
e e' — ie", le deplacement sera donne par la partie reelle
du produit de ces deux grandeurs, soit:

D E0 (e' cos to t + e" sin to «)

Archives des Sciences. Vol. 5, fasc. 4, 1952. 16
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D

en donnant ä e' et e" les valeurs donnees par les equations
(9) et (10), on obtient:

-(D oo -f-
D„ —D

COS CO t +
D0 D 00 CO T

1 + co2-r2/ L
' Doo(l + co2 t2) + D0 — D

et si D„ » D0 — D„, on aura: D D0 cos (cot — <p) avec

sin co I

D0 — Dc
D„ Do
1 + CO2 T2

et

tg 9
(D0 — Doo) cot
D0 + DooCo2T2

L'efTet de relaxation se traduit done, lors de l'application
pendant un certain temps d'un champ sinusoidal, par un
retard de phase du deplacement par rapport au champ.

Si Ton porte sur un diagramme la variation du deplacement

D D0 cos (cot + 9) en fonction de celle du champ
E E0 cos cot, le point figuratif decrit une ellipse telle que
celle representee ci-dessous

Fig. 5.

La largeur de cette ellipse est determinee par cp.

L'aire de l'ellipse donne l'energie developpee par periode;
eile est facile ä calculer si E E0e,<ül et e e' — te" avec

D eE on aura
2tt/<O

A fE dD E2 z" n (13)
«' 0

0
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Cette energie dans le cas de 1'efTet de retard magnetique a

ete exploitee par Gorter et ses collaborateurs ä Leyde pour
etablir une echelle de temperatures absolues au voisinage de
10~2 degre Kelvin.

Lorsqu'on a la possibility de mesurer les deux susceptibilites,
il est facile de montrer que la fonction e" e" (e') est
representee par un cercle. II sufTit d'eliminer cot entre les
relations (9) et (10); on obtient:

[(.' - (14)

C'est un cercle de rayon
E" tc°, centre sur Taxe reel,

le coupant aux points

e' e0 (to 0)

e' £oo (to 00

pour lesquels s" 0.

Nous citerons ä titre d'exemple la constante dielectrique
complexe de la glace qui conduit ä un demi-cercle ä la precision

des mesures [7].
D'autres verifications de la forme exponentielle de 1'effet de

retard sont possibles.
Ort peut, ä partir de l'expression des composantes e' et e"

de la constante dielectrique, calculer la valeur de t et en
deduire la relation

e0 — s' to t e" (15)
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Pour une substance ä temperature constante le diagramme
representant s0 —• e' en fonction de we" doit donner une ligne
droite de pente t.

On peut, egalement, de (9) et (10) deduire

e*
tg 9 p — CO T

£ — Eoo

La variation de tg 9 par rapport ä la frequence est encore
une droite de pente t. La frequence fe pour laquelle tg 9 1

donne le temps de relaxation k partir de la relation [7] :

T 1/2 Kfc

B. Insaffisance du modele exponentiel.

Nous avons admis jusqu'ä present, de maniere un peu
formelle, que la composante non instantanee du deplacement cor-
respondant ä l'application soudaine d'un champ de grandeur
finie avait l'allure d'une courbe de la forme

K (1 — e"l/x) (16)

Experimentalement, on peut souvent assimiler une courbe
d'etablissement ä l'exponentielle la plus voisine, bien que
l'ecart soit parfois systematique; parfois on s'ecarte franche-
ment de l'exponentielle et il faut admettre une loi differente
de 1'effet de retard.

Comme il a ete dit plus haut, Davidson, Auty et Cole [3]
ont etabli point par point la partie variable de la reponse du

glycerol k un champ donne ä une temperature de — 60,5° C.

Leur diagramme t.res suggestif (p. 682) montre ä la fois la
courbe experimcntale ct l'exponentielle la plus voisine:

Les deux courbes, quoique tres voisines, sont systematique-
ment distinctes et on voit nettement que cette reponse n'a pas
la forme de l'equation (16).

D'autres cas sont encore plus nets:
L'elasticite des verres montre un efTet de retard dont l'am-

plitude crolt fortement avec la temperature. Divers auteurs
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(Michelson 1917, Stott 1937, Jones 1944) [8] etudiant la courbe

d'etablissement en fonction du temps, lui ont trouve une
forme tout ä fait inattendue: les points experimentaux sont
bien ranges sur la courbe

/{£) 1 — e~^ (17)

et s'ecartent de faijon grossiere et systematique de la courbe

/ («) 1 — e-,/T

comme le montre le diagramme

Non seulement les courbes sont assez eloignees, mais elles se

distinguent formellement par le fait que la pente de l'expo-
nentielle ä l'origine est 1/t tandis que celle de la courbe expe-
rimentale est oo.

Nous n'avons envisagö jusqu'ici que les fonctions d'etablissement;

il est certain que la reponse du Systeme ä un champ
sinusoidal nous revelera des anomalies par rapport aux
fonctions qui ont ete obtenues en partant de la reponse exponen-
tielle.

Ainsi si nous portons en diagramme, en fonction du log de

la frequence, d'une part la partie reelle, d'autre part la partie
imaginaire de la constante dielectrique, les courbes n'ont pas
toujours la forme attendue.
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Le diagramme x" x" (x') a normalement l'allure d'un demi-
cercle centre sur Taxe reel.

II arrive parfois que tous les points experimentaux tombent
sur cette courbe, sauf le point correspondant ä la frequence 0

qui est ä l'exterieur [9].

Dans d'autres cas, les points sont tous sur un arc de cercle

dont le centre n'est plus sur l'axe x' [10].
Ces cas ne sont que de petites variantes du cas classique;
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l'alun de fer ammoniacal, pres de 1° k [9] montre un diagramme

tres lointain du demi-cercle attendu:

et par consequent une variation du temps de relaxation avec

la frequence.
La constante dielectrique du glycerol montre une courbe du

meme genre, mais tournee dans le sens oppose [11].

Enfin la representation de e0 — e' (ou X° — X') en fonction
de we" (ou wX") [9] qui devrait donner une droite dont la
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pente donne precisement le temps de relaxation a souvent
l'allure d'une courbe concave vers les ordonnees negatives.

II est clair que la fonction adoptee n'est pas apte ä

interpreter ces diagrammes; le probleme n'est pas nouveau: il s'est

pose depuis fort longtemps au sujet des constantes dielectriques.
Des 1907 von Schweidler a propose de remplacer la fonction

exponentielle simple par une fonction nouvelle composee d'un
nombre infini de termes exponentiels, chacun de ces termes
correspondent a un temps de relaxation. Ceci revient en

quelque sorte ä remplacer une valeur unique du temps de

relaxation par une distribution de temps de relaxation.
Pour etablir simplement la forme nouvelle de la reponse,

nous supposerons par exemple que l'echantillon soumis ä

Investigation est compose de trois parties d'egal volume dont
les temps de relaxation sont iq, r2, t3 avec -uq -4- t2 + -r3. Cha-

cune de ces trois parties conduit ä un spectro d'absorption de

la forme donnee par Debye mais les maxima successifs sont
decales. On observe la somme des trois courbes, soit une courbe
nouvelle qui est assez differente de la courbe de Debye qui
correspondrait ä tout l'echantillon; eile est

on verrait de meme qu'une distribution aussi simple (trois
temps de relaxation de poids statistiques 1/3) modifie la courbe
de dispersion dans le sens attendu par l'experience (fig. 9).

II est facile, par ailleurs de se rendre compte, comme 1'ont

recemment mis en evidence Benzie et Cooke [9] qu'une
distribution aussi simple entraine une variation du temps de relaxation

avec la frequence ä laquelle il est determine.
Partant de l'exemple paramagnetique

plus large
moins haute

(18)

(XT-XB)MT
A 4 O1 + 6>2T2

(19)
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on deduit:
CO2 T2

XT — X' i l + to2

CO X

1 + to2r

— T (20)
toX" CO BT

V '

La connaissance de XT, la mesure ä la frequence to de X' et X"
permettent de calculer t experimental.

Supposons maintenant que l'echantillon se compose de n

portions dont les temps de relaxation sont t1} t2, t„ on

aura ä l'aide des expressions ci-dessus:

n 2 2

6) T_

1 r=l 1 "1~ <o2xr
6XP « ^ <0 Tj.

1 + to2T2r»l r

lorsque to est tres petit wt« 1

_
Sx2 ^10 Texp~ T

si au contraire wt))1
M \

2°

si (t)

(21)

expressions dans lesquelles t sont des valeurs moyennes.
On voit que dans le cas 1) xexp est > que t tandis que

dans le cas 2) xexp est < que t.
On observe ainsi une diminution du temps de relaxation

lorsque croft la frequence, conformement aux donnees experi-
mentales.

Jusqu'ici nous n'avons envisage qu'un nombre peu eleve de

temps de relaxation differents affectes du meme poids statis-
tique; ce que nous avons dit reste encore vrai si nous envisa-

geons une distribution continue de temps de relaxation, avec
une fonction de repartition donnee. II est presque evident que
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le choix de la fonction de distribution permettra de regier tous
les cas experimentaux.

On sait que la contribution des dipoles ä la constante die-

lectrique est e0 — eb, Si Ton admet que tous les dipöles ne se

reorientent pas avec la meme constante de temps t et si nous
appelons y(t) dz, la contribution ä e0 — s, du groupe de dipoles
dont les temps de relaxation sont compris dans l'intervalle dz
autour de t, on aura alors pour la contribution de tous les

dipoles contenus dans l'echantillon:

00

£„ — e» I y (t] dz
0

la fonction y (z) decrit la fonction de distribution des temps
de relaxation entre 0 et oo

On aura dans ces conditions:

_ ry{z)d(z)
£«o) - - ,/ _ ittT

0

e' _£oo=/'^M4^ (22)J 1 -f- CO T
0

c»

fy (z) u>z dz
E ~ J 1 + 0)2T2

0

II est clair que pour les substances de ce genre les equations
donnees ci-dessus remplaceront les equations de Debye — et

que, par consequent, les equations de Debye ne seront pas
satisfaites. II reste evidemment a determiner la fonction de

distribution. On peut soit l'imposer et voir l'accord de l'expe-
rience (par exemple ä partir d'une theorie donnee). On peut
aussi la deduire des donnees experimentales. Voici quelques

exemples.

Jusqu'ici, les exemples ont porte sur une fonction discontinue

dont tous les elements ont la meme hauteur; on peut la rem-

placer par une courbe continue limitee par une courbe alge-

brique qui donnera un poids statistique different aux divers
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temps de relaxation: le nombre des elements doues d'un temps
de relaxation t varie avec la valeur de t.

Von Schweidler ne s'est pas preoccupe de fixer une forme ä

la fonction de distribution mais seulement d'obtenir pour z

et z" des valeurs satisfaisant les resultats experimentaux.
En 1913, K. W. Wagner [12] introduisit le premier une loi

de distribution des temps de relaxation: il proposait de distri-
buer les temps de relaxation suivant la fonction de probability:

y(-r) dT (y b){Vn) e~b2x2 dz avec s logN — (23)
~o

Cette loi etablit que les logarithmes des temps de relaxation
des divers termes sont groupes autour du logarithme du plus
important temps de relaxation t0, la densite de distribution
etant gouvernee par la constante de distribution b.

Quand b > 2, le groupement des temps de relaxation autour
de t0 (valeur rorrespondant au maximum) est tres dense;

lorsque b decroit de 2 ä 0, la densite de distribution diminue
et s'elargit tendant vers oo pour b 0.

Cette loi permet de deduire les valeurs de z et z" en fonction

de la frequence — et conduit ä des courbes de representation

voisines des donnees experimen tales.
Les integrales entrant en jeu ne s'evaluent que par

approximations, aussi Wagner a-t-il etabli des tables devaluation.
Les figures 2 et 3 de Yager [13] montrent les variations de

z" et z en fonction de log. cot0 pour b variant entre 0,15 et oo

Pour b oo on retrouve les equations de Debye avec un
seul temps de relaxation — on voit que la zone de dispersion
s'elargit de plus en plus lorsque b —> 0.

Yager a montre dans son memoire l'application de cette
methode ä l'analyse des donnees en courant alternatif d'un
certain nombre de cas; l'accord est evidemment bon — en

general (cas du glycerol mis ä part). II reste evidemment — et
nous verrons cette question plus tard ä interpreter physique-
ment une telle distribution de temps de relaxation.

On peut, comme il a ete indique plus haut, faire l'operation
inverse qui — lorsqu'elle est possible — conduit ä coup sür a
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Interpretation des donnees experimentales. On part des

courbes d'absorption et de dispersion d'oü on deduira la forme
de la fonction de distribution. C'est ä Fuoss et Kirkwood [14]
que l'on doit la methode de calcul. Nous n'avons en eflet,
jusqu'ä present, aucune preuve de la necessite de l'existence
d'une distribution de temps de relaxation pour un Systeme
donne, et on n'a pas le droit de poser ä priori que cette
distribution suit la loi de Gauss. Certaines substances montrent
d'ailleurs une asymetrie dans la courbe d'absorption en fonction

de Log cot.
Fuoss et Kirkwood se proposent de deduire la fonction de

distribution des temps de relaxation ä partir de la courbe

d'absorption en fonction du log de la frequence qu'ils admettent
hyperbolique. Leur methode necessite malheureusement l'em-

ploi de la relation modifiee [15] d'Onsager [16] entre la cons-

tante dielectrique et la polarisation. Elle ne conduit done ä

des resultats interessants, que pour | e* | » 1 et s'2 » e"2.

Par ailleurs, les formes analytiques de e' ne sont calculees que

pour deux valeurs determinees du parametre a speeifiant la

demi-largeur de la fonction de distribution des temps de relaxation.

J. Ross Macdonald [17] a etendu recemment le calcul de

Fuoss et Kirkwood en utilisant ä l'aide des relations de

Kramers-Kronig les donnees experimentales de dispersion, en

eliminant la relation citee d'Onsager, et en utilisant tout le

domaine possible de valeurs de a.

L'avantage de ces methodes est de ne faire aucune hypo-
these sur la forme de la fonction de distribution.

Cole et Cole [10] ont montre qu'un grand nombre de cas

experimentaux pouvaient s'primer par la relation

£* £„ + —£° ~ So°, 0 < a < 1

1 + (t'cOT)1"01

qui n'est differente de l'expression de Debye que par l'expo-
sant 1 — a.

On peut separer la partie reelle de la partie imaginaire et

simplifier un peu les expressions obtenues en introduisant les
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fonctions hyperboliques; on obtient alors:

ch (1 — a) x + si n —
(24-1)

Eo — Eoo

sh (1 — a) x
i /. a 7t

ch (1 — a) x + sin
(24-2)

II est interessant d'etudier la relation entre e' et e". Elimi-
nant ut entre les deux relations, on obtient l'equation d'un
cercle dont le centre n'est sur aucun des deux axes; il est dans

le quadrant e' > 0 e" < 0.

£ A

Evidemment cette courbe coupe Taxe des e' suivant des

angles differents de ^ ils sont egaux ä (1 — a)

On voit la difference avec le formalisme de Debye le demi-
cercle est reduit ä un segment plus petit.

II est interessant d'etudier le diagramme e" / (co) et d'eva-
luer l'ampbtude du maximum de la courbe d'absorption; il se

deduit de l'expression de e".

II suffit d'ecrire que la derivee de e" par rapport ä mt est
nulle.

—= itg(l-«)J (25)
'

&0 &03 « 4
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tandis que Debve avec a 0 conduit ä

1

£0 — E°° 2

done
e"m < e"M Debye

Suivant le calcul propose par Fuoss et Kirkwood on peut,
ä partir de la relation de e" / (w), admettre que ce diagramme
est du ä une distribution de Gauss des temps de relaxation
— distribution de la forme

F (s) ds ~ e~fc2s" ds s Log — x0 val. moy. (26)
7T/z T0

/ i j 1 sin a nF s ds r— r ds 27
2 v: ch (1 — a) s — cos <xn

FW

Fig. 15.

II resterait bien entendu ä interpreter le sens d'une telle
distribution et surtout sa raison d'etre.
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Recemment Davidson et Cole [11] ont interprets une forme
nouvelle du diagramme z" z"(z) qui ne presente plus d'axe
de symetrie parallele ä Faxe des z".

Leurs donnees experimentales sont bien traduites par l'ex-
pression suivante:

£* Eco (e„ E oo) / (1 + iut)1"1 (23)

si Fön pose maintenant:

on trouve:
d-q)

r (1 + co2t2)
2

41 (1 — a) Arctg cot

Par definition, lorsque a 0, on aura un cercle; si 0 < a < 1

le point figuratif du nouveau diagramme se deduit du cercle

par allongement du rayon vecteur et diminution de l'angle
polaire. Ce n'est done plus un demi-cercle (fig. 12).

On peut rnettre en evidence la dissymetrie de la courbe en

calculant la pente aux points d'intersection avec Faxe des z'.
On voit. immediatement que pour A on aw=oo,r=Oet

(1 —a) y, tandis que pour le second point, on a

tgB ^ -WT 0

d'oii

la courbe coupe Faxe des z sous deux angles inegaux.

A — (1 — a) B —>

Dans le cas etudie par Davidson et Cole a ^ 0,4 et A 54°.
La distribution des temps de relaxation deduite de la methode
de Fuoss et Kirkwood donne:

F(T/,l (.j^)[_^_f° ,<, (29|

F(t/t0) o T > T,
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On trouve une distribution continue de temps de relaxation

t < t0 mais aucun plus grand.

F

Signaions que le calcul de J. Ross Macdonald permet de

resoudre le cas oü l'arc de cercle rejoint Taxe des e' par deux
droites.

Nous tenons ä remercier le Professeur Richard C Extermann,
directeur de 1'Institut de Physique, dont l'aide et les

encouragements ne nous ont jamais manque pendant la preparation
de ce travail.
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