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INDEFORMABILITE D'UN CORPS

A POTENTIEL POLYHARMONIQUE
CONSTANT

PAR

Robert SOUDAN

(Avec 3 flg

§ 1. fiNONCE DU THEOREME.

Soit un corps homogene V. II engendre hors de sa frontiere S

le potentiel polyharmonique U (P):

U(P) s/en(M, P)dxM (1)

V

On a pose:
2 n-2

vn (M P) V] Ca MP"
a -l

Les constantes Ca sont arbitraires, eventuellement nulles.
On peut supposer sans restriction C2n_2 C2„_3 non nulles

simultanement.
Toutefois nous supposons:

a) n > 1 sinon (1) serait l'expression du potentiel newtonien

ordinaire;

b) Au moins une constante est difTerente de zero pour
a impair.

Dans ces conditions, il est impossible de deformer la frontiere

S du corps de maniere continue et de fagon ä obtenir une
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suite analytique de surfaces composees chacune d'un nombre
fini de surfaces analytiques sans que U (P) ne change hors des

masses.

Nous ferons la demonstration de ce theoreme en raisonnant

par l'absurde.

Soit S' une deformation de S ä potentiel constant et 8' la
densite correspondante.

On sait que:

Done, si N est la plus grande valeur de l'indice des Ca non
nulles:

D'autre part, la condition d'invariance du potentiel s'ecrit:

§2. — Invariance de la masse.

Fig. 1.

II s'ensuit:

n c vn
lim 8 / dz — lim 8',/ —— dz

R—».00 ^ v' R,
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D'oü:

CNS f dx Cn8 'f dx
V v'

et finalement:
M M'

Ainsi la masse doit etre conservee pendant la deformation.

§ 3. — Condition Necessaire.

Soit AU le potentiel de masses de densite ± 8' comprises
entre S et S' et AV le volume de la couche somme algebrique-
ment:

AV V' — V

La condition d'invariance du potentiel s'ecrit:

J 8vnd~ J 8' Vn dx f 8' en dx + ./ S' "n "

v v' V Av

Par suite:

AU f 8' vndx (8-8') f vndx ILzJTu
-

Le potentiel de la couche doit etre egal, ä un facteur pres, au

potentiel primitif.
En vertu de l'invariance de la masse:

8 — 8' 8' V AV
8 8 V' — V' '

Finalement:

AU(P) ^ U(P) (2)

II faut remarquer que AV peut etre positif, negatif ou nul.
Soit maintenant A £ l'epaisseur de la couche et A a; sa borne

superieure. Deplagons normalement les masses de la couche de

faijon ä les amener toutes sur S. Le potentiel de la couche
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deviendra un potentiel polyharmonique engendre par une
densite superficielle. Nous l'ecrirons ASU.

Chaque masse ayant ete deplacee au plus de A:r, on aura, en
vertu du theoreme de la moyenne (0 etant une fonction comprise

entre — 1 et -f- 1):

|AgU— Aü| /Ve(MP) —
s

— f 8'c(MP + 0 A E) A Eda
S

< f I 8'I/ A £ H c(Ä!Pj — p(P + 0AE) j rfc •

s I

Puis, en majorant AI; et 0:

| ASU — AU | < | S'| A x f | p(MP) — v (MP ^ Ax) | da
S

On choisira le signe de la fa?on la plus desavantageuse.
II est aise de voir que:

| v (MP) — v (MP ± Ai) | < A Ax

A etant un nombre donne, sufiisamment grand et ä la condition
de se trouver ä une distance d des masses telle que:

B > d > a > Ax > 0

a et B sont deux constantes. II faut remarquer que B est aussi

grand que Ton veut, mais A croit avec B.
Nous obtenons finalement:

| AgU — AU | < A | 8' | S Ax2 A* Ax2 (3)

Le potentiel de la couche n'a varie qu'au second ordre par
rapport ä l'epaisseur de celle-ci. Ce resultat est intuitif: on a

deplace selon des distances du premier ordre, des masses du

premier ordre.

(3) s'ecrit, en tenant compte de (2):
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D'autre part, la densite superficielle Aw engendrant ASU a

pour expression:

dm, 8' da At; A \Aoj — S — Ax (i)Ai (4)
da da Ax

Remarquons que la fonction w ne peut etre identiquement
nulle ni superieure ä C'est en effet une fonction analytique
egale ä 8' lä oü A£ Ax. Cette propriete subsiste ä la limite
oü Ax — 0 en vertu des hypotheses faites au § 1 sur les

surfaces S'.

En tenant compte de (4), nous obtenons:

AxJ\{M) e(MP) da — ~f 8v(MP)dx < A* A*2

Divisons membre ä membre par Ax puis passons ä la limite
oü A:r—>- 0. Nous obtenons la condition necessaire:

/'to(M) v (MP) da lim 8 f e (MP) dx
VA.T-+0 AxV J >'

s v

La limite du second membre existe en vertu de l'analyticite
de la deformation.

Elle peut, ä priori, etre nulle.
Elle ne peut etre superieure, en valeur absolue, ä S/V car:

^ J av I dx I J s Axda
_ S

V' Ax ^ V Ax ~ V' "

Dans tous les cas nous arrivons ä la condition necessaire:

fw(M)cn(MP)daK c /^n(P)^„ (I)
S V

pour tout point P ä distance B > d > a > 0 des masses. Or B

peut etre aussi grand que l'on veut. (I) est done vrai pour toute
distance d des masses telle que:

d > a > 0

AV
Ax V' V' Ax

a est un nombre choisi aussi petit que l'on veut.
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II convient de remarquer que (I) exprime qu'il doit exister
(si C ^ 0) une densite superficielle de matiere engendrant le

meme potentiel polyharmonique, hors des masses, que le corps
homogene envisage.

Montrons maintenant que C ^ 0, c'est-a-dire qu'une
deformation ä potentiel constant ne saurait se faire aussi ä volume
constant. Cette propriete est vraie egalement pour le potentiel
newtonien ordinaire; cela resulte du fait que nous n'avons pas
encore fait usage, et nous n'en ferons pas usage dans ce para-
graphe, de la restriction a) du premier paragraphe.

Si C 0, nous aurions:

/*o>(M) enfMP) da 0 (5)

s

pour P hors de S.

Soit a 21 — 1 la valeur impaire la plus elevee de l'indice
des constantes Ca non nulles. (II y en a au moins une en vertu
des hypotheques faites au § 1.) Faisons operer I fois le laplacien
sur les deux membres de (5). On trouve aisement:

C*2J_, f + V c:ft /'« MP2""21 da 0 (6)
s MP £ Jt-J

avec:
(a + 1) Ca

a (a — 21 + 1)
'

Le deuxieme terme represente un polynöme de degre
2n — 21 — 2 en les variables cartesiennes x, y, z, reperant le

point potentie P. Soit m la puissance la plus elevee de x dans

ce polynöme. Divisons (6) par xm et faisons croitre x en gardant
constantes y et z. (6) se reduit ä un polynöme en y, z et ä des

termes dont on peut rendre la somme inferieure ä e choisi

arbitrairement petit pourvu que x soit assez grand. Par suite

ce polynöme (primitivement facteur de xm) est nul pour toutes
valeurs de y, z, done identiquement nul. De proche en proche

on voit que tous les termes de 3D sont nuls. Par consequent (6)

se reduit ä:

/"= - 0

s
MP
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On demontre en theorie du potentiel newtonien que la derniere

relation ne peut etre satisfaite que pour w identiquement
nulle. Cette derniere conclusion est absurde, a> devant etre

analytique et egale ä 8' en un point de S. Par suite C ^ 0 dans

(I) et peut etre incorpore ä co.

§ 4. — Balayage au moyen des fonctions
de Green.

Cherchons d'une maniere generale ä remplacer la densite

spatiale 8 par une densite superficielle engendrant hors de V + S

le meme potentiel.
Portons dans la formule de Gutzmer qui generalise l'identite

de Green:

f (A AnB — B An A) dx -
D

-s /G»a
k 0 ;J

A en(B P) done An A 0 dans V

B §b(B, M)

Fig. 2 i.

1 Dans la figure lire a au lieu de t.
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<fln est la fonction de Green de seconde espece1 pour l'interieur
de S. Elle est nulle sur S, continue dans V, meme pour B M
(si n > 1) et symetrique 2 en B et M. Enfin:

A c3 c]
m 7fn <'n-m >

— £/! est la fonction de Green ordinaire.
Integrons dans V — a, er etant une petite sphere centree sur

M. II vient, en tenant compte des proprietes de et en faisant
tendre er vers 0:

n- i

V f vn (B P)^gÄil(B, M)doB 0 -
/t=0 s

n- 1

- V Aftcn(M, P) limi M)da„ (7)

Montrons que seul le terme ft 0 du second membre n'est pas
nul. Tenons compte de l'expressionr definissant cjk par
recurrence, du fait que <ffh est continue pour B M si k > 2 et

symetrique en B et M. Alors:

£«...<»• M> ««.«•« "

V

ou encore:

dn
41

4 re
J A —

I d-r < B
dn ' 1

I

pour k > 2. A est la borne superieure de Cjk (qui existe puisque
k > 2). B est une constante choisie convenablement.

Par suite de la derniere relation les termes du second membre
de (7) sont tous nuls pour ft > 2.

1 Voir par exemple: Actualites scientifiques et industrielles, 331;
Miron Nicolesco, Les fonctions polyharmoniques, p. 29.

2 Pour la symetrie, generaliser au moyen de la formule de Gutzmer
la demonstration decrite dans Memorial Sc. Math. 1926, fasc. XI,
Bouligand, p. 12.
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Envisageons maintenant le terme k 1: II faut etudier le

comportement de:

^§.(B, M) ^ U <gx(B Q) (M, Q)dr pour B -> M.
V

Le second membre de l'expression ci-dessus se comporte comme:

1 1

v BQ MQ

Pour etudier cette expression lorsque B — M, centrons sur B

et M deux spheres a et a' de rayon MB/2, sur M une sphere a"
de rayon a 2 MB, puis une quatrieme, a'", de rayon fixe b.

Divisons le domaine d'integration en cinq domaines: a, a',
a" — a' — a, a'" — a", V — a'". II vient successivement:

d t
BQ MQ

f d t
BQ MQ2

d t
BQ MQ"5

di

<

<

d t
MB* •' BQ

/' d t
MB MQ

2 71

'£7T

MB
dr 256tt

3

Fig. 3 i.
1 Dans la figure lire a au lieu de t.
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La serie du developpement classique de l'inverse de la
distance au moyen des polynömes de Legendre est absolument et
uniformement convergente dans le domaine d'integration
puisque MQ > 2MB. Par consequent:

3 < f -W 2 (=f^J, ,MQ3 V^VMQ /
o -o 0

oo 6

^ MBn f 4 7T p~n_1 do < 8rc + 4 L -=^ 2MB
0 2MB

D'autre part:

f dz C — —
BQ MQ2 Ja„. 43 < b3

Par suite des calculs precedents tend vers co si B —>- M

comme L MB. II en resulte que le terme du second membre de

(7) pour lequel k 1 est nul.
La second membre de (7) s'ecrit finalement:

+ p_(M, P) lim f — -=L- dc — 4tt en(M, P)
-0 J dn BM

O

et la formule (7) devient:

n-i
*„(M, P) P)^§ft+1(B, M)daB (8)

ft=0 s

(8) exprime que Ton peut remplacer une masse unite situee

dans V en M par une suite de densites superficielles <^h¥t

engendrant hors de S le meme potentiel. On peut done ecrire:

n-1

U(P) f 8(M)p„(M, P)dTM V fttfc(B)AkPn(B, P) daB
v fc=o 1

(II)
avec:

®*(B) ^/*(M)^^i(M.B)dT» • <in>



A POTENTIEL POLYHARMONIQUE CONSTANT 15

Les integrales ci-dessus ont un sens en vertu de ce que nous

avons dit de ^)k.

Les formules (II) et (III) generalisent le probleme du balayage
de Poincare qui consiste ä remplacer une densite spatiale par
une densite superficielle engendrant le meme potentiel newto-
nien hors du corps.

§ 5. — Indeformabilite a potentiel constant.

La condition necessaire (I) s'ecrit, en tenant compte de (II):

n-1

Jco(M)en(M. P)daM £ / "ft (M) "n(M P) dcM (9)
S 0 3

Faisons operer I fois le laplacien sur les deux membres de (9)

en nous rappelant que 21 — 1 est la valeur impaire la plus elevee

de l'indice des constantes Ca non nulles. On trouve aisement:

ftoda /*co0da
C2'-' J MP ~ c"-1 J ws s

_ ^ nv' (2» + 1)IC2< c __2(i_ft_0
-i_i 2J (21 + 1 — 2* — 2/) J W*MP d<* —
k=0i=kil s

71—i

— V C2i f to MPHl~l) da (10)
i l s

Le second membre ne contient que des puissances paires de

MP. C'est done un polynome (de degre 2n — 21 — 2) en les

variables cartesiennes reperant le point P. En raisonnant
comme au § 3 on voit que ce polynome doit etre identiquement
nul. Done (10) devient:
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et la condition necessaire (9) devient:

n-l

2 f ®ft(M) Aft cn (M P) d<rM 0 (IV)
h=l s

Deux cas peuvent se presenter:

a) 21 — 1 ^ — 1, alors I > 1.

Faisons operer I — 1 fois le laplacien sur les deux membres
de (IV). U vient:

C b>i (M) da _21-1 J MP ~
s

(2 i + 1) c.2i __2(i t l-ft-I)
zli (21 + 3 — 2k — 21) J k MP d° •

i kil-1 s

Le second membre de cette expression est un polynome de

degre 2n — 21 — 2. Comme precedemment on voil qu'il doit
etre identiquement nul. Par suite (IV) implique:

^(M) 0

Nous en deduisons une condition necessaire:

| coj d g 0 (V)
s

b) 21 — 1 — 1.

II ne subsiste plus de puissance impaire de MP dans (IV). La

plus grande puissance paire de MP est 2n — 2. Faisons operer
n — 2 fois le laplacien sur les deux membres de (IV). Tous les

termes pour lesquels k > 1 s'annulent et il vient:

"i An-1 vnda i2* — 1) C2n-2 "i da 0
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Dans les deux eventualites nous arrivons ä la condition neces-
saire (V). Le theoreme sera demontre si eile est absurde. C'est

ce que nous allons montrer.
(V) s'ecrit, en tenant compte de (III):

8 V B

Par suite de notre etude de ^$2 nous pouvons permuter

l'ordre des sommations et ecrire la condition necessaire sous
la forme:

J dT«J sr£'(M>B)doB 0 (VI)
V 3 B

Posons dans l'identite de Green:

A 1

B g,

e: integrons dans le domaine V — a, a etant une petite sphere
centree sur M. II vient, en faisant tendre a vers 0:

J A, Cj2(M B)dTB -V

3 B T " a

bous avons vu precedemment que le dernier terme etait nul.
En tenant compte de cette derniere relation, (VI) devient:

j* dxM J ABg2(M, B)dxB 0

V V

Archives des Sciences. Vol. 5, fasc. 1, 1952. 2
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ou:

| j £i(M, B)dxMrfTB 0

V V

Cette derniere condition necessaire est absurde car —^Ji reste

positive dans V. L'indeformabilite annoncee au debut en resulte.
La demonstration precedente subsiste dans l'espace ä m

dimensions. Pour m pair, on leve facilement quelques petites
difficultes supplementaires.
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