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SUR LE FORMALISME CANONIQUE,
LA CONDITION ACCESSOIRE H + pf+l 0

ET LA REVERSIBILITE DE LA MECANIQUE
CLASSIQUE

ET DE LA THEORIE DES QUANTA

1. La transformation de reversibility dans le formalisme non
homogene.

2. La transformation de reversibilite et le formalisme homogene.
3. Sur les formes possibles d'hamiltoniens.
4. La transformation de rdversibilite en th^orie des quanta.
5. Sur l'existence d'une « condition accessoire » en möcanique des

1. La transformation de reversibilite dans le formalisme non
homogene. — Soit: q l'ensemble des coordonnees qh d'un
Systeme mecanique, p l'ensemble des moments conjugues,
H(<7, p, t) l'hamiltonien, t le temps considere comme parametre
independant, / le nombre de degres de liberte du Systeme,
F F (q, p, t) une fonction des qk, des pk et de t, G une autre.

la parenthese de Poisson construite en faisant varier k de 1 ä /
(indice / eventuellement ecrit).

Les equations canoniques

PAR

Andr6 MERCIER

quanta.

(1)

on on
p ~ ~ öY ' 9 ~ d~jf

ö H ö H
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404 SUR LK FORM ALISME CANONIQUE

entrainent

F =ü + [F, H] (2)

et inversement.
Soient / + 1 nouvelles fonctions

T («) —« et TTk{p) — Pk (/c= 1,.../) (3)

et leurs inverses

t «(t) et pt pL(7t) (7t : l'ensemble des 7tft) (3')

On a

d t dt ü ö pt
dt d t d pj d 7tft

Definissons <I> (9, n, t) et Y (q, 7t, t) tels que

F (q p(7t) «(x)) <J>(g, 7t, t)
H(q, p{7t) «(7t)) Y(?, 7t, t)

puis la parenthese

De plus,
d <1> d F
d T dt

Definissons

(4)

„ /d® d Y d® ö Y\
' Y]* (ö gh d nh d 7tkdgk) ' (5>

Le calcul donne

ZZ — V — — — S — —ö ~~
ft

ö Ph d ~ dPh kl ~ dPi'
ö <D d F
ö 7tj d pl

done

[F H] - Z® ZZ + ZZ _ [0 Y]* (6)
0507t O 7t 05

(')

£>®
® x— + r®. y]* (8)

o T
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Le calcul montre alors en vertu de (6) et (7) avec la definition

(8), que

Si done on porte F comme fonction entiere (apres integration
des equations de mouvement) de t et O comme fonction de t,
aver, les memes conditions initiales,

on obtient en graphique pour F et <J> des courbes qui sont
images l'une de l'autre, et comme numeriquement t — t, on
trouve en realite pour F et O au cours du meme temps exacte-
ment les memes valeurs.

Cela montre (enonce I) que si 1'on a une equation canonique
generale (2) pour F on a automatiquement une equation
canonique formellement identique si Ton remplace
simultanement t par — J et tous les ph par — pk, (10)

tout en laissant les qk inchanges. |

Formellement (enonce II), on pourrait d'une maniere sem-
blable montrer que si l'on a une equation canonique (2) pour
F, on a automatiquement une autre equation canonique si l'on
remplace t par — t et tous les qh par — qk, tout en laissant les

plt inchanges.
Mais seul l'enonce I donne lieu ä l'interpretation habituelle

consistant ä dire que les phenomenes decrits par la mecanique
classique sont reversibles, aussi longtemps qu'on distingue les

moments p des coordonnees q. On ne peut introduire explicite-
ment les p que si on a dejä une fonction de Lagrange
L L (q, q, t), grace ä la definition

<D — F

F(t o) d>(- o)

(li)

d'oü l'on tire

9 rlq, p t)

et par consequent

H Sp<7—L H (q p t) (12)
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Sinon, on ne peut pas introduire les p explicitement, si bien

qu'on n'a aucun critere pour distinguer l'ensemble des p de

l'ensemble des q, car il n'y a aucun moyen de savoir s'il faut

poser les equations canoniques sous la forme ordinaire

9=+^, (13)* d p r dg '

ou sous la forme

ÖH _lÖH MMdj ' p + öi ' (14>

ce qu'on peut exprimer aussi en disant qu'on n'a aucun critere

pour choisir le signe dans la definition suivante de la parenthese
de Poisson

[öFöH ÖFÖH1
^Löpöp öpdgj' ' '

i pop ö p ö q

Mais cela implique (voir (2)) qu'on ne sait pas non plus
comment choisir le signe du temps t, et c'est lä le fait typique
de la reversibilite de la mecanique.

Quoi qu'il arrive, on voit que le temps t joue un röle singulier,
puisqu'il faut changer le signe de t en meme temps que celui
des p (ou celui de t en meme temps que celui des q) pour effec-

tuer la transformation de reversibilite.

2. La transformation de reversibilite et le formalisme homogene.

— Pour lever cette singularity du temps, on a imagine
le moyen des coordonnees homogenes. Or nous allons voir que
cela laisse persister une singularity.

Convenons de laisser leur signe aux q (plutöt qu'aux p), et

passons ä la forme homogene. Soit k un indice romain allant
de 1 ä /, et x un indice grec allant de 1 ä / + 1. On definit une

parenthese homogeneisee

[F G]/+1 [F G]/ + (16)
0 ?/+1 ÖP/+1 ÖP/+1 ö ?/+1

oü l'on suppose F et G dependre des coordonnees homogenes

qx ?x (s) (17)
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et de moments canoniquement conjugues

Pye P-Js)

fonetions d'un parametre independant s nouveau, et parmi
lesqnels on a en particulier

t ?/+i(s) s • (19)

On definit alors une fonetion &(<7i ?/+i, Pi Pj+i) eoinme

suit:
t> r- H + pf+l (20)

oü H H (<7j qf+1, Pl pf), done
d H

0 et par con-
°Pf+1

sequent

De plus.

a-ir- 1 (21)
P! r 1

^ o (22)
o s

Alors IQ est automatiquement une integrale premiere dans la

representation homogene (c'est-ä-dire apres l'introduction de s

comme variable absolument independante):

p const. (23)

Cela resulte en eilet de ce que pour n'importe quelle fonetion

3 3(?1 9/+| Pl pf+l) (24)

on a

^ fS. t>]/+1 (25)

eornme on le verifie par le calcul, et 10 est une fonetion du

type S, pour laquelle on a evidemment [10, lp];-+1 0.

En coordonnees non homogenes, on considere le cas oil H

est une integrale premiere, ce qui se presente lorsque 0.

Mais il y a une difference fondamentale entre les deux cas:
H n'est. une integrale premiere (pour la variable independante t)
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que dans des circonstances particulieres, tandis que & est

toujours une integrale premiere (23) (pour la variable indepen-
dante s).

En d'autres termes, quel que soit le Systeme, la condition (23)

doit etre verifiee.
II v a plus: si on introduit les qx et px, c'est en supposant

que px est canoniquement conjugue ä qx \ cela est automatique-
ment realise pour x k\ mais pour qu'il en soit de meme

pour x / + 1, on demontre qu'une condition accessoire doit
etre remplie, ä savoir

Nous ne demontrerons pas ce theoreme ici.

II est totalement indifferent de choisir une valeur ou l'autre

pour la constante dans l'une ou l'autre des equations (23) ou

(26). On peut, sans restriction, poser

Revenons alors ä la transformation de reversibilite.
Si, dans la forme non homogene, on renverse le signe des pk,

il pourrait sembler « evident » que, dans la forme homogene, on

doive renverser le signe des px. Mais si on procedait ainsi, la

parenthese [5, $]/+1 serait tout simplement changee de signe

sans qu'il faille remplacer s par — s. Alors, pour qu'on obtienne

par suite de ce renversement une nouvelle relation canonique
formellement identique ä (25) en tant que consequence de

l'equation (25) elle-meme, il faudrait quand meme renverser
le signe de s, et alors on tomberait sur une contradiction, du

fait que le dernier terme serait muni deux fois du signe —, bien

qu'il doive etre muni formellement une seule fois de ce signe.
On ne peut lever cette contradiction qu'en convenant de ne

renverser que le signe des ph mais pas celui de pf+l, tout en ren-
versant celui de s. Dans ce cas, on ne fait absolument rien
d'autre que dans le cas des coordonnees non homogenes.

D'ailleurs, on ne peut renverser le signe de pf+l sans

renverser celui de H si l'on veut conserver la condition accessoire

(26'). Et Ton ne saurait admettre que le signe de H change

6 H + pf+l const. (26)

6 0. (26')



SUR LE FORMALISME CANONIQUE 409

lors d'une transformation de reversibilite. Examinons eela dans

le detail.
Designons par un asterisque les grandeurs transformees par

la transformation de reversibilite censee correcte en coordon-

nees homogenes. Par suite de cette transformation,

s devient s*

les qx deviennent qx, mais on sait que q*k qh

les px deviennent px, toutefois on ne sait pas si tous les py
changent simplement de signe,

P (g p) devient P* p (q*, p*)
P (?> P*)

Pour le probleme pose avant la transformation de reversibilite,

£> est une integrale premiere:

d P

* ° '

oil ne depend ni de s, ni des qx, ni des px. Une fois la
transformation de reversibilite eflectuee, -fr* doit etre une integrale
premiere par rapport a s*:

d P*
dF 0 ' Ca '

oil c2 ne depend ni de s', ni des q* ni des p*.

Done
P* P C

c'est-a-dire, dans le detail.

P(?. P') — P(<?> p) c

oil c ne depend ni des q, ni des p, ni des p*. Mais on a, d'un
point de vue formel, c2 e\, done c c* — cx, alors que cx

ne peut pas changer du tout. II faut en conclure que c 0, ce

qui entraine
p (q, p") p(y, p) (27)

quelles que soient les valeurs numeriques individuellement
prises par les p.
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3. Sur les formes possibles cThamiltoniens. — Pour que la

transformation p —>• p' ne change ni la valeur, ni le signe
de £), il faut: soit que, pour quelques-uns des px, p* px,
ce qui est le cas certainement de ceux qui apparaissent lineaire-
ment sans que leurs coefficients puissent varier par suite de

la transformation, done en particulier P/+i, soit que, pour
les p* qui sont differents des px, ces px apparaissent dans fß

d'une maniere fonctionnelle telle que & reste invariable lors
de la transformation px —> p*, ce qui serait par exemple le

cas si un px apparaissait sous la forme du carre px et s'il etait
remplace par p* — px par suite de la transformation.

Dans un grand nombre de problemes, H est quadratique en
les pft (Energie cinetique). Un changement de signe des ph ne

modifie pas H. Par contre, fß est toujours lineaire en p/+1; on
voit de nouveau lä une distinction entre p/+1 et les pk.

II existe des problemes oil H contient des termes lineaires

en les ph (electrodynamique). Or si, comme on vient de le

constater, pf+l ne doit pas changer de signe, H ne le doit pas

non plus. Cela entralne que les coefficients des pk dans les

termes lineaires en pk de H changent, eux, de signe en meme

temps que les pk. En Electrodynamique, ces coefficients sont

proportionnels aux composantes Ah du vecteur potentiel, la
constante de proportionnalite contenant la charge qui ne

change naturellement. pas de signe, et des constantes universelles

ou de definition des unites. Par exemple (formule non

relativiste):

qui contient des termes bilineaires en px, Ax,
Que le signe des Ah doive changer aussi, cela se comprend

lorsqu'on se rappelle qu'en vertu du caractere axial du champ

d'induction magnetique B V x A, la force est proportion-
nelle ä p x B, et le renversement de p du ä la transformation

— - V

de reversibilite entraine celui de B (done de A, car les q restent

inchanges).

(28)



sun LE FORMALISME CANONIQUE 411

Dans le cas de la relativite, les termes pk sous Ie signe y/ en

l'absence de champ sont remplaces par ph — Ah lorsqu'un

champ existe, et le raisonnement est le meme.

C'est l'axialite de B qui est en grande partie responsable de

la forme ä donner ä la force d'origine magnetique, done ä

l'apparition lineaire des Aft dans H. II est remarquable que 9
rie soit pas soumis ä la meme regle de transformation de rever-
sibilite. En effet, 9 doit rester inchange. Au point de vue
relativiste, 9 est une composante temporelle, tandis que
les Aft sont spatiaux (pour un referentiel choisi). On constate
alors que la structure de l'espace-temps n'est, malgre les

apparences, homogene ni au sens geometrique, ni au sens

electro-dynamique.

II semble ä premiere vue que le passage des coordonnees

non homogenes aux coordonnees homogenes satisfait ä une
exigence de type relativiste. Considerons une particule unique;
ses trois coordonnees xt(t) sont des fonctions du temps; on peut
alors passer ä une description homogene soit par 1'introduction
d'un espace-temps comme dans la geometrie de Minkowski,
soit en exigeant que t soit une variable canonique possedant
un moment canoniquement conjugue. Dans les deux cas, les

xt(i 1, 2, 3) et t doivent etre consideres comme fonctions
d'un parametre nouveau. Cependant, les deux precedes d'homo-
genisation ne sont pas isomorphes; d'une part, l'homogenisa-
tion du formalisme canonique suppose l'existence d'un temps
unique et universel, ce qui permet de la realiser quel que soit
le nombre des qk du Systeme, tandis qu'en relativite restreinte,
on doit toujours s'en referer ä un Systeme particulier des qu'on
veut faire une comparaison d'ordre experimental, ce qui fait
qu'en fin de compte le parametre employe ne se distingue que
formellement du temps propre attache ä ce Systeme. D'autre
part, l'electrodynamique est une theorie covariante de la

relativite, on en conclut par generalisation ä la necessite d'une
covariance generale oü tout.es les grandeurs sont des t.enseurs.
Or le precede d'homogenisation du formalisme canonique ne
fait pas, des grandeurs employees, des tenseurs. En effet, le

passage des qk, pk aux qy. px permet trait bien de remplacer
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par exemple l'integrale d'action f(T,pl{dqk — Hdt) par une
k

integrale fZpxdqx, ä la condition qu'on l'interprete comme
X

suit:

<»>

avec la condition accessoire

Pf-i-i + H(y, qf+l Pl Pf) o

mais alors quelle serait la signification tensorielle de cette

relation La somme E px ne peut guere etre interpretee
ds

autrement que comme produit scalaire (non pas necessairement
entre deux vecteurs, mais au sens d'une contraction d'indice

entre deux grandeurs tensorielles ayant les p et ^ respective-

ment pour composantes). Mais alors il paralt impossible d'attri-
buer ä la condition accessoire une signification tensorielle car il
serait essentiel que H soit aussi une composante tensorielle du

meme ordre que pf+i, ce qui ferait surgir une lacune dans

les px ou ailleurs.
Ne faut-il pas reconnaitre que le passage des qk, ph aux qx,

px est une veritable homogenisation, tandis que le passage
ä la forme relativiste n'en est pas une

Que l'on puisse eventuellement mettre sous forme canonique
les equations de la dynamique relativiste ne veut pas dire qu'il
y ait isomorphic entre les deux precedes. Ce qu'on fait en

realite, c'est determiner un hamiltonien ä partir duquel, dans

l'hypothese oü l'on peut appliquer des equations canoniques
au nombre de 2(/ + 1) — 8, on puisse etablir les equations du

mouvement relativistement correctes.
Soit t le temps propre; on cherche H' (xYx2x3xi, P1P2P3P4)

de fafon que
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conduise aux equations dynamiques correctes. On demontre 1

que

"''iSI«-!*.)' w>

avec la condition d'avoir constamment

H' + 0 (32)

C'est l'equation (32) qui a un caractere tensoriel, H' etant un
invariant. II est vrai qu'on en deduit la condition

H + icpt 0 (33)

formellement identique ä notre condition accessoire & 0,
H etant la fonction H (xv x2, xs, t, pv p2, p3) ä partir de

laquelle on calcule correctement

'« -§7, 2' 3> • (34)

La fonction H en question n'est pas l'hamiltonien non rela-

tiviste, mais bien celui qui se deduit formellement ä partir
de H'. De plus, la fonction du formalisme canonique homogene

n'est pas, ici, egale au premier membre de (32), alors

qu'elle devrait l'etre s'il y avait identite entre le formalisme
relativiste et le formalisme canonique homogene, car c'est

avec (Q que s'ecrivent les equations canoniques sous la forme

homogene
dq dPy.

_ öö
ds

A
ö py

' ds
A

d qx
'

X etant un multiplicateur de Lagrange provenant de l'integrant
du principe d'Hamilton et se trouvant dependre du choix de s

(-%)
1 Voir par exemple R. Becker, Theorie des electrons, trad, fran-

Qaise, Paris, 1938, § 64.



414 SUR LE FORMALISME CANONIQUE

Si on avait, avant meme l'apparition de la theorie de la

relativite, eu connaissance de la forme de H qui fait de (33)

la consequence de (32), le passage des coordonnees non homogenes

aux coordonnees homogenes du formalisme canonique
n'aurait fourni aucun resultat (Iii relativiste qui füt nouveau

par rapport ä une theorie non relativiste L

4. La transformation de reversibilite en theorie des quanta. —
Considerons maintenant fequation de Schrödinger

^ + 0 (36)

oü <T/C est un opörateur

On sait que s'il y a une correspondance au sens de Bohr-

Schrödinger (ce qui differe de la correspondance habituelle au

I C'est dans l'hypothöse d'une condition accessoire de la forme

H + pj+l const.

que nous tirons non seulement les conclusions ci-dessus, mais aussi
celles des paragraphes suivants; et lä, la linearite de son premier
membre par rapport ä p^+l importe.

II est possible de genöraliser en posant une condition accessoire

w(?i> - ql+1. Pi, - Pf+i) 0

non lineaire, pour y associer un Systeme d'6quations dont la forme
est encore canonique. Ce procede n6cessiterait une revision de toutes
nos conclusions, mais alors, on n'aurait plus la forme particulifere de
condition accessoire conduisant ä l'6quation de Schrödinger
habituelle par simple application d'une correspondance Py—
de Bohr-Schrödinger!

II convient d'indiquer ici que W. Pauli s'est dejä pos6 des questions
analogues. Ainsi, dans ses « Vorlesungen über Optik une Elektronentheorie

» (cours multigraphiö de l'Ecole polytechnique föderale,
obligeamment communique par l'auteur), il traite un cas qui, toute-
fois, ä cause de la structure du probleme posö, est pour ainsi dire
d6gen6r6, du fait qu'il s'appuie sur une fonction de Lagrange du
premier degre en les q'.
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sens de Bohr-Heisenberg), il existe un hamiltonien classique H

dans lequel il suffit de remplacer pk par y pour obtenir DC.

L'equation (36) s'obtiendrait symboliquement ä partir de

l'equation
£> 0 (37)

si on convenait d'y faire, de §), un Operateur en y remplagant
'es Py. Par J" (et n°n pas k) et de faire alors agir Q sur ip:

?)^ ° —* ?i > ?a. • •• Sy + i) • (38)

Cette constatation, qui generalise la correspondance au sens

de Bohr-Schrödinger, est surprenante, mais on n'a pas de moyen
du genre de la correspondance au sens de Bohr-Heisenberg

pour justifier le precede qui conduit ä ecrire (38). La constatation

est juste esquissee dans l'ouvrage de Kramers mais

eile est si frappante qu'il convient d'examiner de plus pres ce

qu'elle devoile.
Nous savons qu'ä la suite d'une transformation de reversi-

bilite, les qh d'une part et p)+l de l'autre restent inchanges,
tandis que t — t et p'h — ph. Raisonnons sur (36) en y
considerant l'operateur y ^ comme s'il etait obtenu ä partir
de pl+i- Cet Operateur ne devrait done pas changer lorsqu'on
remplace t par t* — t, ce qui n'est possible que si on y
remplace aussi i par — i; e'est lä le passage ä la grandeur
complexe conjuguee. Debutons alors en rempla^ant (36)

directement par l'equation complexe conjuguee

h(-T'^^-T|-^ 0 • (39)

En y operant la transformation de reversibilite sur le temps
seulement, t — t' — t, on trouve

Hi-5.

1 H. A. Kramers, «Die Grundlagen der Quantentheorie», Hand-
und Jahrbuch der chemischen Physik, Leipzig, 1938, I, 2, § 11, page 46.
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Si l'equation symbolique (38) est correcte, l'operateur j ^
dans (40) correspondrait symboliquement ä Pf+i', cela serait

correct, puisque cet Operateur reproduit identiquement celui
dont il provient dans (36) au sens de (38); les Operateurs

T 57 sera^en^ corrects aussi puisqu'ils correspondraient ä

p*k — ph. II existe des Operateurs hamiltoniens pour lesquels
on a

Nous pouvons montrer alors que, pourvu que (41) soit veri-
fie, la transformation de reversibilite complete ä elTectuer

sur la mecanique quantique consiste en la double operation
que voici: rempiacer l'equation de Schrödinger par la complexe
conjuguee et renverser le signe du temps. Ces choses sont

connues, mais il est desirable de les reprendre ici: Dans l'hypo-
these (41), l'equation (40) s'ecrit aussi

tt/&ö \ i ö <Jj

i d (— t)

On y peut poser — t 3(= t*), et repasser ä la conjuguee
complexe, ce qui s'ecrit

h(|A,,,3)(i ii\i o q ' i 0

Cette equation est formellement identique ä l'equation
primitive (36). Or pour l'etablir, nous sommes partis d'un etat

conjugue 7 Nous avons done montre que pour des hamiltoniens
soumis ä la condition (41), la transformation de reversibilite de

la theorie des quanta conjugue les etats ce qui ne produit
aucune modification effective, puisque en fin de compte ce sont

les valeurs moyennes du type qui comptent. C'est

un resultat dejä annonce par Watanabe 1. Mais notre demons-

f Watanabe, Le deuxieme theoreme de la thermodynamique et la
mecanique ondulatoire. Hermann & Cie, Paris, 1935.
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Iration differe notablement de la sienne, eile est meme, pour
le moment, attaquable, puisque nous n'avons pas justifie le

passage symbolique exprime dans l'equation (37).

Avant de fournir cette justification, faisons une remarque
sur le formalisme de Heisenberg-Dirac de la mecanique
quantique.

ö. Sur Vexistence d' une « condition accessoire » en mecanique
des quanta. — Etant donne un Operateur A, on postule

A-17 +1421
qui est la traduction quantique de

A !£+[A,H]

On a une integrale premiere lorsque

~ + — (<\' A — A <U') 0
ö« h

ce qui correspond ä

^ + [A. H] 0

Selon une remarque de L. de Broglie *, on peut introduire
l'operateur

L A' + "^'i o q

et A est integrale premiere lorsque

LA - - AL 0 (44)

S'il est vrai qu'on peut traduire la condition accessoire (37)
dans le langage quantique, l'operateur L n'est autre que la

1 L. de Broglie, Velectron magnetique, Paris, 1934, p. 85. Dans

cet ouvrage, c'est L H — Y iT~ ^U' es^ emP"°y®' *ous 'es s'£nes

places devant hji ayant 6te inversement choisis.
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traduction quantique de ^0. Or, en coordonnees homogenes,
on a

d A r,
~ds — ' p]/+1 '

II devrait done y correspondre, par generalisation,

^ - (LA — AL) (45)
d« h

Si A est integrale premiere, LA — AL 0, et si A L, on

ne peut ecrire autre chose que

L const. (46)

si bien que L fournirait en toute circonstance une integrale
premiere de la mecanique quantique.

De cette remarque ressort l'impression que l'equation de

Schrödinger est l'equivalent d'une integrale premiere. Reste-

rait ä voir si elle est aussi la condition accessoire du formalisme

canonique quantique. Rappelons que Dirac a developpe un
passage tres delicat de l'equation canonique quantique ä

l'equation de Schrödinger en introduisant un Operateur de

deplacement dans le temps L Le calcul de Dirac fournit dejä
la justification qui nous manque. Nous allons cependant la

reprendre en la modifiant, pour l'adapter ä notre but et l'accom-

pagner d'un commentaire utile.
Postulons l'equation dynamique simplifiee 2

Ä — (3e A — Ai<C) (47)
h

Si on interprete A et 3t au sens des observables de Dirac,
e'est que ces Operateurs agissent sur des etats 9 qui sont les

vecteurs d'un espace d'Hilbert. Le passage de la representation
de Heisenberg ä celle de Schrödinger revient ä echanger la
dependance temporelle des observables contre celle de l'etat tj;

r P. A. M. Dirac, Principes de la mecanique quantique, trad. Proca
et Ullmo, Paris, 1931, § 37.

2 Absence du temps dans l'expression explicite de A.
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du Systeme. Soit alors un Systeme compJet de fonctions

propres orthogonales. A chaque instant, on doit pouvoir
developper ip selon les 9;: up S cp;. Or les cp; sont indepen-
dants du temps, ce qui fait qu'ä chaque instant on a de nou-
veaux coefficients r,; autrement dit les c, sont des c((i) et, au

eours du temps

ijl Seilt)?; (48)

Ce que nous voulons demontrer, c'est que si (42), par le

l'ait que ses membres gauche et droit sont des Operateurs,
s'applique ä tous les 9,, la fonction up, censee d'une part
developpable selon la formule (48) et censee d'autre part
decrire l'etat variable du Systeme, est necessairement solution
de l'equation de Schrödinger. Pour cela, imaginons tout
d'abord que Ton prepare au temps t une observation du Systeme

par un arrangement determine des appareils de mesure et des

actions exterieures auxquelles le Systeme est soumis. Par suite
de cette preparation, le Systeme se trouve dans un etat decrit

par une certaine fonction up,. L'experience n'est pas encore

faite, de sorte que up, designe non pas un etat propre mais la
fonction d'etat pour ce Systeme prepare. Supposons alors que
Ton refasse exactement le meme arrangement des appareils de

mesure et des forces agissant sur ce Systeme, mais au temps
t + AC il y correspond une fonction up,,, et nous poserons pour

D iL
definition d'un Operateur -^y-

D <|i

A' o—£r~ "DT ' <49>

Soit maintenant A une observable qui, quand on l'exprime
en fonction des q, p, ne contient pas explicitement le temps t,
et effectuons l'operation Atp.

Rien ne nous empeche de calculer la limite (49) pour Aup, et
on a

D
A

(A<W„ — (A<W,

Dj 1,mA'-0 ^'Archives des Sciences. Vol. 2, fasc. 3. 1949. 28
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Or (Aij'),, est le resultat de l'operation Aij* dans le second

arrangement de mesure, de sorte que

=limA( 0
: ^

a(+A( (4-, + ^7 Atj - At 4»,

d.A D tj' ,r„.
KT ^ + 177 50)

soit, en eerivant A pour ^ :

A+ =(ka-aK)« 1511

Or <]/„ est cense representee exactement le merae etat
prepare pour une observation que ijq, mais oü l'etat est deplace
de At dans le temps. Une fois ij; connu, c'est une fonction des

parametres choisis, q\ il faut done que (J;n soit la meme fonction
des q que ijq, mais apres que le temps a ete augmente de A t\
c'est done <|q (?t-Ai)> Par consequent

D+ ^(t—At) — <jq(t) d<\>

Dt At=o At — dt
" '

Telle est la partie du raisonnement delicat de Dirac qui nous
sera utile.

Appliquons maintenant formellement l'equation (47) membre
ä membre ä la fonction ^ telle qu'elle est developpee en (48)
(aueun des Operateurs contenus dans (47) n'est egal ä

pf+i I- Cette application nous donne identiquement

Ä «J» - (je A — ax) 4-

h

En comparant avec (50), on en conclut que

(kA-AK)*
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Lette relation est identiquement verifiee si l'observable X'
est identique ä l'observable y 1, auquel cas on a, en vertu

de (52), une equation (x' + y ^ 0 qui s'ecrit, aussitöt

qu'on emploie des parametres de representation:

(;,C + 7Ä')^ ° (53»

et (jui apparait comme la condition connexe de toute equation
dynamique (47). En d'autres termes, l'operation diflerentielle

— aussitöt qu'elle est egalee ä l'operateur — X',

fournit une sorte d'integrale premiere necessairement valable
dans tout probleme quantique.

Notre demonstration etablit deux faits d'une certaine importance.

D'une part, il est etabli que c'est l'equation •& 0 en

tant que condition accessoire de la mecanique classique, qui
correspond ä l'equation de Schrödinger, et non pas l'equation
d'Hamilton-Jacobi pour la function d'action S. (L'equation
d'Hamilton-Jacobi est une premiere approximation de l'equa-

—;s
tion de Schrödinger lorsqu'on pose tjt a0e h D'autre
part, cette demonstration revele que l'equation de Schrödinger
ressortit ä l'existence d'une integrale premiere universelle de la

mecanique classique, ä savoir & const. -- 0. cela paralt
bien normal, puisque la correspondance

TA H] > - (X' A — A .A')
h

a pour consequence les theoremes de non-simultaneite des

variables quantiques canoniquement conjuguees, qui eux-

1 Elle pourrait en differer tout au plus par une constante additive

a. Dans ce cas, l'equation de Schrödinger s'ecrirait, au lieu
do (53):

I ; • h Ö

1A ^ rail* ^ •

ce qui est en accord avec la condition accessoire classique et ne
change en principe rien aux applications (theorie de I'atome, etc.).
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memes necessitent pour la representation parametrique un
choix entre les q et les p, si bien que par rapport ä la mecanique
classique (equations differentielles du deuxieme ordre pour
les q ou double Systeme d'equation du premier ordre pour les q

et les p) la theorie des quanta doit travailler avec des equations
dont l'ordre est de un inferieur et correspond done ä eelui
d'une integrale premiere de la mecanique classique.

Si on se refuse ä considerer l'equation de Schrödinger comme
une sorte d'integrale premiere pour reserver ce nom uniquement
ä l'espece d'integrale A 0 obtenue par correspondance, il
faut s'exprimer alors en disant que redetermination quantique
a pour eflet de faire perdre ä =-- const, son caractere d'integrale

premiere tout en lui laissant son caractere de condition
accessoire universelle.

En resume nous avons montre que le procede souvent evoque
dans les ouvrages, qui consiste ä etablir l'equation de Schrödinger

en rempla^ant les pk par ^ et H par —\ ^~t n'est pas

correcttandis que cela a un sens de convenir d'une correspondance

faisant. passer des grandeurs classiques aux observables
de Dirac, correspondance qu'on peut appliquer directement en

rempla9ant les px par -r dans la condition accessoire.

Universite de Berne.
Se'minaire de Physique theorique.

1 Voir aussi: A. Mercier et E. Keberle, L'energie et le temps,
et les relations canoniqnes, Archives des Sciences, 2, 186, 1949, oil
il est expliquö pourquoi — H et t ne sont pas canoniquement
conjugues.
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