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SUR LA DIFFUSION

par Electrons libres
DANS UNE ATMOSPHERE STELLAIRE

Etendue
PAR

Pierre BOUVIER

Resume. — Le probleme etudie ici concerne une atmosphere
stellaire de courbure non negligeable, qui diffuse le rayonne-
ment d'apres l'effet Thomson. Nous suivons, pour resoudre

l'equation de transfert d'energie, la methode utilisee par
Chandrasekhar dans le probleme analogue relatif ä une
atmosphere stratifiee en couches planes. Le calcul ne peut s'achever

qu'en admettant pour le coefficient d'absorption xp une depen-
dance de la distance au centre r de la forme xp c.r"ot(c, a

constantes). Nous donnons les resultats numeriques pour
a 4, alors que Chandrasekhar ne s'etait occupe que du cas

a 2. Dans les deux cas, d'ailleurs, l'anisotropie de l'effet
Thomson n'introduit pas de modification essentielle, comme on

pouvait s'y attendre.

LA DIFFUSION PAR ELECTRONS LIBRES

(effet Thomson).

La diffusion du rayonnement par un electron fibre est regie,

pour les frequences v <<( mc2lh ^ 1020 sec^1, par la section
differentielle efficace de Thomson

,n _ 21 + cos2 0
— ^0 c>

dCl (1)
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qui fournit la probability de diffusion dans un cone d'angle
solide d£l, incline d'un angle 0 sur la direction du rayonnement

2 e2
incident. r0 est le carre du «rayon » classique de l'elec-

tron diffuseur (~ 10"13 cm); m, c, h, e ont les significations
usuelles. La frequence v de la radiation reste inchangee au
cours du processus.

La section differentielle (1) peut se decomposer, ä la fagon
d'une probability composee, en un produit de la forme

rfQ Q-l-dÜ (2)
4 7C

ou la section eflicace totale vaut

Q 6,57.10~25 cm2 ;

— dD. est la probability pour que le quantum de rayonnement,

une fois diffuse, le soit precisement dans la direction 0:

-X da (l + cos2 0) dü (3)
4 7T 16 TT

Le recul de l'electron est ici negligeable; il en va de meme du

freinage de radiation. D'ailleurs, meme si on voulait tenir
compte de ce dernier, ce qui obligerait k pousser jusqu'ä la
troisieme approximation en e2jhc, -{(Kljkn resterait inchange
car les divers travaux effectues sur cette question 1 montrent
que la section (1) est alors multipliee par un facteur voisin de

l'unite, dependant de la frequence v mais pas de l'angle de

diffusion 0.
Dans deux articles 2 (que nous designerons par III et V selon

le rang qu'ils occupent dans une serie de sept communications
consacrees ä l'equilibre radiatif des atmospheres stellaires),
S. Chandrasekhar aborde le probleme du transfert d'energie

1 P. Bouvier, these, Kundig, Geneve, 1947, ou l'on trouvera
d'autres references.

2 8. Chandrasekhar, Ap. J., 100, 117, 1944; 101, 95, 1945.
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rayonnante diffusee selon (3) ä travers une atmosphere stratifiee
en couches plan-parallgles (ceci dans III), pour etudier ensuite

(en V) l'influence de la courbure dans le cas d'une diffusion

isotrope.
Nous desirons discuter ici le cas intermediate de la diffusion

Thomson ä travers une atmosphere etendue, c'est-ä-dire teile

que la courhure des couches exterieures ne saurait etre negligee.

L'EQUATION DE TRANSFERT ET SA RESOLUTION

Soit r la distance du centre de symetrie, au point considere

oü I (r, 0) est l'intensite diffusee dans la direction s, de vecteur
unite s°, faisant avec r 1'angle 0 compte positivement ä partir
de s°. L'equation de transfert, caracterisant l'equilibre thermo-

dynamique local, s'ecrira sous la forme:

dl
ds — xpl (r, 0) +

TT 2-

+ ff 1 6') T(Ö'i ?'; 6) d(cos 0') dtp' (4)

0 0

oü p est la densite, y. le coefficient d'absorption, independant de

la frequence par hypothese (corps gris), et y d, (cos 0') d<p' la
probabilite pour qu'un quantum de rayonnement, arrivant de

la direction (0', <p'), soit diffuse dans la direction fixe (0, 0) qui
determine avec r le plan cp 0. Cette probabilite est donnee

par (3) oü 0 est l'angle des directions (0', <p') et (0, 0), de sorte

que

cos 0 cos 0 cos 0' + sin 0 sin 0' cos cp'

Le premier membre de (4) vaudra, dans les coordonnees r,

d I ö I sin 0 ö I
— (s° grad I cos 0 ^ ^ds o ' Or r d 0
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En procedant avec la variable p. cos 0, on obtient, apres
integration sur cp', l'equation »

öj[ 1 — p2 dj. _^ ö r r d [x

T
3 x P-xPI + — (3—p.2) j Idp' + (3[J.2 — 1) j I u'2dp'

-1 -1

(5)

Pour resoudre l'equation (5), nous suivons une methode

d'approximations successives due ä G. C. Wick et qui, adaptee

par Chandrasekhar x, permet de traiter les problemes astro-
physiques relies ä l'equation de transfert d'une fa^on beaucoup
plus systematique que les anciennes methodes de Milne et
d'autres.

Cette methode-ci repose sur le procede de Gauss 2, consistant
ä remplacer les integrales du second membre de (5) par des

sommes:
-n +n

2 ai resP- 2 ai Pi Ji
-n -n

oü Ij I (r, pj), pt etant les 2n racines, opposees deux ä deux,
(p_t — p4) du polynome de Legendre P2n(p). Quant aux
poids a{, ce sont des nombres satisfaisant aux relations:

0 si m est impair
«. > 0 «j ^ p

-n 2
si m est pairm + 1 r

L'equation integrodifferentielle (5) est alors remplacee, en
«l4me approximation, par le Systeme differentiel d'ordre 2n:

dh 1 — /d I\
^ dr r

T i 3x P
* P !j jg- (3 — M-i) 2 aj h + <3^i ~~ 2 al V-] lj

3 3

(6)

1 S. Chandrasekhar, Ap. J., 100, 76, 1944.
2 Riemann-Weber, Differentialgleichungen der Physik, t. I, p. 315;

Vieweg, Braunschweig, 1925.
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La convergence du procedc est assuree car, pour toute fonc-
tion continue I (pt), les sommes de Gauss different des integrales
correspondantes d'autant moins que n est grand. II reste ä

eliminer les valeurs aux points p.t, de la derivee ^ ; a cet effet,

Chandrasekhar (V, p. 96) definit des polynömes Qm(p.) a 1'aide

de la relation

P i \
d(^m

oii Ton determinera la constante d'integration par la condition
toujours realisable Qm 0 pour | p. | 1. II en resulte que
Qm(p) est divisible par 1 — p.2; et que Ton peut ecrire, en

integrant par parties,

l l

f f IP
-1 Jl

ou, en termes des sommes de nu'me approximation,

=S«.I.p»W'
i i

II sera en outre commode de poser par la suite

Qmfs*) Qm (H-) G — f-2) •

Multiplions les deux membres de (6) par atQml at Qm(p,)
et sommons sur i de — n a + n, nous obtiendrons ainsi, apres
quelques modifications au second membre, le Systeme suivant
en nlcme approcimation:

t ' I I

+ JT- P 2 ai Qmt 2 aj h + Ix P 2 ai P2i Qmt 2 aj P2l li (7)

Pmi
Les equations (7) different de Celles de Chandrasekhar

(V, p. 97, eq. (11)) par le dernier terme seulement, caracteris-
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tique d'une diffusion anisotrope. On verifie d'abord que l'equa-
tion pour m — 1 s'integre immediatement et donne, comme
dans le cas de la diffusion isotrope, l'expression du flux total

-rl
F 2 f I (8)

-i »

F0 etant une constante d'integration.
Pour toute valeur paire de m, Qm est impaire en p. et il en

resulte que le second membre de (7) est reduit ä son premier
terme. La premiere approximation oü n 1, m — 1 et 2, ne

differera done pas du cas isotrope. Aussi passons-nous sans

autre ä la seconde approximation, pour laquelle n 2 et m

prend les valeurs 1, 2, 3 et 4.

Les quatre equations correspondantes (7) s'ecriront plus
aisement si on introduit les notations commodes:

-n

Nous aurons alors:

H 1J (9a)

j\r A

-j- 4-—(3K — J) — xpH (9 b)
ar r

^;(5L — H) + y(5L — 3 H) — |xp(3K — J) (9c)

J;(7M —3K) —xp(7L —3H) (9d)

Aux equations 9 b), c), d) nous devons encore adjoindre
l'identite resultant de la definition des fij pour n 2:

2 at p, Pl4 o

ou
35 M — 30 K + 3 J 0 (9 c)
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afin de determiner les quatre inconnues J, K, L, M. Seule

l'equation 9 c) differe de l'equation correspondante pour la

diffusion isotrope; cette derniere avait au second membre au

D'une fa§on generale d'ailleurs, le dernier terme de (7) est

proportionnel ä

ce qui montre que l'anisotropie de l'effet Thomson se traduit
par une modification des coefficients de J et de K dans le second

membre de toutes les equations pour m impair > 1.

Ainsi l'equation pour m 5, qui intervient des la troisieme

approximation, a pour second membre

en diffusion isotrope.
Remarquons aussi que la relation 3K — J =0 du cas

isotrope n'est autre que l'expression de la pression de radiation
p', egale au tiers de la densite d'energie u, le tenseur des pres-
sions etant sous forme diagonale. On verifie en effet aisement

que K c.p' et J c.u.

Le calcul sera ici pared ä celui de Chandrasekhar (V, p. 101

ä 103); il ne peut d'ailleurs etre mene jusqu'au bout que moyen-
nant une hypothese sur la dependance de xp ä l'egard de r.
Par raison de simplicity, on adopte une loi du type

3
lieu du facteur — de 9 c).

2 ai ^2j ^ ^ ^

au lieu de

La solution de seconde approximation.

x p cr (10)

c et a etant deux constantes. Toute autre forme de loi parait
en effet se heurter ä des difficultes de calcul considerables.
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En prenant a > 1, on introduira la profondeur optique (opacite
radiale) t, mesuree du bord r ~ oo de l'atmosphere vers
l'interieur:

*=/*?*= (7)
r

oü 7-j est la valeur de r oü t 1. Apres elimination de M entre
les equations 9 d) et 9 e), il reste une equation en J, K, L, H

qui, jointe ä l'equation 9 c), permet 1'elimination de la fonction
Y 5L — 3H. C'est au cours de cette seconde elimination
que l'emploi de la variable independante t se revele avanta-

geux; on est alors naturellement amene ä mesurer les inte-
F

grales J, K, L, H en unites du flux Nous obtenons finale-
r

1

ment une equation de la forme

„d2© d©

ou

+ v2)© (11)

?T ' v TTZ TT • F2(<* — 1)
* r 2(ot — 1)

©(;) (12)

a~l a-1

X 3 K — J q
1

3(«-l)
a/35

q est un nombre qui vaut — 1,9720 en diffusion isotrope

et 1,8708 dans le probleme examine ici.

L'equation (11) est une equation de Bessel d'argument ima-
ginaire iv, avec second membre. Privee de ce dernier, elle

admet les deux solutions particulieres reelles et lineairement
independantes, generalement designees1 par Iv (z), Kv (z).

Iv (z) s'exprime par une serie de puissances croissantes de z,

debutant par un terme ^7^7 tandis que

K„ (z) -
2 sin v 7t

1 G. N. Watson, Theory of Bessel functions, Cambridge, 1922,
p. 77.
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tend vers zero comme e~z lorsque z —»- 00 L'application de la

methode de variation des constantes permet d'ecrire la solution

generale de (11) sous la forme

<•1 -
®(z) IJz)f z»KJz)dz + KJz)f z»ljz)dz (13)

z c2

oü Ton fera cx x et c2 0, en vertu des conditions aux
limites d'apres lesquelles aucune des quantites observables ne

doit tendre exponentiellement vers l'infini quand z —> X et
toutes les quantites doivent s'annuler ä la limite exterieure de

l'atmosphere z 0.

Sitöt connue la fonction (z), nous revenons aux
grandeurs X, donnee par (12), K par {9 b), J par (12):

K —- f X — + .g ~ 1 t"-1 (14 a)
x — I J z 4 a + 1

1 '
0

J 3K — X (14 b)

1

J -1 j Idp. etant la densite de quantite de mouvement du

-1
rayonnement.

Indetermixation relative de l'exposant <x.

Calcul du cas a 4.

Nous n'avons pour l'instant aucun moyen de determiner
l'exposant a qui figure dans la loi (10) regissant la structure
de l'atmosphere. II est vrai que certaines recherches sur les

systemes doubles & eclipses 1 ainsi que sur les enveloppes en

expansion des novse font porter l'attention plus particuliere-
ment sur les valeurs de a comprises entre 1 et 1,5. Cependant,
les conclusions de ces travaux sont encore tres discutables et
difficilement verifiables, de sorte qu'aucune valeur positive
de a n'est ä exclure ä priori, bien qu'une valeur elevee soit

1 C. Payne, S. Gaposchkin, Ap. J., 101, 56, 1945.
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improbable puisque, d'apres (10), l'extension moyenne de

l'atmosphere est d'autant plus faible que a est grand.
Chandrasekhar et miss Herman ont calcule numeriquement

la solution (13) pour a 2, en donnant sous forme de table 1,

les valeurs de K, J et — z3 qui exprime J en premiere approximation.

II se degage de ces resultats que la seconde approximation

corrige la premiere dans une mesure pouvant atteindre
10%.

Le cas « 1,5 met en jeu les fonctions I13'2(z) et K13/2 (z)
e^z

qui comportent des facteurs exponentiels —== multipliant des
V Z

puissances negatives de z pouvant aller jusqu'ä la sixieme.

Le calcul devient, dejä pour <1> (z), non seulement fastidieux,
mais pratiquement impossible ä conduire avec precision si Ton

ne dispose que de tables de logarithmes ä cinq decimales.

En adoptant a 12/3, on pourrait songer ä profiter des

tables etablies2 pour I2 (z) et K2 (z), mais comme il faut
effectuer numeriquement deux quadratures successives pour
obtenir les grandeurs physiques J et K, les causes d'imprecision
sont nombreuses.

Parmi les valeurs de a > 2, nous retiendrons a 4 pour
laquelle les fonctions Iv et Kv ont une forme plutot simple:

V'l V//s(ch=_7sh!) '

V \Zr,'~(' +t) •

Le calcul de $(z) conduit, pour (13), ä la valeur suivante:

r(i)
(15)

1 S. Chandrasekhar, V, p. 104.
2 G. Watson, loc. cit., p. 736.

<£>(z) |r''«(chi — z-1 shz) + E^(z) —

+ U-1'* e~-(l + z-1) [3z-2'3 sh z — eis/#(z)]
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oü nous avons pose

z z

E«s/,(:) —f z--^e~zd: ^ hj3(z) fz'*1» r\\ z d:
0 0

Les formules (12) et (14) donneront ensuite:

?5/»X(s) D(=) (16 a)

qb'3 K (z) i qb'3f X (z) ^ + A -•/, e b)

0

«?E,ä.J(;) 3?6'=K(3) — q'3X(z) (16c)

Les integrales Eis, et (5ut ont ete calculees numeriquement,
ä partir des series

Ei,, (3) y (-1)" 3

J'a ' n 3« + 1

CO

c; i-\ — V 1 3
i (2 n) 6a + 1

oü il faut prendre un nombre de termes toujours plus grand
ä mesure que n augmente; nous avons fait les calculs avec

trois decimales, pour z allant de 0, de dixieme en dixieme,

jusqu'ä 2. L'integrale en (16 b) a ete evaluee par trapezes; les

valeurs en sont peu precises quand l'intervalle d'integration
est faible, aussi n'avons nous note ici que les valeurs de J et
de K ä partir de 0,5. La derniere colonne de la table ci-jointe

concerne le terme ^ z6'8 qui donne qb,!> J (z) en premiere approximation

(X 0). Les resultats ainsi obtenus sont proches de

ceux de Chandrasekhar pour a 2; J et K croissent un peu
plus lentement, dans notre cas, lorsqu'on va du bord z 0

de l'atmosphere vers l'interieur, et la seconde approximation
de J introduit, vis-ä-vis de la premiere, des corrections allant
jusqu'a environ 10%, comme dans le cas a 2; ceci du moins

jusqu'a z 2.

Archives des Sciences. Vol. 2, fasc. 1. 1949. 7
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z <j5/a X Ol'iK 96/3J -Z5/3
20

z <?5'3 X S5'SK qbU J

0 0 0 0 0

0,1 0,0098 0,010 1,1 0,227 0,238 0,488 0,525
0,2 0,027 0,031 1,2 0,246 0,274 0,577 0,610
0,3 0,049 0,061 51,3 0,264 0,312 0,671 0,697
0,4 0,073 0,098 1,4 0,281 0,351 0,773 0,788
0,5 0,094 0,070 0,115 0,142 1,5 0,296 0,393 0,883 0,884
0,6 0,117 0,093 0,163 0,192 1,6 0,310 0,437 1,000 0,985
0,7 0,142 0,118 0,203 0,248 1,7 0,322 0,482 1,124 1,090
0,8 0,164 0,146 0,272 0,310 1,8 0,335 0,529 1,253 1,198
0,9 0,185 0,175 0,340 0,377 1,9 0,344 0,578 1,395 1,312
1,0 0,206 0,206 0,412 0,450 2,0 0,356 0,629 1,531 1,429

En quoi la diffusion Thomson vient-elle modifier les valeurs
calculees ci-dessus Rappelons que le nombre q vaut q 1,9720
dans le probleme isotrope et q' 1,8708 avec l'effet Thomson.

Plagons-nous en un point de l'atmosphere oü t prend une valeur
•donnee, ä laquelle correspondront deux valeurs de z: z qx,

J (z)
z' q'x. Le rapport des densites de courant d'energie -jj-txJ (z

est alors egal au rapport des valeurs donnees dans les

tables, multiplie par si a 2, ou par
'3

si a 4.

Nous avons calcule ce rapport pour z 0,5; 1; 1,5 et 2; les

valeurs en sont toutes comprises entre 0,95 et 1, aussi bien
K (")

pour a 2 que pour a 4; et les rapports ^ se comportent

de fa<?on analogue.
II en resulte que l'effet Thomson n'exerce aucune influence

notable sur le courant d'energie rayonnante, ce qui est en
accord avec la conclusion du meme probleme concernant une
atmosphere ä stratification plane 1. De plus, comme le laisse

penser la comparaison des deux cas a 2 et a 4 sur ce

point, l'anisotropie de la diffusion par electrons fibres parait
etre independante de la valeur de a dans la loi de structure (10).

1 S. Chandrasekhar, III, p. 126.
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