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LA GfiOMfiTRIE
ET LA

THEORIE DE LA CONNAISSANCE1

PAR

Paul ROSSIER

(Avec 8 (lg.)

La science mathematique ne limite pas son ambition ä

l'augmentation du nombre des proprietes connues. A ce mou-
vement d'extension des connaissances s'oppose une etude tou-
jours plus serieuse des bases de ]a science. Cette recherche prend
une importance croissante, ä mesure que d'autres domaines
de l'activite de l'esprit prennent eux-memes la mathematique
comme fondement. Le mathematicien a l'ambition d'offrir aux
physiciens, aux chimistes, aux philosophes, et peut-etre aussi

aux biologistes et aux historiens, un domaine de la connaissance

dont les points forts d'une part, les faiblesses d'autre part sont
clairement degages. L'etude des fondements des sciences mathe-

matiques est done un sujet d'interet intellectuel general qui, de

tout temps, a preoccupe les savants et les philosophes.

** *

Dans cet ensemble de travaux, la geometrie presente un inte-
ret tout particulier, ä cause de sa place dans la classification des

1 Conference faite a la Societe de physique et d'histoire naturelle
de Geneve le 21 janvier 1947.
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sciences d'une part, ä cause des faces multiples de cette
discipline, d'autre part. La geometrie, en effet, ne constitue pas une
science unique; certains auteurs refusent meme de parier de la

geometrie, mais consacrent des exposes d'ensemble ä l'etude des

geometries. La geometrie peut etre consideree comme une

partie de la physique experimental; c'est la science des rayons
lumineux, des regies, des ficelles tendues et des corps tournants;
l'optique geometrique, son nom l'indique bien, une partie de la

cristallographie et de la mecanique constituent des chapitres
importants de cette geometrie physique et experimentale. A
un point de vue totalement different, la geometrie constitue une
science de raisonnement dont Fambition est de ne faire aucun
appel ä 1'experience, une fois posees les propositions fondamen-
tales. La geometrie est alors un chapitre et peut-etre le plus
simple et en meme temps le plus perfectionne de la physique
theorique.

Dans la plupart des classifications des sciences, on assigne ä

la geometrie une place intermediaire entre la science des

nombres, l'arithmetique, dirons-nous pour abreger, et la
physique car, en plus des proprietes des nombres, eile ne fait appel
qu'ä une unique notion, celle d'espace. Comme la logique ne
semble pas pouvoir se passer de la notion de nombre entier,
l'etude des fondements de l'arithmetique se confond passable-
ment avec celle des bases de la logique. Dans cette matiere, le

recours ä l'observation est reduit au minimum. L'arithmetique
constitue un ensemble logique bien coordonne, quoique
perfectible. L'evolution de la science des nombres est conditionne

par le progres de nos connaissances en logique ou ä l'interieur
meme de cette science. Si parfois la physique pose un probleme
mathematique nouveau, ce probleme ne met pas en question
les fondements de la science. En geometrie, au contraire, l'in-
fluence de la physique peut etre beaucoup plus considerable.

L'interet brusquement suscite pour les geometries non-eucli-
diennes et les metriques riemaniennes par l'elaboration de la
theorie de la relativite est un exemple encore present ä la
memoire de beaucoup. Si le probleme des fondements de la
geometrie dialectique est purement speculatif, il n'en est pas
de meme de celui de la constitution de la geometrie physique,
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intimement lie ä l'elaboration des sciences physiques. L'etude
des bases de la geometrie physique est evidemment condi-
tionnee par celle de la geometrie rationnelle. C'est ä l'etude
de quelques points des fondements de la geometrie rationnelle

que nous consacrerons la suite de cet expose.

** *

Le caractere abstrait des sciences logiques en rend l'etude
difficile ä un esprit qui n'a pas subi un entrainement approprie.
Souvent, le mathematicien reussit ä alleger 1'efTort d'imagina-
tion necessaire en operant sur des images fictives ou materielles

qui representent ses svmboles. Souvent ces images sont d'ordre
geometrique. II n'y a pas lä une propriete intrinseque de la
science de l'espace, mais bien un fait d'origine psychophysique.
La vue est le plus perfectionne de nos sens. C'est ce qui rend si

frequent le recours ä une figure plane, oil seule la forme inter-
vient et dont l'interpretation est facile.

* *

L'etude des relations entre la science des nombres et celle des

figures constitue la geometrie analytique. Cette science repose
sur un postulat que nous appellerons le postulat d'isomor-
phisme: ä toute propriete de la figure correspond une propriete
de la fonction representee et reciproquement. Dans l'etude de

la geometrie analytique classique, le postulat d'isomorphisme
est constamment employe dans le sens analyse vers geometrie.
Dans ce sens, son emploi n'a jamais conduit ä des difficultes
logiques notables. Dans l'enseignement des elements, souvent
dans la recherche, le postulat d'isomorphisme est employe dans

le sens geometrie vers analyse. Le mathematicien dit alors

qu'il fait appel ä l'intuition. L'emploi maladroit de cet artifice
n'a pas ete sans creer des difficultes; nous aurons l'occasion
d'examiner plusieurs exemples de conclusions erronees oil
l'intuition est employee sans suffisamment de discernement.
Le cas bien connu des fonctions continues sans derivees, celui
du conflit entre Cauchy et Chasles au sujet de l'emploi de

certaines correspondances sont dans toutes les memoires.
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Si des savants de tout premier plan ont pu s'abuser eux-
memes en se basant sur le postulat d'isomorphisme, ä combien

plus forte raison chacun ne doit-il pas se mefier de son intuition
en matiere logique et contröler avec tout le soin desirable ses

raisonnements, notamment ceux qui portent sur les sujets
elementaires; ce sont eux en effet qui sontleplus sensibles aux
suggestions etrangeres ä la logique. Les mathematiciens sont les

premiers ä se mefier des appels ä l'intuition. Cette attitude
critique a conduit ä de grandes decouvertes dont l'importance
depasse le cadre des mathematiques.

En geometrie elementaire, grace aux images materielles que
donnent les figures, Finfluence de l'intuition est considerable.
La geometrie analytique, par la correspondance qu'elle etablit
entre les etres geometriques et ceux relatifs aux nombres permet
de ramener le probleme de l'edification logique de la science ä

une question portant sur les nombres. En particulier, les

geometres ramenent le probleme de la compatibilite logique de

leur science ä celui de meme nature relatif aux nombres. Est-ce
ä dire que toute la geometrie est destinee ä devenir analytique
Les succes des anciens en geometrie pure, succes si considerables

que l'algebre meme avait pris ä cette epoque un caractere

geometrique accentue, le renouveau dont les etudes de geometrie

pure ont ete l'objet au commencement de la periode
moderne sous l'impulsion des Desargues, des Pascal, des Dürer,
l'importance des problemes philosophiques poses ä la fin du

dix-huitieme siecle par le pressentiment qu'ont eu les Lambert,
les Saccheri, de l'existence des geometries non-euclidiennes, la
decouverte explicite de ces geometries par les Gauss, les Bolyai,
les Lobatschevski, les Riemann, les developpements nouveaux
dont la geometrie synthetique a ete l'objet au xixe siecle sous

l'impulsion des Chasles, des Steiner, des von Staudt, des

Darboux, tout cela montre l'existence d'une geometrie inde-

pendante, capable d'un developpement considerable, par ses

methodes propres et cela sans appel necessaire ä la geometrie
analytique. La plupart des malaises crees par les appels ä

l'intuition etaient dus ä l'emploi inconsidere de figures de la

geometrie. Celui du ä l'emploi du postulat d'isomorphisme
dans le sens geometrie vers analyse ne pouvait pas etre
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elimine par une extension des connaissances geometriques.
Conserver dans l'edifice de la science des points d'instabilite
logique, si nous osons employer ce terme, c'etait admettre que
suivant son domaine d'application, la raison pouvait conduire
ä des incoherences. Cela est intolerable. Une recherche syste-
matique des conditions de validite des proprietes geometriques
fondamentales, un choix de celles des propositions qui devaient
etre considerees comme fondamentales etait indispensable. Ces

recherches sur les fondements de la geometrie ont beaucoup

preoccupe les mathematiciens depuis un siecle. Les resultats
sont considerables. Leur importance depasse le cadre de la

technique geometrique. La geometrie est devenue le type raeme
de la science logique et axiomatique: eile constitue une base

indispensable aux sciences physiques et chimiques en attendant
peut-etre de le devenir par leur intermediaire pour les sciences

de la vie.
** *

L'etude complete des fondements de la geometrie suppose la
solution prealable d'un probleme qui touche ä la metaphysique,
celui de la nature de l'espace. Les deux opinions extremes en

cette matiere sont representees par l'enseignement de Kant et
les resultats des psychologues modernes. Kant soutenait l'idee
de l'espace, forme imposee ä priori ä notre esprit. Au moins dans

sa forme la plus accusee, cette opinion a ete abandonnee ä. la
suite de la decouverte des geometries non-euclidiennes.

Les progres actuels de la psycbologie conduisent ä considerer

que les proprietes de l'espace sont acquises par l'enfant ä la suite

d'un nombre immense d'experiences effectuees dejä durant les

premiers mois de la vie. Plus grand, l'enfant apprend ä se

conduire en evitant les chocs douloureux avec les corps solides.

Ceci pourrait expliquer le role considerable du solide parfait
dans l'elaboration de la science. Mais l'ensemble des experiences
enfantines n'est pas seulement d'ordre geometrique, mais bien

geometrico-mecanique. L'enfant craint plus la chute que le

choc, presque toujours evitable, contre une paroi. La distinction
des etres purement geometriques de ceux qui sont lies aux
phenomenes de la pesanteur exige un effort assez considerable.
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Nombreuses sont les traces qui subsistent, surtout dans le lan-

gage, de l'epoque de la confusion des deux groupes. L'assimila-
tion si frequente de la verticale et de la notion de perpendicu-
laire, le terme de base utilise tant en geometrie plane que dans

celle de l'espace en sont des exemples simples. Dans l'elaboration
de sa science, l'enfant ne se contente pas d'observer, souvent il
experimente. On a pu observer des enfants qui, desirant empiler
des objets aussi haut que possible, faisaient des essais de permutation

des objets dejä en place afin de verifier si le sommet,
inaccessible dans un cas, le serait encore dans un autre. Dans

notre langage savant, cela s'appelle verifier experimentalement,
la propriete commutative de l'addition.

A ce Stade, la geometrie physique n'est encore qu'une collection

de remarques: eile ne constitue pas encore une science. Pour

cela, le recours ä finduction philosophique est indispensable.
Celle-ci consiste ä admettre que les memes circonstances etant
realisees, les memes consequences s'ensuivront. Par exemple, si

l'enfant a constate un nombre süffisant de fois qu'une canne

est fixee lorsqu'elle repose sur deux V materiels, il saura, sans

savoir l'exprimer, mais sans exiger d'experience nouvelle, que
toute baguette analogue sera aussi fixee par l'appui sur deux

V materiels, meme si jamais, ä sa connaissance, ceux-ci ou la

baguette n'ont ete utilises pour un pareil essai.

Peu ou prou, la geometrie conserve ce caractere physique
dans de nombreux esprits; un entrainement approprie est

indispensable pour reussir, et pas encore toujours, ä faire
abstraction de ces habitudes heritees de l'enfance.

** *

Des douze ans, disent les psychologues, l'enfant est capable
de raisonner logiquement. Des lors, la geometrie peut devenir

une science de raisonnement. C'est eile qui nous interessera
desormais.

En geometrie elementaire, les raisonnements sont toujours
diflficiles. Leur justification psychologique exige premierement
une distinction nette entre l'hypothese et la conclusion; il faut
ensuite que la conclusion paraisse incertaine ou douteuse et

Archives des Sciences. Vol. 1, fasc. 3. 1948. 30
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enfin que l'hypothese semble plus sure que la conclusion. Le

probleme logique est tout different; il consiste seulement ä

savoir si une proposition en implique une autre; l'implication
est une relation logique, sans aucun lien avec la realite physique.
En fait, le souvenir que laisse trop souvent la premiere etude
de la geometrie est entache d'un malaise; les diflicultes semblent
avoir ete creees ä plaisir et arbitrairement ou tout le probleme
parait mal pose, etre incoherent ou sans but bien clair. Ce

malaise a une cause psychologique. Si les enfants sont capables
de raisonnements logiques elementaires des l'äge de douze ans,
ils sont loin d'etre mürs pour l'elaboration d'un edifice logique,

pour la comprehension de la classification des propositions en

hypotheses, axiomes ou postulats et en theoremes reposant sur
les premiers par l'intermediaire d'une relation logique. Si ce

jeu parait du plus haut interet ä l'adulte cultive, cela n'est qu'ä
la suite d'efforts considerables. L'existence meme de cet
ensemble d'efforts laisse supposer que ces matieres sont suscep-
tibles de perfectionnements et c'est bien ce que montre i'etude
de l'histoire de la science.

** *

L'etat le plus parfait d'une science logique est atteint lorsque
c.elle-ci a ete axiomatisee, et enfin lorsqu'il a ete possible de

montrer l'independance et la necessite de tous les axiomes.

La encore, la perfection n'est atteinte nulle part et, notamment
en geometrie, plusieurs systemes d'axiomes se disputent les

suffrages des interesses. D'ailleurs, ainsi que nous le verrons, il
ne semble pas qu'il soit possible d'assurer le caractere definitif
d'une science sans la condamner peut-etre ä la sterilite, avec

ceux des domaines de la connaissance qui s'appuient sur elle.

Pour voir d'un peu plus pres les caracteres d'une science

axiomatique, relisons quelques lignes de Hilbert, extraites de

ses Fondements de la Geometrie: « Nous imaginons, dit-il, trois
difTerents systemes d'objets: nous nommons points les objets
du premier Systeme et nous les designons par A, B, C, ...; nous
nommons droites les objets du deuxieme Systeme et nous les

designons par a, b, c, ...; nous nommons plans les objets du
troisieme Systeme et nous les designons par a, ß, y, »
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Puis, plus bas: « Nous imaginons diverses relations entre les

points, les droites et les plans; nous designons ces relations par
des mots tels que etre sur, passer par, entre, parallele, congruent,
continu; la description de ces relations, precise et appropriee
au but des mathematiques, est donnee par les axiomes. »

Ces quelques phrases montrent combien nous sommes

eloignes des considerations psychologiques precedentes. Elles

montrent que non seulement le geometre s'interdit tout recours
ä l'experience, mais qu'il renonce ä toute description effectuee

par l'intermediaire d'une figure. II s'elTorce de faire abstraction
de tout recours ä l'intuition pour construire un edifice logique
aussi pur que possible. Mais l'esprit humain possede un carac-
tere d'unite qui l'empeche d'eliminer arbitrairement une de ses

facultes. Qu'il le veuille ou pas, l'intuition subsiste chez le

mathematicien et ce serait une grave erreur que d'en negliger
les avantages ou d'en nier l'existence. L'intuition suggere les

propositions, elle-meme incitee ä cela par des figures, des

images, des objets. Mais l'intuition ne donne pas le moyen de

determiner si la proposition suggeree est toujours valable, ou
mieux celui de preciser les conditions de validite de la proposition

etudiee. Pour eliminer cette difficulte, on opere par l'ar-
tifice de l'exemple negatif. Ce procede logique n'est pas speci-
fique ä la geometrie.

Analysons le procede de l'exemple negatif. Un theoreme se

presente sous la forme suivante: si un objet satisfait ä diverses

conditions donnees, D1? D.,, Dn, il obeit ä une conclusion C.

Les questions les plus importantes que l'on se pose sur un tel
enonce sont relatives aux donnees D. Sont-elles toutes neces-
saires La liste en est-elle complete Est-elle surabondante
Un theoreme est bien connu si toutes les conditions necessaires

et süffisantes le sont elles-memes. La methode de l'exemple
negatif consiste en l'artifice qui consiste ä construire un objet
logique qui satisfait aux donnees D, mais pas ä la conclusion C.

On demontre ainsi la faussete de la proposition consideree,

meme si celle-ci est suggeree par de nombreux motifs intuitifs.
Pour illustrer ce qui precede, nous allons examiner quelques

cas particuliers de l'emploi de l'exemple negatif dans l'etude
de la geometrie. Cette etude nous conduira ä quelques remarques
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relatives ä la construction des systemes d'axiomes dont l'interet
depasse la seule geometrie.

** *

Nous basant sur l'observation intuitive, enon<;ons quelques
proprietes des courbes. Soit A un point d'une ligne; prenons ce

point pour centre d'un cercle de rayon arbitraire; l'observation

suggere la proposition suivante: quelque petit que soit le rayon
d'un cercle centre sur un point d'une courbe, il existe des points
de la courbe interieurs ä ce cercle. Cette propriete exprime le

caractere continu de la. ligne.
Pour dessiner une ligne on deplace generalement une pointe

materielle; le mouvement de cette pointe est bien determine en

chaque point de la courbe; ce mouvement est caracterise

geometriquement par la tangente ä la courbe. L'intuition
conduit ä la proposition suivante: toute courbe representable

par le mouvement d'un point possede une tangente en chaque

point. Mais la condition exprimee par les termes « representable

par le mouvement d'un point» est-elle necessaire Ne semble-

t-il pas que toute courbe continue possede une tangente
D'une courbe qui possede une tangente on dit parfois qu'elle
est reguliere. Toute courbe continue n'est-elle pas reguliere
On le croyait jusqu'ä Weierstrass. Dans un instant nous ver-
rons un exemple de courbe continue non reguliere.

Deux autres suggestions dues ä l'intuition sont les suivantes:
One ligne de longueur finie ne peut etre disloquee de telle sorte

que ses points occupent toute une surface; toute ligne tracee
ä l'interieur d'une surface finie ne peut etre de longueur infinie.
Ici encore, nous allons voir que l'intuition est trompeuse.

Pour donner un exemple simple de courbe continue, sans

tangente et dont tout arc est de longueur infinie, examinons la
courbe de v. Koch. Construisons un segment de droite dirige
AB; partageons-le en trois parties egales AC, CD, DB et, sur
le tiers intermediaire CD, construisons le triangle equilateral
CDE, place ä gauche de AB. Sur les quatre segments diriges
AC, CE, ED, DB, repetons la meme construction, et cela

indefiniment. La courbe de v. Koch est le lieu des sommets des
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triangles equilateraux precedents. Cette courbe est continue,
car ä l'interieur de tout cercle centre sur un point de la courbe

il existe des sommets de triangles consideres. Pour essayer de

tracer une tangente ä la courbe, joignons deux de ses points
P et Q par une droite. Relativement au cöte de triangle
equilateral passant par P, cette secante a deux directions extremes

possibles; eile lui est superposee ou eile fait avec lui un angle
de 30 degres. Faisons varier le point Q de fa?on ä le rapprocher
de P; la secante PQ oscille constamment entre ces deux

Fig. 1.

positions extremes sans jamais tendre vers une limite bien
determinee. Or comme la tangente est par definition la position

limite de la secante, si elle existe, la remarque precedente
conduit ä la conclusion que la courbe de von Koch ne possede

aucune tangente en aucun de ses points. Malgre sa continuity,
la courbe de von Koch n'est pas reguliere.

Essayons de nous faire une opinion sur la longueur de la
courbe comprise entre les deux points A et B. Remplacer le

segment AB par le contour ACEDB, c'est en multiplier la

longueur par 4/3. Repeter cette operation indefiniment, c'est

multiplier indefiniment la longueur AB par 4/3, c'est-a-dire la
faire croitre au delä de toute limite. La longueur de la courbe

comprise entre A et B est done infinie; la proposition s'etend
facilement ä tout arc de la courbe. Toute la courbe est contenue
ä l'interieur ou sur le contour du triangle ABE. Toute surface
fermee contenant ce triangle ä son interieur contient aussi une
infinite d'arcs de courbe de longueur infinie, ce qui met en

defaut une seconde suggestion de l'intuition. Au contraire,
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l'exemple cite montre que la continuity n'implique pas la

regularity et qu'un arc de courbe de longueur infinie peut etre

imagine a l'interieur d'une portion finie de plan.

** *

La courbe de von Koch va nous permettre une autre remarque
paradoxale. Toute courbe, semble-t-il, doit etre un lieu de

points. Cependant, une courbe peut etre engendree par ses

tangentes: plusieurs phenomenes d'optique, l'usage de la lime

pour realiser un contour metallique sont des exemples materiels
de ce trace d'une courbe par ses tangentes.

Les geometres ont imagine des transformations qui ä tout
point d'un plan font correspondre une droite de ce plan; l'une
des plus simples est celle dite par polaires reeiproques. Soit

un cercle de centre 0 et de rayon r; au point P du plan, on fait
correspondre la perpendiculaire ä OP qui est eloignee du centre
0 d'une longueur x telle que le produit x OP r2.

Transforations la courbe de von Koch par polaires reeiproques

par rapport ä un cercle de son plan; la courbe initiale ne possede

que des points et aucune tangente; la transformee n'a que des

tangentes et aucun point. Nous sommes ainsi conduits 4 la
notion d'une courbe lieu de droites mais ne possedant aucun
point; ce resultat est en contradiction avec l'intuition.

** #

l "ne autre courbe dont l'examen est suggestif est celle etudiee

par Peano. Dans un plan, considerons un segment AB que nous

prendrons comme unite de longueur. Deplafons ce segment

perpendiculairement ä lui-meme de sa propre longueur; dans

ce mouvement, le segment balaie un carre; dans ce carre, on

peut imaginer une infinite de positions distinctes du segment.
Malgre cela, il est possible d'etablir entre les points du carre
et ceux du segment une correspondence telle qu'ä tout point
du segment correspond un point du carre et, reciproquement,
qu'ä tout point du segment, il correspond un point du carre.

Pour cela, divisons le segment AB en neuf parties egales AG,

CD, KB. Divisons le carre en neuf carres partiels par des
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paralleles aux cötes et division en trois des cötes. Numerotons

«es carres partiels de 1 ä 9 en commen^ant par celui ayant
sommet en A: comme numeros 2 et 3 prenons les deux antres

adjacents ä AB; attribuons le numero 4 ä celui adjacent ä 3.

puis 5 et 6 aux deux, respectivement voisins de 2 et 1; quant
aux numeros 7, 8 et 9, donnons-les ä la derniere ligne de carres,

< \/\ F\
iX /

M,

AG DE F G H 1KB12)4)6789
Flg.

en commemjant par celui adjacent ä 6. Cela fait, menons les

diagonales AMj du premier carre, MXM2 du deuxieme, M2M3 du
troisieme, et ainsi de suite. Nous obtenons une ligne brisee

AMjM^... A chacun des segments la composant, faisons cor-
respondre le segment de meme numero pris sur AB. Cela fait,
repetons la meme construction sur chaque carre partiel et sur
son segment correspondant, et cela indefiniment. La ligne
brisee passe arbitrairement pres de tout point interieur au
carre primitif: eile occupe done tout ce carre; ä chacun des

segments qui la composent, correspond un segment bien deter-
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mine de AB, et reciproquement, a tout segment infiniment

petit de AB correspond un segment infiniment court pris ä

l'interieur du carre primitif. En quelque sorte, le segment

primitif a ete disloque en ses composants infinitesimaux et
ceux-ci repartis sur le carre de faijon ä le recouvrir en entier.

lei encore, la conclusion a un caractere paradoxal du ä la contra¬

diction entre l'intuition et 1'etude logique. La notion intuitive
de courbe est plus restreinte que celle fournie par la raison,

a condition d'employer la notion de passage ä la limite. Or le

passage ä la limite est indispensable ä la geometric elementaire.

L'esprit repugne ä l'idee d'imposer une limitation ä l'emploi
d'une de ses operations fondamentales.

* *

Certains problemes pratiques conduisent parfois ä des etres

mathematiques d'une complication inattendue. Citons par
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exemple une courbe etudiee recemment par M. de RhamL Rien

ne semble plus inoffensif au point de vue mathematique qu'un
manche d'outil. Cependant, l'etude de la construction de ce

manche va etre fort instructive. Pour tailler un manche « rond »,

l'ouvrier part d'un prisme de bois de section carree. Divisant
longitudinalement chaque face en trois parties egales, il abat
les coins et, sur l'octogone irregulier ainsi obtenu, il repete

l'operation de division en trois et d'ablation de l'arete. L'etude

mathematique de la courbe vers laquelle tend la section droite
du manche, lorsque l'operation est indefiniment repetee, conduit

aux conclusions suivantes. La courbe est continue; eile

possede partout une tangente. Etudions son cercle de courbure

en un point quelconque. On sait que pour bien tracer une courbe,
le dessinateur la remplace souvent par une suite d'arcs de

cercles; on conijoit qu'en augmentant indefiniment le nombre
de ses arcs, il doit etre theoriquement possible de tracer la

courbe avec une precision indefinie. Or l'etude de notre courbe-

montre l'impossibilite de la construction de ce cercle en une
infinite de points de tout arc de la courbe, mais pas en tous.
Cette impossibility est due au fait suivant. Pour que la
determination de cercle de courbure soit possible, il faut que la
tangente ä la courbe varie de fa<?on continue; cela n'est pas
le cas en un point anguleux. Or la construction meme de la
courbe consideree multiplie indefiniment ces points singuliers.

Nous venons de voir quelques cas oil la methode de l'exemple
negatif exclut la compatibility de certaines propositions. Le

procede peut aussi fournir des resultats positifs et montrer la
necessite d'avoir recours ä certains axiomes pour l'elaboration
de la science. On prouve en meme temps l'independance de

cet axiome de ceux qui ont pu etre enonces precedemment.
Par exemple, pour montrer la necessite et l'independance de

l'axiome dit d'Archimede, nous allons examiner la notion

1 Revue de mathematiques e'lementaires, II, n° 4, p. 73; n° 5, p. 89,
1947.
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d'angle lunaire de Klein. L'axiome d'Archimede a la teneur
suivante: par multiplication d'une grandeur on peut atteindre
toute grandeur finie de meme nature. Par exemple par
multiplication d'un angle, on doit pouvoir atteindre tout angle
donne. Cela est vrai pour la notion ordinaire d'angle, mais
suivant ce que l'on entend par ce terme, la proposition n'est

Fiü. i.

pas toujours vraie. Dans un plan, considerons tons les cercles

qui passent par un point C, les droites comprises, car elles

constituent des cercles de courbure nulle. Appelons angle
lunairc l'espace compris entre deux d'entre eux. Pour alleger
l'expose, contenons-nous d'examiner les angles lunaires dont
Tun des cotes est la droite CA. Definissons l'inegalite de deux

angles lunaires. De deux angles lunaires ACB et ACD, le plus
petit est celui dont le second cote CB ou CD est le plus voisin
de CA, au voisinage de C. De tous les angles lunaires de cote

CA, tous ceux dont le second cöte est tangent ä CA sont
moindres que l'un quelconque de ceux dont le second cote CX est

rectiligne. Pour la suite, seuls presentent de l'interet les

operations effectuees sur les angles lunaires dont le second cote

est un cercle tangent ä CA. Definissons l'addition de tels

angles. Soient b et d les rayons des cercles constituant les seconds
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cötes des angles lunaires ACB et ACD. L'angle lunaire ACE
sera dit la somme des deux angles ACB et ACD si le rayon e

du cercle qui constitue son second cote est donne par l'equation
1/e l/b + 1/d. C'est dire que la courbure du cercle de rayon e

est egale ä la somme des courbures des deux autres. De ce qui
precede, on tire facilement la multiplication par un entier. Le

ra-uple d'un angle lunaire a pour second cöte un cercle de

rayon n fois moindre que celui de l'angle multiplie. Quel grand

que soit n, cet angle lunaire ne sera jamais egal ou superieur a

tout angle lunaire ACX de second cote rectiligne. Les angles
lunaires constituent done un ensemble d'objets logiques
n'obeissant pas a l'axiome d'Archimede. Celui-ci est done

independant des axiomes d'addition ou de multiplication. En
developpant un tel Systeme logique, on aboutit ä la constitution

de ces geometries non-archimediennes dont l'elaboration
a ete l'une des ceuvres du dernier demi-siecle.

L'exemple precedent montre le geometre profitant de l'ambi-
gulte de l'objet« angle » pour resoudre un probleme de relation
logique. Cet artifice de l'emploi d'une notion analogue ä une
notion courante, mais distincte tout de meme, est tres frequent
dans l'ötude des fondements de la geometrie. Dans ses travaux
de philosophie scientifiique, Poincare, par exemple, demontre

comme suit la compatibility logique de la geometrie non-eucli-
dienne. Considerons dans un plan, dit-il, une droite a et
l'ensemble de tous les demi-cercles c dont le centre est un-point
de a et qui sont situes dans l'un des deux demi-plans determines

par a. Appelons pseudo-droites ces demi-cercles; ces pseudo-
droites satisfont aux proprietes fondamentales des droites :

deux de ses points determinent une pseudo-droite; deux pseudo-
droites, si elles se coupent, le font en un point. Appelons pseudo-
distance de deux points une fonction appropriee (le logarithme
du rapport anharmonique) des deux extremites du segment
considere et des deux intersections de la pseudo-droite passant

par elles avec la droite a. La fonction choisie est telle que la
pseudo-distance d'un point quelconque d'une pseudo-droite ä
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l'une des intersections de celle-ci avec la droite a est infinie. Si

nous considerons comme paralleles deux pseudo-droites qui
ont un point commun sur la droite a, done a 1'infini, on constate

que toute droite possede deux paralleles passant par un point
donne. La geometrie des pseudo-droites est une geometrie de

Lobatschefski, puisque l'axiome caracteristique de cette
geometrie est l'existence de deux paralleles ä une droite passant

par un point donne. Supposons cet axiome incompatible avec
les autres axiomes de la geometrie; e'est dire qu'il est possible

de decouvrir une proposition, basee entre autres sur cet axiome,
qui est en contradiction avec une consequence des autres
axiomes de la geometrie. Si cela etait, on trouverait deux

proprietes contradictoires relatives aux pseudo-droites de

Poincare, done aux systemes de cercles orthogonaux ä une
droite donnce. Une contradiction dans la geometrie plane de

Lobatschefski en impliquerait done une dans la geometrie
cuclidienne ordinaire. L'echec logique de l'une de ces
geometries entrainerait celui de l'autre. Comme nous avons de

bonnes raisons d'admettre la compatibility logique de la
geometrie enclidienne, la geometrie non-euclidienne de
Lobatschefski a la meme droit ä l'existence logique que cette
geometrie euclidienne.

** *

Un autre sujet moins connu que l'exemple precedent est le

role de la proposition de Desargues relative aux triangles
homologiques et ses relations avec la « dimensionnalite» de

de l'espace. La proposition de Desargues est la suivante: Si,
dans un plan, deux triangles se correspondent de telle sorte
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que leurs cötes homologues ont leurs points d'intersection

alignes, les sommets correspondants sont alignes sur un point.
Cet enonce ne fait appel qu'aux proprietes d'incidences de

droites et de points; il n'exige aucune connaissance des notions

metriques de longueur, d'angle ou d'egalite de triangles. Si dans

l'enonce precedent, on remplace les mots « dans un plan » par
l'expression « dans l'espace », et que Ton exclue ainsi le cas de

la coplanarite des deux triangles, la proposition est presque
evidente, comme resultant de la section par deux plans d'une

surface pyramidale. Admettant la proposition dans l'espace,

il est facile de la demontrer dans le cas du plan, par deux
applications successives de la propriete de l'espace. On obtient ainsi
le theoreme de Desargues relatif aux triangles homologiques.
Mais la proposition relative aux triangles plans exclut dans

son enonce tout recours ä l'espace. Une sorte d'intuition
logique conduit ä chercher une demonstration du theoreme

relatif au plan basee, comme celle relative ä l'espace, sur les

seules relations d'incidence, done independante des axiomes

metriques. Cette demonstration n'existe pas, car, si elle exis-

tait, elle impliquerait une contradiction dans la geometrie de

certains groupes de cercles.

Voici comment Hilbert demontre cette affirmation. Con-

siderons une ellipse d'axes a et 2a, et sur le grand axe, un

point F distant du centre de la courbe de 3a. On demontre que
si un cercle passe par F, et s'il coupe l'ellipse, il ne le fait jamais
en plus de deux points. Dans le plan de l'ellipse, tra?ons une
droite d qui coupe l'ellipse en deux points D et D'. Menons le

cercle FDD' et appelons pseudo-droite la ligne formee par les

deux demi-droites portees par d, d'extremites D et D', exte-
rieures ä l'ellipse et l'arc DD' du dernier cercle. Si D et D' sont
confondus ou n'existent pas, la pseudo-droite est confondue

avec la droite. En particulier, le grand axe de l'ellipse est une

pseudo-droite.
Le petit axe et un diametre quelconque de l'ellipse portent

tous deux une pseudo-droite et Ton verifie facilement que
l'intersection de ces deux pseudo-droites n'appartient pas au

grand axe. Les trois pseudo-droites portees par le grand axe,
le petit axe et un diametre quelconque ne sont done pas con-
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courantes, tandis que les droites qui les portent le sont. Sur
chacune de ces trois droites, marquons une paire de points;
nous formons ainsi deux triangles dont les sommets sont alignes
sur le centre de l'ellipse; selon le theoreme de Desargues, les

intersections des cötes homologues de ces triangles sont
alignees sur une droite m\ en choissisant les sommets des

triangles de fa9on appropriee, on pourra faire que la droite m
et les triangles soient entierement exterieurs ä l'ellipse. Les

triangles et m appartiendront done ä not.re Systeme de pseudo-
droites. Les deux triangles obeiront ä l'hypothese du theoreme
de Desargues mais pas ä la conclusion. Ce theoreme ne saurait
done resulter de la seule consideration des axiomes plans
d'incidence.

Ces remarques sont d'un interet capital lorsqu'on se propose
de constituer l'ensemble des axiomes de la geometrie projective
plane. La geometrie projective est celle qui limite son ambition
ä l'etude des proprietes d'incidence et d'alignement. Dans cette

geomötrie, le recours au theoreme de Desargues est indispensable

et frequent. Comme sa demonstration est impossible en

geometrie plane, cette proposition devra etre admise comme

postulat. Supposons au contraire que l'on aborde immediate-



GEOMETRIE ET THEORIE DE LA CONXAISSANCE 479

ment l'etude de la geometrie projective de l'espace. Le fait
d'admettre les axiomes d'incidence relatifs aux plans implique
le theoreme de Desargues. Nous avons done l'exemple d'une

propriete qui est un theoreme en geometrie de l'espace et un
axiome en geometrie plane. A un certain point de vue, la
geometrie de l'espace est done logiquement plus simple que la
geometrie plane.

** *

La notion de dimension apparait encore dans un autre
domaine encore plus simple. Examinons les proprietes des

points d'une droite et, ä leur sujet, le groupe des trois axiomes
dits de l'ordre:

1. Si A, B et C sont trois points d'une droite, et que B soit
entre A et C, B est entre C et A et n'est ni A ni C.

2. Si A et C sont deux points d'une droite, il y a toujours
sur la droite au moins un point B situe entre A et C et au moins

un point D tel que G est entre A et D.

3. De trois points d'une droite, il n'y en a qu'un qui est entre
les deux autres.

Si l'on se propose d'etudier la geometrie des points de la

droite, en faisant abstraction de tout point exterieur ä celle-ci,
on a besoin de la proposition suivante:

4. Si l'on donne sur une droite un nombre quelconque de

points, ceux-ci peuvent etre mis dans l'ordre A, B, C,... L, de

telle sorte que
B est entre A et les autres points C, D,... et L,
G est entre A et B d'une part et D... L, d'autre part, et ainsi

de suite.

En faisant usage des propretes du plan, la proposition 4 peut
etre demontree en s'appuyant sur les trois premieres et les

axiomes du plan. Par contre on ne connait pas de demonstration
de cette propriete basee exclusivement sur les axiomes de la
droite et l'on ignore si cette demonstration est possible.
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Les deux derniers cas etudies montrent avec quel soin doit
etre elabore un Systeme d'axiomes. En effet, adjoindre ä la

geometrie de la droite celle du plan fait passer certaines

propositions du rang d'axiome ä celui de theoreme; le meme fait
se presente lorsqu'on adjoint la geometrie de l'espace ä celle

du plan. On peut se demander si la seule extension ä l'espace
tridimensionnel sufTit pour simplifier au maximum notre
Systeme d'axiomes. Ce que Ton sait, dans l'etat actuel de nos

connaissances, e'est que l'emploi de l'hyperespace est fecond en

en ce sens qu'il permet de trouver parfois des demonstrations
simples et breves pour des proprietes de l'espace ordinaire,
mais il est impossible de repondre de fa^on satisfaisante ä la

question posee ci-dessus. Baser toute la geometrie vsur celle de

l'hyperespace pour passer ensuite ä l'etude des applications ä

l'espace ordinaire est evidemment une operation fort belle de

1'esprit. Riemann a ete un initiateur en cette matiere et les

physiciens theoriciens ont largement probte de ces travaux qui
ont pris un caractere fortement analvtique et algebrique. Du

point de vue strict de la geometrie logique, le travail reste ä

faire. II est delicat et peut paraitre quelque peu factice, car,
dans le fond, le röle des espaces physiques observables n'est

jamais totalement elimine par 1'esprit.

Un exemple typique du röle de ces modeles est celui du ruban
de Mcebius. Si ä une personne non avertie on pose la question
de savoir si une surface possede deux cötes, la reponse risque
fort d'etre un haussement d'epaules. Ici encore toute depend
du sens que Ton donne ä la question. Dans une region sufiisam-

ment petite de la surface, l'observation montre bien 1'existence

des deux faces, dont l'une, pour suivre une suggestion de

M. Wavre1, pourra etre couverte de «oui» et l'autre de «non».
Mais si l'on ne fait pas la restriction exprimee par les termes
« dans une region suffisamment petite », il peut devenir impos-

1 Rolin Wavre, La logique amüsante, p. 10. Ed. du Mont-Blanc,
Geneve, 1946.
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sible de distinguer le cöte des « oui » de celui des « non ». Pour
le montrer, Mcebius a imagine l'operation suivante. Soit un
rectangle de papier ABCD, oü AB et CD sont les grands cotes,
BC et DA les petits. Courbons la feuille de telle sorte que les

deux extremites A et C d'une part, B et D d'autre part des

deux diagonales soient confondues et collons Tun sur l'autre
les cötes BC et DA. La surface obtenue est telle que si Ton

commence ä couvrir de « oui » Tun de ses cotes, on en recouvre toute

la surface, des deux cötes, sans jamais franchir de bord. D'un
point de vue global, la surface de Mcebius constitue une
surface ä un seul cöte.

On pensera qu'il ne s'agit lä que d'une curiosite sans
application. II n'en est rien; les praticiens font parfois usage de

pareilles surfaces. Si Ton suit attentivement une ligne tele-

phonique posee sur les poteaux d'une ligne de tramway, on
constate qu'ä intervalles reguliere, les deux fils du telephone
sont permutes afin d'obtenir que le flux magnetique du ä

la ligne principale soit inverse de place en place; on elimine
ainsi des forces electromotrices d'induction qui empecheraient
tout emploi de l'appareil sensible qu'est le telephone.

Fig. 7.

*

La demonstration donnee plus haut de fapon experimen-
tale par le ruban de Mcebius ne peut satisfaire entierement le

Archives des Sciences. Vol. 1, fasc. 3. 1948. 31
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mathematicien. Darboux a demontre rigoureusement d'une
categorie considerable de surfaces qu'elles sont ä un seul cöte,
et cela par la methode analylique. Au fond, sa demonstration

repose sur une remarque dont un cas elementaire revient ö. la
question suivante: qu'est-ce que l'interieur d'un 8 Imaginons
un observateur qui decrit l'une des boucles de fagon ä en avoir
constamment l'interieur ä sa gauche. Au moment oü il franchit
le point de croisement, supposons qu'il continue ä considerer
l'interieur comme etant ä gauche. II appellera exterieur du 8

le domaine qui, apres parcours complet de la courbe, n'aura
jamais ete ä sa gauche: dans ce cas l'exterieur du 8 serait ce

que nous appelons l'interieur de la boucle d'oü l'observateur
n'est pas parti. Le caractere paradoxal de cette conclusion pro-
•vient du fait que l'on a franchi sans precaution le point de

croisement. Ce point constitue ce que le mathematicien appelle
une singularity de la courbe. Le röle des singularites est tres

important dans un grand nombre de problemes. C'etait le cas
dans la courbe de von Koch. Ce sera aussi le fait de negliger
l'importance des singularites qui donnera un caractere
paradoxal ä un dernier exemple, relatif ä la geometrie de l'espace

que nous proposons d'examiner, celui des surfaces develop-
pables non reglees.

** *

Les surfaces developpables sont celles que l'on peut obtenir

par deformation d'un plan, sans allongement ou retrecissement
des lignes qui y sont tracees, sans dechirure ni duplicature. On

voit facilement que si l'on mene toutes les tangentes ä une
courbe de l'espace, la surface ainsi engendree est developpable.
Cette sorte de surface developpable comporte une infinite de

generatrices rectilignes. Sur toute surface developpable, les

theoremes de la somme des angles des triangles ou celui de

Pythagore sont vrais. Peut-on affirmer que toute surface
developpable possede des generatrices rectilignes Beaucoup de

geometres Font admis, sans songer ä expliciter l'hypothese
qu'ils faisaient de n'envisager que des surfaces sans points
singuliers. Cependant, il existe des surfaces applicables sur le

plan qui ne contiennent pas de droites, surfaces dont, dit
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M. Bouligand, une feuille de papier indefiniment froissee nous
donne l'intuition. Meme ainsi que l'a montre M. Lebesgue, les

tangentes ä la courbe gauche n'engendrent-elles une surface

developpable qu'en l'absence de certaines singularites.
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Pour dormer un exemple geometrique d'une surface deve-

loppable sans generatrices rectilignes, considerons un Systeme
d'axes rectangulaires XOY de la geometrie analytique elemen-
taire. Tra^ons les deux demi-droites issues de l'origine situees
ä droite de Taxe des x et faisant un angle de 45° avec cet axe.
Faisons tourner la figure autour de Taxe des y. On engendre
ainsi les deux nappes a et t d'un cone de revolution. Coupons
le cöne par des cylindres de revolution d'axe OY et qui coupent
l'axe OX et les points succesifs At, A2, A3, Sur le demi-cöne
es retenons les portions csv cs2,... respectivement comprises entre
le sommet 0 et le cylindre par A4, entre les cylindres par A2 et
celui par A3, puis entre A4 et A5 et ainsi de suite. Sur la seconde

nappe t, retenons les portions t4, t2, respectivement
comprises entre les cylindres par A4 et A2, celle entre A3 et A4 et
ainsi de suite. Le petit parallele d'une portion a a meme
grandeur que le grand de la portion t. II en est de meme pour
le grand parallele d'une portion t et le petit d'une region a.

Deplagons chacune des portions parallelement ä l'axe OY, de

faijon ä superposer les paralleles egaux. On obtient ainsi une
surface de revolution ä rigoles concentriques. Cette surface est

evidemment developpable, puisque les cones le sont. Elle ne
contient aucune droite, mais bien des segments de droite de

longueur inferieure ä une certaine limite, proportionnelle ä la

plus grande des distances qui separent deux consecutifs des

points A. En reduisant suffisamment cette distance maximum,
on trouvera que notre surface developpable ne porte aucun

segment de longueur superieure ä une valeur donnee d'avance.
Nous avons bien construit une surface developpable non reglee,
mais celle-ci comporte une infinite de points singuliers sur les

paralleles de raccordement des diverses regions a et t.

*
4c *

Allonger la liste de ces exemples serait fastidieux. Ce qui
precede suffit pour justifier quelques conclusions relatives ä

l'etablissement des bases d'une science logique et peut-etre
aussi pour montrer l'influence constante des progres d'une
science nouvelle sur la science deja etablie.
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L'ideal de toute science est de devenir aussi deductive que
possible. Pour cela, il faut choisir comme point de depart un
ensemble d'axiomes appropries. Ce choix est suggere par
l'intuition. Celle-ci est incapable de distinguer entre les axiomes

compatibles et ceux qui ne le sont pas: il lui est meme fort
difficile d'expliciter tous les axiomes qui reellement sont
utilises. Seul un travail de critique permet cette mise en ordre des

propositions. Pour etre entierement satisfaisant, un Systeme
d'axiomes devrait etre total, c'est-ä-dire englober toute la
science actuelle et future. En effet, toute decouverte nouvelle,
toute extension de la science peut conduire ä une revision de

la science dejä construite, ainsi que nous l'a montre l'exemple
du passage de la geometrie Iineaire ä celle du plan, puis ensuite
l'extension ä l'espace. Des sciences autres que celle du nombre,
la geometrie est la seule dont l'axiomatisation soit quelque peu
avancee. De ce fait, eile constitue un modele pour la physique
avec laquelle eile a des liens nombreux et intimes. La physique
ne saurait se passer de la notion d'espace. Les progres de la

physique ont ete rapides depths le commencement de notre
siecle, ä tel point qu'a deux reprises au moins. par Introduction

de la relativite et celle des quanta, les physiciens ont du

reconstruire leur science. Ces adjonctions ä l'axiomatique geo-
metrique de domaines appartenant ä la physique peuvent etre
considerees comme des extensions analogues ä Celles dejä
etudiees en geometrie et que nous venons de rappeler. Dans

ces conditions, parier d'un Systeme total d'axiomes est une
impossibility, ou cela est contraindre la recherche scientifique
ä la sterilite. De ces considerations resulte la conclusion de

l'etat de probleme ouvert qu'est celui des bases logiques de la
science. II ne semble pas qu'il soit possible de prouver le bien-
fonde definitif de nos edifices logiques scientifiques. C'est au
contraire ä une revision constante des concepts fondamentaux

qu'il faut nous attendre, revision d'autant plus necessaire que
les progres de nos connaissances seront plus rapides.

Si la specialisation a ete, est et probablement sera encore une
condition necessaire de progres dans les techniques scientifiques,
eile risque, ä eile seule d'entrainer une transformation de la
science en une magnifique collection de techniques, chacune
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pleine d'interet; derriere cet ensemble risque de disparaitre le

but meme de l'activite de la pensee, but qui ne peut etre qu'un
essai toujours plus approfondi de decouverte des liens et des

coordinations entre les divers etres dont notre univers est le

siege, dans ce qui nous parait actuellement posseder la forme

materielle, autant que dans le domaine de l'abstraction et enfin

entre la matiere et l'abstraction. L'etude de l'histoire de la

pensee humaine montre que toujours les periodes de fecondite,
meme dans la technique appliquee, ont ete Celles oil la recherche
desinteressee a ete le plus poussee. Les progres de la recherche

exigent une mise en ordre des resultats. Celle-ci est l'ceuvre
des logiciens.


	La géométrie et la théorie de la connaissance

