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40 SEANCE DU 19 JUIN 1947

Seance du 19 juin 1947.

Andr6 Ammann. — Un theoreme concernant les suites infinies
de fauctions qui deviennent nulles en moyenne sur tout intervalle.

On peut dire qu'une suite infmie Fj(x) de fonctions reelles

devient nulle en moyenne sur l'intervalle aß si l'integrale

3

f (x) dx

a

tend vers zero avec 4-.
i

Une suite de fonctions reelles mesurables qui devient nulle
en moyenne sur tout intervalle ne converge pas necessairement

vers zero. Par exemple les fonctions de la suite

(x) (— pour
^

^

* <£<-4, 4 1...i,
qui presente cette propriete sur l'intervalle 01, restent egales ä

l'unite en valeur absolue. Cependant l'on a ce theoreme:

Une suite infinie de fonctions mesurables reelles Fi (x) qui jouit
sur le segment aß des proprietes suivantes:

1° l^es fonctions F; (x) sont bornees dans leur ensemble.

2° Pour chaque x du segment aß on a

lim (Fi__ j — Fj) 0 (1)
{-* co

3° Pour tout segment a'ß' Interieur ä aß on a

ß;

lim I Fi[x) dx 0 oü a < a' < ß' < ß (2)
i-> oo *

a'

est telle qui1on puisse associer ä chaque valeur x riappartenant pas
ä un certain ensemble exceptionnel de mesure nulle une suite

infinie ir pour laquelle

lim F- (x) 0
r-ooo r
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La suite F^z) en d'autres termes admet le point d'accumu-
lation zero pour presque tous les x de aß.

Remarque: II suffirait que l'egalite (2) füt etablie pour tous
les segments a'ß' dont les extremites appartiennent ä un ensemble

partout dense sur aß.

Demonstration du theoreme: Si la suite Fj n'admet pas le

point d'accumulation zero, il existe un entier n tel qu'il n'v

points Fj. II existe alors un entier i0 assez grand pour que ce

segment ne contienne aucune Fj d'indice plus grand que i0, et

que pour tout i > i0 on ait

II en resulte que la suite des points Fj, pour les valeurs de i
qui depassent ig, reste toujours d'un meme cote du segment

L'ensemble des x pour lesquels la suite F; (x) n'admet pas
le point d'accumulation zero peut etre considere comme la
reunion d'une collection denombrable d'ensembles, ceux qui
correspondent ä des valeurs fixes de i0 et de n. II nous suffira de

demontrer que chacun de ces ensembles est de mesure nulle.
Nous pourrons meme nous limiter au cas oü l'on a pour tous les i
qui depassent i0:

Fj(x) > —' n

En effet, les valeurs de x qui donneraient lieu ä l'inegalite
\Fj (x) < — — sont aussi celles qui pour la suite — Fj (x) donne-

raient — Fj (x) > —. Comme la suite — Fj (x) verifie toutes

les hypotheses faites sur Fi? nous n'aurions encore qu'ä faire
la reunion de deux ensembles de mesure nulle. Nous designe-

rons par E(i0, n), ou plus simplement par E, l'ensemble des x

tels qu'on ait Fj(a;) > — pour tous les i> i0. Cet ensemble

est mesurable, puisqu'il resulte de l'intersection d'une collection

ait sur le segment qu'un nombre fini de



42 SEANCE DU 19 JUIN 1947

denombrable d'ensembles mesurables. II reste ä montrer que
sa mesure est nulle. On peut proceder ainsi:

Une certaine proportion seulement, 0 (ß — a), de l'inter-
valle aß peut presenter la circonstance qui caracterise les

points de E. Cette portion est un ensemble mesurable qu'on
peut enfermer «presque entierement» dans un Systeme fmi
d'intervalles. En appliquant ä chacun de ceux-ci le meme

raisonnement, on reduit encore l'ensemble des valeurs excep-
tionnelles possibles de x ä etre au plus une partie 62(ß — a)
de l'intervalle entier. On peut repeter ce raisonnement inde-

finiment, ce qui conduit ä enfermer les points de l'ensemble E

dans un systeme d'intervalles dont la longueur totale est moin-
dre que s. II est alors demontre que cet ensemble est de mesure
nulle.

Une demonstration plus elegante de cette derniere partie nous

a ete tres obligeamment communiquee par un mathematicien

etranger ä qui M. le professeur R. Wavre a eu la bonte de

souinettre cet essai. Nous esperons la publier prochainement
dans un travail plus etendu sur ce sujet.

Pour terminer nous voudrions encore faire remarquer que
le fait de pouvoir extraire pour chaque x (hors d'un ensemble

de mesure nulle) une suite F; qui converge en ce point vers zero,

ne nous assure pas de l'existence d'une suite extraite unique
prise dans la suite des fonctions F; qui aurait zero pour limite
presque partout. Bien au contraire nous avons pu construire

une suite de fonctions, ä laquelle s'applique le theoreme, et telle

qu'il soit necessaire d'extraire une suite F; differente pour
chaque valeur de x. C'est-ä-dire que dans cet exemple aucune
suite extraite ne converge vers zero en deux points distincts.

Dans une note ulterieure nous montrerons 1'application du

theoreme precedent ä l'etude des repartitions module un.
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