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1947 Vol. 29 Septembre-Decembre

LE CHAMP PROPRE ET L'INTERACTM

RES PARTICULES RE RIRAC

suivant 1'electrodynamique quantique

PAR

Jean PI KENNE
(suite et fin)1

III. LE SYSTEME ELECTRON-POSITRON

§ 1. — FONCTIONS D'ondes ET NIVEAUX SUIVANT LA THEORIE

de Pauli.

Nous avons montre plus haut (II, § 2 et 3) que les interactions
individuelles d'un electron et d'un positron avec le champ
quantifie donnaient lieu ä des interactions mutuelles magneti-

ques et d'echange dont l'ordre de grandeur est e2/c2 fois plus

petit que celui de l'interaction de Coulomb. Nous nous propo-
sons pour l'instant de ne tenir compte que de cette derniere;
nous n'introduirons les autres que par la suite (III, § 2) en les

eonsiderant comme de petites perturbations. Nous laisserons

egalement de cote les transitions optiques et l'annihilation reelle

dont rinfluence est encore plus faible ainsi que nous le verrons
plus loin (III, § 3).

1 Premiere partie v. Archives, [5J. 28, 233 (1946); [5], 29, 121 et
207 (1947).
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266 LE CHAMP PROPRE ET L'iNTERACTION

Dans Fapproximation actuelle l'equation d'onde du Systeme
electron-positron peut done s'ecrire

f e2 1
' — (coti Pi + ßi mc*) — (c a2 P 2 + ßaTOc2) f ^ (1)
I r12 J

La fonction d'onde ij; possede 16 composantes mais, puis-
que nous ne considerons ici que le cas de vitesses c faibles vis-avis

de c, les ijq- dont chacun des indices i et j est egal ä 1 ou 2

sont de loin les plus considerables et ne dependent pratique-
ment pas de e/c; nous les appellerons composantes non relati-
vistes. Les autres wi3- au contraire sont d'un ordre de grandeur v jc

ou e2/c2 fois plus petit suivant qu'un seul des indices est supe-
rieur ä 2 ou qu'ils le sont tous les deux. II est d'ailleurs aise

d'eliminer ces composantes relativistes des equations (1) si pour
chaque on se limite au premier terme de son developpement
suivant les puissances croissantes de cjc. Cette methode est

analogue ä celle qui permet, dans le cas d'une seule particule,
de passer de l'equation de Dirac ä celle de Pauli lorsque e/c <(<( 1.

Ici, on trouve de cette faijon que chacune des quatre composantes

non relativistes, dont l'ensemble forme la fonction d'onde
de Pauli du Systeme, obeit ä l'equation de Schrödinger

a 2 2,
P P e \

\3k + lk-d* ** (2)

Pour resoudre celle-ci, nous utiliserons comme variables les

coordonnees du centre de gravite et les coordonnees relatives
representees par les vecteurs attaches ä l'origine:

R

J

(A + K)
(3 a)

En introduisant les moments canoniquement conjugues ä ces

variables
P p\ + p2

i 1 \ (3
<» ~n Pi)
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l'equation de Schrödinger s'ecrit

p2 77)2 p2

m + (r)

oil M0 2m est la masse totale du Systeme tandis que
1

[i0 — m est la masse reduite correspondant au mouvement

relatif.
Par consequent chaque composante de ^ peut etre ecrite sous

la forme du produit de l'onde de de Broglie du centre de gravite
doue de la masse totale M0 du Systeme et d'une fonction d'onde

hydrogenoide

Xjsl (p) Pf (COS 0) eim»

correspondant ä la masse reduite p.0. L'energie ne depend pas des

nombres quantiques l et m. Comme les composantes <jq- satis-
font independamment ä l'equation de Schrödinger on peut
choisir arbitrairement chacune d'elles parmi toutes les fonctions

hydrogenoides de meme energie. Cette degenerescence elevee

provient en grande partie de ce que nous avons neglige les

interactions magnetiques et d'echange. Pour pouvoir introduire
celles-ci comme une perturbation nous devons, pour chaque
valeur de l'energie, choisir un Systeme de fonctions propres
adaptees ä la perturbation, c'est-ä-dire qui puissent etre consi-
derees comme limites de fonctions propres perturbees lorsque
la perturbation tend vers zero. On peut construire un tel
Systeme en utilisant la propriete dont il jouit de rendre diagonale

la matrice de l'interaction, ce qui nous ramene ä un pro-
bleme d'axes principaux. Mais il est plus commode d'avoir
recours ä la theorie des groupes de rotation. Afin de simplifier
le raisonnement, nous supposerons dorenavant que le centre de

gravite est au repos, ce qui ne constitue aucune restriction
puisque le mouvement d'ensemhle du Systeme est totalement
independant du mouvement relatif qui seul nous interesse
actuellement.

Lors d'une rotation autour du centre de gravite les diffe-
rentes fonctions d'onde de meme energie se transforment entre
elles lineairement; elles forment done un tenseur qui fournit une
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certaine representation du groupe des rotations. Ce tenseur est

completement reductible etant donne que toute representation
du groupe des rotations reelles est completement reductible 1.

Rappelons qu'un tenseur est reductible s'il est possible de

former un tenseur d'ordre moins eleve dont les composantes
soient des combinaisons lineaires a coefficients constants des

composantes du tenseur primitif. Dans le cas contraire le

tenseur est dit irreductible. Enfin le tenseur est dit completement
reductible si, moyennant une substitution lineaire convenable
de ses composantes, celles-ci peuvent etre partagees en plu-
sieurs suites formant chacune un tenseur irreductible. Dans le

cas du tenseur forme par les fonctions d'onde de meme energie

(non perturbee), l'interet principal de cette reduction resulte du

fait qu'elle fournit directement un Systeme de fonctions d'onde

adaptee ä toute perturbation V (c^, d^, ~p) invariante vis-ä-vis
des rotations autour du centre de gravite. Ce serait du moins
le cas si la decomposition etait univoque; dans notre probleme
elle ne le sera pas car nous pourrons extraire du tenseur
primitif plusieurs tenseurs irreductibles du meme ordre lineaire-
ment independants; toutes les combinaisons lineaires de ceux-ci
seront encore des tenseurs irreductibles; il faudra alors choisir
convenablement ces combinaisons. Ce choix fait, chaque
tenseur irreductible forme par r fonctions d'ondes correspond ä un
niveau perturbe presentant une degenerescence d'ordre r; tous
ces niveaux sont en general distincts.

Abordons maintenant la reduction du tenseur des fonctions
d'onde de meme energie. Nous pouvons tout d'abord le decomposer

en une suite de tenseurs d'ordre 4(21 + 1), avec
I 0, 1, 2, obtenus chacun en reunissant toutes les fonctions

d'onde lineairement independantes que l'on peut cons-
truire en ne faisant intervenir que les 21+1 fonctions de

Laplace de meme 1 qui se transforment lineairement entre elles

(de fagon irreductible). Si l'on convient d'ecrire toute fonction
d'onde tj; sous la forme d'une matrice

1 Cf. E. Cartan. Legons sur la theorie des spineurs. Act. Sc. et
Ind. Hermann 643. Paris, 1938. § 29 et 79.



DES PARTICULES DE DIRAC 269

et que l'on laisse de cote le facteur radial xE;(p) 9U* ne depend

pas de m, chacun de ces nouveaux tenseurs peut etre constitue

par les quatre suites

/Pf (cos 0) eimc? 0\ /O Pf (cos 6) eim!p\

V 0 0/
' \o 0 / '

(4)

/ „ ,W. » N

\Pf (cos 0) elm"> 0/ \0 Pf (cos 0) elm'*J

avec
m — l, — 1 + 1,... l — 1,1,

ou par toute suite se deduisant des precedentes par une substitution

lineaire non degeneree.
II nous reste ä reduire ces derniers tenseurs. A cette fin,

analysons tout d'abord la transformation d'une fonction d'onde

quelconque lors d'une rotation autour du centre de gravite G.

Supposons que celle-ci ait pour effet d'amener GP ä la posi-
——^

tion GP'; la nouvelle fonction d'onde (]/(!?') se deduit de

l'ancienne tp (P) par le produit de deux operations. La premiere,
dvx, consiste ä passer de tjfP) ä 41 (?') Par une translation ä

laquelle on peut substituer une rotation convenable autour de G

ä condition de considerer les composantes de comme des

quantites scalaires. La deuxieme, Öv2, fait passer de ^ (P') ä

y (P') par une rotation autour de P' ä la suite de laquelle les

se transforment lineairement comme les composantes ^(L'du
tenseur forme par le produit de deux spineurs (£x, ^2) et

Q. Si maintenant nous revenons au tenseur forme par les

fonctions d'onde de meme I nous voyons que ces dernieres se

transforment lineairement entre elles lors de cbacune des deux

operations Ölx et <Jv2. La premiere transformation resulte de

celle du tenseur irreductible forme par les 21 + 1 fonctions de

Laplace de meme l; la deuxieme correspond ä celle du produit
de deux tenseurs d'ordre y2 (spineurs).

En utilisant les notations d'E. Cartan, nous sommes done

ramenes ä la reduction de la representation completement reduc-

tible (Df xCDy^XCQy du groupe des rotations, probleme dont



270 LE CHAMP PROPRE ET L'INTERACTION

la solution est immediate. En effet, d'apres un theoreme

connu 1, X se decompose en les representations 0?+

et t0~', la premiere, de degre3, correspond aux etats triplets oil
les spins sont paralleles et la deuxieme aux etats singulets oil
les spins sont antiparalleles. Gette premiere decomposition
correspond done au couplage des spins entre eux. D'autre part, la

decomposition du produit de t£>;+ par iP+ ou ££L~ se rapporte
au couplage du spin total avec le mouvement orbital des etats

triplets et singulets. CQf x £'0+ donne lieu aux trois representations

tfytj et tOj+ x Öt>~ ä la seule representation cQf,

ce qui correspond ä trois niveaux dans le premier cas et ä un
seul dans le second; ces niveaux presentent des degenerescences
d'ordre 2/ + 1 avec / I + 1, I, I — 1 pour le triplet et / I

pour le singulet.
Pour developper le calcul il est commode d'introduire au lieu

des fonctions spheriques de Laplace PJ"(cos 0) eles fonctions

Y(0, 9) defmies de la faijon suivante:
Pour m > 0,

Les fonctions Y(0, 9) se transforment comme les produits
^i-m^i+m comp0santes (5l5 ^2) d'un spineur.

Revenons ä la reduction de la representation iOyXCOy. On

sait que le tenseur iL iL se decompose en deux tenseurs irreduc-
tibles

Y(6>9)-={l ~ m)! p(cos 6) eimtp

(l — m) (l — m-l) (l-m-2) (l-m-S) j„m_4 Q

2.4.(2Z — 1) (2Z — 3)
sinm 0 eimrf

Pour m < 0,

YJ»(0, 9) (-l)mY-m(6, 9)

1 E. Cartan. Loc. cit., § 68.
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et

£i £2 — ^ pseudo-scalaire

correspondant aux representations tO,- et (0^. Le signe 00

signifie que les premiers membres se transforment comme les

seconds; x, y, z representent les composantes rectangulaires
d'un vecteur; u1, u2, u3 peuvent etre considerees comme les

composantes contravariantes de ce meme vecteur si l'on prend
comme vecteurs de base

%. (- -j, °) ; ^ (0,0,1) ;

z-(j, -1 o

II resulte de la que la fonction d'onde ^ est de la forme

4, U1«! + U2 a2 + U3 a3

pour les etats triplets et de la forme

9 Vb

pour les etats singulets, ax, a2, a3 et b representant les matrices

—ca-—cri
5) <">

et U1, U2, U3 et V etant des combinaisons lineaires des Y(0, cp).

Vis-ä-vis de l'operation (Jl2

U1, U2, U3 ^ u1, u2, u3

tandis que V reste invariant.
D'autre part, on peut considerer la matrice u1 a1 + u2 a2 +

+ u3 a3 comme une representation du vecteur

+ u3e^

dans laquelle ax, a2, a3 jouent le role de vecteurs de base.

On sait que si 1'on fait tourner le vecteur on peut conserver
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les vecteurs de base et transformer les composantes de fagon
contravariante ou conserver les composantes et prendre de

nouveaux vecteurs de bases deduits des anciens par une
transformation covariante. II est d'ailleurs possible de remplacer les

transformations covariantes par des transformations contra-
variantes et reciproquement; il suffit pour cela de mettre le

vecteur sous la forme

u^e1 + M2e2 + M3C3

avec

"i 2 glh uk et ei S glk ?h

h k

§jk represenant le tenseur metrique fondamental que Ton

obtient immediatement en remarquant que le carre de la

longueur du vecteur a pour expression

2 glk ui uh t«2)2 — ul "3 + y2 + 32 •

Nous pouvons done ecrire sous la forme 2alUt avec

a1 2 gih ak

e'est-a-dire

al (S 2J' a2 (-i ~i)' a3==(,o !!)• (7)

Vis-ä-vis de tR.2 on peut considerer a1, a2, a3 comme des

quantites contravariantes et les Ui comme des constantes tandis

que, suivant cK1: les Ut subissent une transformation resultant
de celle des Y]. On voit ainsi que le tenseur des fonctions
d'onde de meme I est equivalent au produit des tenseurs irre-
ductibles

et

Y(0, 9) ^ (£0 +

(E,v E,2) et (E,t, £2) representant deux spineurs.
Or le tenseur ^1_s £21+s ?2+m se decompose en trois

tenseurs irreductibles d'ordres / Z + 1, I, I — 1 dont les
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(/ + m)-iemes composantes sont respqctivement les coefficients
de a)~m b"*+m dans Je developpement des polynomes 1:

®,+1 («?!+ b^)n(al[ +

(5, - 5S £) (a^ + b 5,)2'-1 (« 5; + 6 $*)

®M + iy21"2

Par consequent, en remplagant dans ces tenseurs les produits
^i~m £i+m ^ respectivement par les fonctions

Y (0, 9) et les matrices a1, a2, a3 dont les expressions ont ete
donnees plus haut (7), on obtient les trois tenseurs irreductibles
formes par les fonctions d'onde des trois etats du triplet ou plus
exactement par les facteurs angulaires 3Ujlm (0, 9) de ces fonctions

d'onde. Par leur construction ces tenseurs se transforment
comme ceux des Y(0, 9). D'autre part, si l'on veut que les

facteurs angulaires 1Mjjm (0, 9) des fonctions d'onde du singulet
satisfassent ä la meme condition, il faut que ceux-ci soient egaux
ä &Y(0, 9), la matrice b etant donnee par la formule (6 b).

Les expressions completes des facteurs 1wj-jm(0, 9) et

3Ujim(6, 9) se trouvent rassemblees dans le tableau suivant.

Singulets.

0 + Y (0 9)
ullm

"it.i + M.m

°u7-1. l,m

Yf (0 9) 0

Triplets.

(l + m) (l + m-1) Yf"1 (6, 9) - (I + m + 1) (l-m + 1) Y (0

-(l + m + 1) (l-m+ i)Yfl (8,9) (l-m) (l-m + 1) Ym+1 (0

(I + m) Yf-1 (0,9) m Y (0 9)

m Y (6,9) Y+1(0,<p)

Y-1 (0, 9) Yr (0,9)

Y (0,9) Y+1(0,9)

1 Cf. E. Cartan. Loc. cit. § 68.
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En representant par

<?) Njim <P> (8)

les fonctions angulaires normalisees par la condition

TT 27T

/ f | Uj;m (0 cp) |2 sin 0 d0 (£9 1 (9)

0=0 cp 0

on trouve les facteurs de normalisation suivants:

1N _±_ MJ /21 + 1 1

M'm 2 V(Z + TO)! (1 — m)!

3N,
1 (2*)! /

+ 1,1, m 2!1! V 2(1 + 1) V(i + m + 1) | (J_m + 1) |

1

.Nl,_ _ 4+y.21 +1
(10)

l'l'm \/4 7T 2(i! V 2/ (i + 1) y ^ ^

1 (21) /T~ 1

\/47t 2; 1! V 21, yy+ to —1)! (1 —to—1)!

Quant au facteur radial de la fonction d'onde, il est le

meme que dans le cas de l'atome d'hydrogene, sauf que le rayon
de Bohr b0 doit etre remplace par b 2b0.

Finalement la fonction d'onde de l'etat triplet ou singulet
caracterise par les nombres quantiques n, j, I, m, a pour
expression:

9 TT ?' -> —>

+I-P R
e

h

Vnjim (p) ^jlni ' <P)

yj-g
QQ

Si Xni(p) satisfait ä la condition de normalisation

00

J Xn! (p) dp 1

i'njim est normalisee sur l'espace tout entier pour p et sur
—>

le domaine interieur a un cube d'arete L pour R.
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Si P 0 l'energie propre est la moitie de celle du niveau
correspondant de l'atome d'hydrogene, c'est-ä-dire que

E„ jj_
'

n2 26
lie2
2

'

2ba
(19)

II nous reste ä mettre en evidence certaines proprietes des

fonctions d'onde que nous venons de construire.
En premier lieu elles sont fonctions propres des Operateurs

inscrits ci-dessous avec les valeurs propres correspondantes

m 2~7T

/(/ + i)

ni + i)(~y (i4)-M

KA)'s'

2 K

s(s + 11 (Ä)2

^2 7r) ^ | { I ^ 1(1 + 1) S (s + 1) }

Les Operateurs M, — 2 et J M — 2 representant le

moment cinetique orbital, la somme des moments cinetiques
des spins et le moment cinetique total tandis que s est le nombre

quantique de spin egal ä 0 ou 1 suivant qu'il s'agit d'un etat
singulet ou triplet. Pour etablir ces proprietes remarquons

d'abord que 3Z est le produit par de l'operateur

R* ir +z ö <p 2 z

correspondant aux rotations infinitesimales autour de 0z. En

effet, si l'on fait tourner le Systeme de reference d'un angle dtp

autour de Oz, s'accroit de

d<l' ||d<P + |-iSz<M<P>
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les deux termes se rapportant respectivement aux operations
lR1 et Öl2 precedemment envisagees. Comme pour des valeurs
determinees de / et I

ujlm (0 «P) ~ Yf (6 9)

ces deux fonotions correspondent ä la meme valeur propre
m de Rz, d'oü le resultat annonce pour Jz. Quant ä la propriete

relative ä J2 eile resulte immediatement de ce que, pour une

representation irreductible d'ordre / du groupe des rotations,
on a, d'apres un theoreme connu 1,

Rx + K + K + •

Pour les autres Operateurs les resultats indiques se verifient
sans peine.

En deuxieme lieu, l'ensemble des fonctions UJim forme un
Systeme orthogonal, normal et complet. L'orthogonalite decouie

du fait qu'il n'existe pas deux fonctions U caracterisees par les

memes nombres quantiques /', I, m, s. D'autre part, l'ensemble
des composantes des tenseurs reductibles dont nous sommes

partis forme visiblement un systeme complet; il en est de meme
de l'ensemble des composantes des tenseurs irreductibles obte-

nus puisque chaque tenseur completement reductible est
equivalent ä la reunion des quatre tenseurs irreductibles qui en sont
extraits.

§ 2. — Structure fine des niveaux.

Dans 1'approximation que nous avons consideree au para-
graphe precedent, tous les niveaux de meme nombre quantique
principal n correspondent ä la meme energie propre En. Nous

allons montrer maintenant comment cette degenerescence est

pour la plus grande part levee par l'introduction des energies

d'interaction magnetique et d'echange entre electron et positron.
Ces energies sont de l'ordre de grandeur de l'energie cinetique
multipliee par e2/c2; elles sont donnees en premiere approximation

par les formules II, § 2 (17) changees de signe, et II, § 3 (21).

1 E. Cartan, loc. cit., § 80.
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Nous nous attacherons surtout ici ä mettre en evidence l'in-
fluence des termes nouveaux, a savoir ceux qui contiennent la
fonction §(p). D'autre part, en developpant en serie Fenergie
cinetique relativiste d'une particule suivant les puissances de p
on obtient:

\/m? cl + p2 c2 — m c2 £-
2 m 8 m3 c2

Dans Fapproximation actuelle le terme classique n'est plus
süffisant; il faut conserver egalement le deuxieme terme. Celui-ci
se retrouve aussi en ramenant de fagon approchee l'equation de

Dirac ä une equation du type de Pauli1. Breit le trouve par une
methode analogue dans le probleme de deux electrons 2. Nous

sommes done amenes ä ajouter ä Fhamiltonien de Schrödinger,
en plus des interactions magnetiques et d'echange, le terme
relativiste:

P* + Pt
V„

8 m3 c2

Introduisons maintenant les coordonnees relatives et Celles

du centre de gravite que nous supposerons d'ailleurs au repos

(P 0). Les differentes energies de perturbation sont alors

representees par les Operateurs:

rrp
V. 4 TO3 c2

Vj 2m2 c2 {
p

®2 +
p3 l,k^'x,y,z 9l 9k °>l Wk }

vOI=

v1 - 3(s-p)M
\ a p3 | 4 4 p2 J

V V< + V" '

(1)

t
V?= f^2(|-3)8(P)

4 JT[X2 8 (p)

1 Frenkel, Wave mechanics. Advanced general theory, p. 299,
equ. 261a.

2 Breit, Phys. Rev., 34, 1929, pp. 564-5, equ. 48.
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Nous devons construire les elements de matrice de ces Operateurs

au moyen des diverses fonctions d'onde non perturbees
correspondant ä une meme valeur du nombre quantique principal

n. Les matrices ainsi formees sont toutes diagonales; pour
le voir il suffit de remarquer que, sauf VJ,, chacun des termes

perturbateurs commute avec Jz, J2, M2, 22; quant ä VJ,, il com-
—> —> —

mute bien avec J., J2, Z2 mais pas avec M2; toutefois l'inte-
gration sur p fait disparaltre les elements de matrices non dia-

gonaux pour lesquels l'integration sur les angles 0 et cp ne donne

pas zero (voir plus loin). Par consequent, le Systeme orthogonal

de fonctions d'onde non perturbees que nous avons
choisi au paragraphe precedent est adapte ä la perturbation
Y Vr + V; + Va! + V0 + Va et l'energie de perturbation
du premier ordre de l'etat (n, j, I, m) est egale ä l'element de

matrice diagonal
Calculons d'abord les elements de matrice de Vr, V(, Vai.
En remarquant que les fonctions d'onde non perturbees satis-

font ä l'equation de Schrödinger

— — ^ E ^
m p/

et en tenant compte de la relation

on peut mettre les deux premiers termes perturbateurs sous la
forme

y
1 f ^ e2 e'f p2 pl 1

iE2 + 2B7 + ^l4 m c%

1 f t, e2 e4 1

„ f 1 /2 7r\2r>2 2 ö
1 ~ toc217+p2J+ ^ { p2 V A. 7 p2dp

En utilisant les expressions des valeurs propres de E, J2,
-> —v

M2, Z2, on obtient pour les elements de matrice diagnonaux de

Vr, V;, Vo!, les expressions suivantes:
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(Vta) ^ (£) [/(/ + l)-l(l + i)-s(s + 1)]

dans lesquclles la barre surmontant un Operateur /(p) indique
qu'il faut en considerer la valeur moyenne

00

/(P) Xni(p) /(P) Xnl(P) * P2rfP "

0

On a d'ailleurs:

(7)

ns (l +

«3(^ + |)'(^+ 1)

fi3 _ö_

,p2 dp

_2_

'ns

pour l > 0

pour l 0

pour l > 0

Pour les etats S (l 0) la valeur moyenne y—3j est

divergente mais les termes oü eile intervient doivent etre
—>

supprimes puisque dans ce cas M 0.

En portant ces valeurs moyennes dans les formules (2) on

trouve les expressions suivantes des energies de perturbation
dues ä Vr, V, et Vai:
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2pi2 /3 n \ 1

4 )n*

/2fx2/'2 3ri \ 1

pour l>0
V,

63 I 1 j "4

2 ^ ^2— 4« )-L pour I — 0

g^/(/+1)-i(f+ +
pour ;>0

Va!=l (Z+2)Z(Z + 1)

(3)

0 pour I 0

Calculons maintenant les elements de matrice de V£. Ceux

du premier terme de sont nuls sauf les diagonaux qui ont

pour expression:

/-vi 2 ul2 / b3 \
{ ] v)s(s + ]

Ceux du deuxieme terme peuvent s'ecrire sous la forme:

(4<r'=¥-3(?r! n* f;uw(9>9^(0,9)^0^
n''#=oWo

avec

n, V bs

J X„r(P)-3 Xnl (p) • P2 ^ P

1 (lie)
2 p

P/M Ö

Film(6' 9) =!Sr-' U3,m(0, 9)

On etablit sans difiiculte que

2F =03j,fn

3F- • v/' + 1
3U-3,3—1,m y 2/ + 1 hhm

3F i / ^ "F ^
3TI -4- 1 / ^ 3TT

Jvj'.m y 2/ + 1 tl-bm V 2/ + 1 J.J + Cm

3p. I / 1 3T J
+ y 2/ + '1 )<],m
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Les fonctions U-Im formant un Systeme orthogonal et

normal, l'integration sur les angles est immediate. Pour les

etats singulets tous les elements de matrice de B sont nuls.

Pour les etats triplets les seuls elements non diagonaux qui
pourraient etre differents de zero sont

n,i,i~l,m v 'n,i,i + l,m

maix ceux-ci s'annulent du fait que

^ Jn,l

Quant aux elements diagonaux, ils ont pour expressions:

| ¥(?)3irVi pour l i~l

¥(?) 327T1 pour l i + 1

Enfin, l'energie de perturbation (VJ,) (Cl) + (03) s'ecrit,

pour les etats singulets, (VJ,) 0

I 2 p2 / b3 \ j — 1

pour * ' + 1

pour les etats triplets, (V'J [ + ^ pour l — j
I 2 p.2 (b3\ / + 2

Enfin, il nous reste ä calculer les matrices des deux nouveaux
termes, ä savoir: V" et Va. Celles-ci sont evidemment diagonales

et les seuls etats qui donnent des elements de matrices
non nuls sont les etats S.

Archives. Vol. 29. —• SeptPmbre-D^cembre 1947. 19
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Pour le singulet 1S0 ces elements ont pour expression:

(V") -8*^»«)) n " (5)

(VJ o

tandis que pour le triplet 3S1 on a:

(V») f^(0) 3^3
(6)

(VJ 8*^(0) =^3
Les formules (3), (4), (5) et (6) determinent completement

la structure fine de tous les niveaux du Systeme electron-

positron. On voit que les nouveaux termes V" et Va donnent
lieu ä des energies de perturbation du meme ordre de grandeur
que les autres termes, mais ä cause de la presence de la fonc-
tion 8 (p) ils n'affectent que les etats S. L'interaction
d'echange Va n'intervient que pour le triplet 3SX tandis que le

terme d'interaction des spins ä courte distance, V", influence
le triplet 3S1 et le singulet 1S0.

§3. — L'annihilation reelle et son influence sur la
LARGEUR NATURELLE DES NIVEAUX.

Nous avons jusqu'ici suppose que Ton pouvait determiner la
position et la structure fine des niveaux discrets du Systeme

electron-positron sans tenir compte du fait que la paire peut
disparaltre definitivement en emettant un certain nombre de

photons (annihilation reelle). Pour justifier cette approximation,

il nous reste ä calculer la probabilite de ce phenomene et
ä verifier que l'elargissement correspondant des niveaux est

tres inferieur ä leur ecart.
Comme nous supposons que le Systeme est isole, les principes

de conservation de l'energie et de l'impulsion ne peuvent etre
satisfaits que si la paire donne lieu, en s'annihilant, ä deux

photons au moins. Toutefois la probabilite d'annihilation est

d'autant plus faible que le nombre de photons emis est plus
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eleve, chacun d'eux faisant intervenir un facteur (2-e2/Äc)

(1/137) dans l'expression de cette probability Aussi nous
bornerons-nous ä etudier le cas oü ce nombre est egal ä deux.

Suivant le formalisme de l'electrodynamique quantique, le

phenomene correspond alors au processus suivant: le Systeme

initialement doue d'une impulsion P emet en premier lieu un

photon d'impulsion {hj2ii)kxen recevant une impulsion de
—>

recul — (hß-K)kx, ensuite il eflectue une transition d'annihila-

tion en emettant un deuxieme photon dont l'impulsion (h i'hz) k2

est egale ä celle du Systeme dans l'etat intermediaire, de sorte

que le principe de la conservation de l'impulsion est verifie

pour chacune des transitions. D'autre part l'energie W de

l'etat initial est la meme que celle de l'etat final. kx et k2

satisfont done aux relations

Jl /—> —> X —V

y-ik, + k2) P
£ 7Z

A ik + k] - w
2jc(*x + A,) - c

•

En particulier si P est nul, kx — k% et les deux photons
Wont la meme energie hvx Av2 —; celle-ci etant au moms

egale ä mc2, le Systeme se trouvera, dans l'etat intermediaire,
anime d'une vitesse relativiste. Comme dans ce cas il n'est pas
possible de tenir compte de faQon rigoureuse de l'interaction
entre les deux particules, nous la negligerons. La fonetion d'onde

peut alors etre representee par le produit de deux ondes planes
ä energies positives. En tenant compte des deux orientations
possibles des spins on obtient quatre types de fonctions d'onde
dont les composantes s'ecrivent:

1 eh
Vij W r2) Cy

V4PioP2o(Pio + mc){p 20 + mc)
(1)

les valeurs des coefficients etant inscrites respectivement dans
les quatre tableaux suivants, oü ils sont ranges d'apres leurs
indices comme des elements de matrice:
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(p10 + mc) (p20 + mc) 0 -(Pio + mc)p2z ~ (Pw + mc) (p2x + ip2y)

0 0 0 0

-(pm + mc)plz 0 PlzPiz (Plx + iPly)Plz

— (Pio + mc) (plx+iply) 0 (Plx+lPly) P2z (Plx+iPly^P2x+iP2y

0 0 0 0

(p10 + mc) (p20 + mc) 0 ~(pw + mc) p2. - (Pio + mc) (P2x + lP2y)

~(pt0 + mc) (plx+iply) 0 (.Plx + iPly)Piz (Plx + iPly)(P2x+iP2y

(pm + mc) p2z 0 -PlzPlz (P2x+iP2y)Plz

0 (Pio + mc) (p20 + mc) -(p10 + mc)(p2x-ip2y) (PlO + mc)P2z

0 0 0 0

0 -(Pio + mc) plz (P2x~lP2y) Plz -P\zP2z

0 — (Psa + mc) (plx+ipiy) (P2x^lP2y) (Plx + iPly) -{Plx + iPly)P27

0 0 0 0

0 (Pw + mc) (pw + mc) -(Pi'o + mc) (p2x-ip2y) (Pu + mc)p2z

0 ~(Pzo + mc) (Pix-iPiy) (Plx-iPly^P2x-iPzJ ~-(Pix~iPly^P2z

0 (Pao + mc) plz - Plz(P2x~iP2y) PlzP2z

(2)

Ces fonctions d'onde forment Systeme orthogonal, normal
et complet ä l'interieur du cube L2 si l'on prend soin de choisir
les impulsions p1 et p2 de telle facon que le facteur exponentiel
imaginaire presente la periode L par rapport ä chacune des

variables xx, yx, z1; x2, y2, z2.
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Pour la suite du calcul il est commode d'introduire les coor-
donnees du centre de gravite et les coordonnees relatives comme

au § 1, III. L'exposant du dernier terme de ^ s'ecrit alors:

2 TT i /zX Ä ~Zt(pR + ®P) •

Remarquons egalement qu'on peut symetriser ou antisyme-
triser les fonctions d'ondes precedentes en prenant comme

composantes:

[>„ ^ ± +Ü •

Ces nouvelles fonctions nous serviront dans un raisonnement
ulterieur.

Quant ä la fonction d'onde de l'etat initial, elle s'obtient
avec une approximation süffisante, si, comme nous le suppose-

rons, le centre de gravite est au repos, en prenant comme

composantes non relativistes cedes que nous avons determinees

au § 1, III et en remplacjant toutes les autres par zero. En effet,
celles-ci sont tres petites puisque la vitesse des particules est

ici de l'ordre de c/2. 137 alors que dans l'etat intermediaire, oü

elle atteint environ c/y/2, toutes les composantes sont du

meme ordre de grandeur.
Nous pouvons maintenant aborder le calcul de la probabilite

d'annihilation reelle. L'element de matrice du second ordre

correspondent ä ce phenomene a pour expression:

Hp, H
Hfa S

wA - w, - (3)

dans laquelle HIA et HFI sont respectivement les elements de

matrice relatifs ä l'emission du premier photon avec transition
du Systeme de l'etat initial A vers l'etat intermediaire I et ä

l'emission du deuxieme photon avec annihilation de la paire se

trouvant dans l'etat I. La sommation s'etend ä tous les etats
intermediaires I. A ce propos, il ne faut pas perdre de vue que

le premier et le second photon emis peuvent etre kx et k2 ou &2

et kv
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Dans le premier cas,

H,a — | ßß ^)r*(0£).e[ät. Aß) — ß. Aß)]
/-> -mßß, r2) dzldz2 —1

ß, -/r:(V r*(0^).eS{c^.Aß)}y S(p).

•"Küß, ?2) .dz1dz2~i^ '

Dans le second cas, ces elements de matrices sont donnes par
les memes expressions dans lesquelles on aura permute kt et k2.

Les interactions qui figurent dans HIA et HFI sont respec-
tivement antisymetriques et symetriques vis-ä-vis d'une permutation

des coordonnees et des spins des deux particules. II faut

par consequent que les etats A et I possedent des symetries

opposees et que ces derniers soient symetriques. Nous arrivons
ainsi ä la conclusion importante suivante:

Uannihilation reelle avec emission deux photons ne peut se

produire que si le Systeme est dans un etat initial antisymetrique.

Pour evaluer HIA et HFI nous utiliserons les coordonnees du

centre des gravite et les coordonnees relatives. Gomme nous

supposons que l'etat initial appartient au spectre discret, l'inte-
gration sur la variable p dans le calcul de HIA fournit un resultant
pratiquement independant de la limite jusqu'ä laquelle on

integre pourvu que celle-ci atteigne une valeur finie de l'ordre
de grandeur de b. Dans le cas de HFI, le resultat de cette

integration est rigoureusement independant de la limite en

question ä cause des proprietes particulieres de la fonction 8 (p).
Comme d'autre part la longueur L est arbitrairement grande, on

voit aisement que l'on peut choisir comme domaine d'integra-
tion l'espace tout entier pour p* et 1'interieur d'un cube d'arete L

pour R.
—^ ^

En introduisant R et p dans l'expression de A [I, § 3 (11)],
on voit intervenir respectivement dans HIA et HFI les facteurs
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!->
h *0 si P + —/c#02tt

* h -1 si P + k 0
Z 7T

h r>\-g l 0 si P + ^-k ^ 0
1 Ce~y ^ V RrfT 271

L3J dT"= ^ A ->Ii si P + /c 0
\ Z 71

Pour que les deux elements de matrice ne soient pas nuls il
faut que l'impulsion totale du Systeme materiel et du champ
electromagnetique soit conservee lors de l'emission de chacun
des photons.

On trouve alors:

H
ehe

V'lKWbV'tPioPwiPw + mc) {PiO + mc)

2ni ->

i r * —}r®pr e
L3

i k p i k p

.a>(£e 2 — a2e 2 ).® (p")<£T

Hr
ehe / \

\/% TZ Wh -V^Pi0 Pw (Pw + mc) (p20 + mc) \ZV> Ca"aK »3 PU

Notons que

2 7t Ä, 2 rr / P -i \ 2 7t ->
ä~ 2~ ^ X\2^®j=

_27tS ^ _ 2,1 /P ;s\ _ 2^

et posons

X® + Y ~X 2 + ®

2 7t - 27t^ r*
~hPl ~ Kl ' h Pi ~ 2

De plus, ecrivons par raison de simplicity a\ et a2 au lieu de

et ag et explicitons la somme qui figure dans HFI. II
vient
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P

(4)

^ ehe 1 1

IA y/2nwk V^PioPwiPio + mc) (Pw + me) L"

Jc* (Si e+^e" — o^e-Ki?) 0A(p) d-

ehe 1 1

FI \/2nwk V4p10 p20(pi0 + me) (pw + me) \/L3
\Sa2x + ia2y) "ll ~ (a2x — "*2y) "22 — (a2x _ lCt2y) ^SS + Kx + l(!2y) ('m] •

Ges dernieres formules sont encore valables si le photon k2

est emis le premier, & condition de permuter a et a.r L'impul-
sion du Systeme dans l'etat intermediaire est alors:

II existe done des etats intermediaires I et I' de memes spins
et tels que les impulsions des particules soient une ä une oppo-
sees:

P1 — Pi ; P2 — p2

Enfin, puisque nous supposons que l'etat initial A est non
relativiste:

WA
WA 2 me2 ; wk -y- ^ m c2

Par consequent

WA — WI~ Wh mc% — C(PlO + Pw)

Nous sommes maintenant en mesure de calculer l'element de

matrice du second ordre HFA au moyen de la formule (3). Nous

effectuerons d'abord la sommation sur les deux orientations des

spins de chaque particule et sur les deux ordres d'emission des

photons (etats I et I') puis sur toutes les impulsions p~x et p%

en remarquant que celles-ci sont liees par la relation

Pi + ~Pi P Gte (5)
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II nous reste ä calculer la probability d'annihilation reelle.

Celle-ci est donnee par la formule de Wentzel

n ¥D.jHPAr w

oü Dwf represente la densite energitique d'etats finals pour
WF WA. Pour obtenir celle-ci considerons les photons dont

l'energie est comprise entre wk et wh + dwh, dont le vecteur k

se trouve ä l'interieur d'un angle solide elementaire dO et dont
le vecteur de polarisation a une orientation determinee (ä

un angle infinitesimal pres).
Le nombre de ces photons est

wt dw^
dN L3 * ,dQha c

D'autre part, puisque le principe de la conservation de l'impul-
sion est satisfait pour chacune des transitions A I, I F,
constituant le processus d'annihilation reelle, les deux photons
ont necessairement des impulsions egales et opposees et par

WF
suite des energies identiques wk -y-; dN represente done

egalement le nombre d'etats finaux dont l'energie est comprise
entre WF et WF + dWF, avec WF 2 wh, et dont les photons
satisfont aux conditions suivantes:

1° Leurs directions sont opposees et contenues ä l'interieur
d'un double cone d'ouverture dD,.

2° Leurs vecteurs de polarisation ont des orientations deter-
minees et ar

La densite energetique de ces etats est done

2

1 Wh
Dw =AL3v/3-dn (7)

» f 2 h3 c6

En faisant wk mc2, dans cette expression et en portant
celle-ci dans (6) on obtient la probability dll^ d'annihilation
avec emission de deux photons satisfaisant aux conditions
ci-dessus. II suffit alors de sommer sur les deux directions possibles

de chacun des vecteurs de polarisation ax et et d'integrer
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sur Tangle solide Q 2 n pour trouver la probability totale 11^
d'annihilation avec emission de deux photons de directions

opposees arbitraires et de polarisations quelconques.

Appliquons ces resultats aux cas de Tetat initial I^Sq. On

a alors:

Comme la fonction d'onde 0A(p) presente une symetrie
spherique, Telement de matrice HIA est independant de la

direction de kx; pour simplifier le calcul nous supposerons ce

vecteur parallele ä Or
On obtient sans difficulty l'expression des elements de matrice

Hia et Hfi en rassemblant les formules (2), (4) et (8) et en

tenant compte de la relation J e±iK7-*pdT 4tc '

Pour evaluer HFA au moyen de (3) nous sommerons d'abord les

huit termes correspondant aux quatre etats I et aux quatre
—> —>

etats 1' relatifs respectivement ä remission des photons kl et k2

en premier lieu, aux impulsions p"v p2 et~p' — p"v p'2 —P2
et aux quatre orientations possibles des deux spins. Ces huit
etats possedant la meme energie, le denominateur peut etre
mis en evidence devant le signe somme de (3). On trouve alors
aisement pour les etats I:

£ j_j jj e2h2c2 1 2 y/y? 1 1

1 2 7T Wfr y/l±TZ y/2 4p10 p20 Lj/2

avec

X(p) 2 Vx3 e *p x
1 _ 1

b ~ 2 b0
;

[<alx - ialy) Kx + ia2y) ~ (a2x - ia2y) (alx + ialy>]

4 1 (pio + mc) p2. t r) —

(p10 + mc) (p20 + mc) 11J (x2 + K2)2
I, „ 2x

+ [Pw + mc) plz (Pio + mc) (Pw + mc) PiZ
+ hi)2
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La sommation sur les etats I' donne le meme resultat car il
faut permuter a^ et a2 et remplacer p*v p^ par ~p[ — pv
p2~ —P% dans l'expression precedente.

II nous reste ä effectuer la sommation sur toutes les impulsions

et p^ liees par la relation (5) avec Pa P 0,
Pz — mc. Gomme celles-ci jouent des roles symetriques, les

deux termes du dernier facteur de (9) apportent la meme
contribution; il suffit done de conserver l'un d'eux, le premier par
exemple, et de le multiplier par deux. Nous choisirons alors

pix, ply, plz comme variables independantes et nous rempla-
cerons la somme par une integrale en remarquant que le nombre
de vecteurs pt dont l'extremite se trouve ä l'interieur de l'ele-
ment de volume dplxdplydoiz de l'espace des impulsions est

L3
dPix dPiy dPiz

h?

D'autre part

(aix - ialy) (a2x + ia2y) — (a2x - ia2x) (alx - ialy) 2 i sin tj

oü 7] est 1'angle que font les vecteurs de polarisation at et a^.

On trouve ainsi

_ e2 h? c2 1 2 -\/k3 1
o • t f ^ Pio + mc

iTZWhy'l^ ^2 -v/L5
tSm71' KJ mc2 -cp10-cp20 ip10p20

I

p _ Tl
4.

(P~Pi)3 1 „
1 2k dPlxdPlydPlz

I 2 L (PlO + mc) (/>20 + mc)\ lzj(x2 + K3)2 ha

Le facteur precedant l'element de volume presente un maximum

tres aigu pour Kx ~^-P\ 0 de sorte que la presque

totalite de l'integrale provient d'un domaine interieur ä une
sphere dont le rayon est de l'ordre de

h Tr h mc
Pl 2^ 1 ~~ 2KK 2(137)

'

Dans ce domaine p10 et p20 ont done pratiquement les meines
valeurs qu'au point p 0, soient: p10 mc; pw -y/2 mc.
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En remplagant p10 et pi0 par ces valeurs et negligeant plz
vis-ä-vis de P2 —mc, puis en introduisantc omnae nouvelles

variables d'integration les coordonnees polaires Kl5 01; de

l'extremite du vecteur K.^ il vient:

H„,
e2 A2 c2 1 2 \/x3 1

—— 2 i sin i\ 4 7t / / /
9 -v/T,3 '! •' •'FA 2tc(TOC2)2 a/4 _ A/9 A/L3

2x K^Kt
sin 0: d©!

(X2 + K2)2

e2 A2 c2 1 2 v"*3 1

2 n(mc2)2 -y/4 VL3
2 t sin 7]

Par suite, la probability elementaire d n d'annihilation
a pour expression:

.„(a) 4ti2 4 x2 1 „ 1t3(otc2)2dtl ' —s-;—-z-.-,— ^ 2 sin2 7) — L3 dfl
1^0 A 4 7T (mc 4 tt L3 '2 A3 c3

X3 / \2
— (A;| c sin2 7] dfl
re \mczJ

On notera qu'elle est proportionnelle au carre du sinus de

Tangle fait par les vecteurs de polarisation des deux photons.
Enfin la probability totale d'annihilation reelle avec emission
de deux photons de directions opposees arbitraires et de

polarisation quelconque a pour expression:

ni°s —fAVe ' S S sin2 1 • fdCl 4y?(—Xc (10)
I'-So 7t \mc2/ 0la2 J \mc2J

En remarquant que

1 1
x ~r — r-r- ; (b0 rayon de Bohr 0,528.1(T8 cm)

b I Oq

r0 ; (r0 rayon classique de l'electron)

r„ / 2 7r e'

he J {137)3 '
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celle-ci devient

n|t (137,3p4
3' 1Q1°

8 0,80.10" sec-1
l^o 2 \60- K 2 0,528.10

La vie moyenne de l'etat 11S0 est done

T1 'S, - rr(tt)
1 'S»

D'une fagon generale, on trouve qu'ä l'approximation prece-
dente la probability d'annihilation de l'etat n ES,, est

n 10" sec-1"ms. — „3 o \ t, Ii, — „3 • 1U beo

1
1.25.IQ-10 sec

nlso n3 2 \bj ba n3

D'autre part, on sait que si la vie moyenne d'un etat quanti-
que a une valeur finie t, l'energie de celui-ci n'est pas parfaite-
ment determinee.

La probability que celle-ci soit comprise entre E et E -f A E

est donnee par la formule

E dE
2tt (E — E0)2 + AE2/4

dans laquelle la largeur A E du niveau est liee ä sa vie moyenne

t par la relation d'incertitude d'Heisenberg

hAE- 2^

que Ton peut encore ecrire

AE AI Asn
2 7T T 2 TT

la sommation etant etendue ä toutes les probabilites de

transition spontanee vers les autres etats.
Au phenomene d'annihilation reelle correspond done une

largeur partielle

ae^ An<°)
2 7T

Pour le niveau n 1S0 celle-ci vaut:

AE<°> 2 (r»V he e3 2 I
KbJ 2 7t e2 4 50 {137)2 n3

oü I e2/4£>0 est l'energie d'ionisation de l'etat fondamental.
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Par ailleurs il resulte des formules III, § 2 (5) et (6) que la

separation des niveaux n1 S0 et n3 Sj due aux interactions de

spin et d'echange est:

AE« ^ -£,
3 nz b" 3 (137 )2 n3 '

Par suite
AE(a) 7 1

AEW _ 6" 137

Autrement dit, la largeur des niveaux n 1S0 due ä l'annihilation
reelle est petite vis-ä-vis de la distance entre les niveaux »1S0

et n 3Sj.

Les calculs se developpent de fa?on analogue dans le cas d'un
etat antisymetrique quelconque. On peut ainsi voir que la

largeur des niveaux 3P est d'un ordre de grandeur 1372 fois

plus petit que celle des niveaux TS0, et que celle des niveaux

antisymetriques suivants 1D, 3F, n'est certainement pas plus
elevee. D'une faQon generale on peut affirmer que 1'annihilation
reelle avec emission de deux photons confere aux niveaux

antisymetriques une largeur bien inferieure aux separations
resultant des interactions magnetiques (spin — spin, spin —
orbite, orbite — orbite) et d'echange. Enfin, on peut etendre le

resultat aux etats symetriques, qui ne peuvent s'annihiler
qu'avec emission de trois photons au moins, si l'on admet que de

tels phenomenes correspondant ä un processus d'ordre plus
eleve, leur probabilite est toujours inferieure ä la plus forte

probabilite d'annihilation avec emission de deux photons.
Nous arrivons done ä cette importante conclusion que

l'annihilation reelle est un phenomene suflisamment rare pour ne pas

perturber de facjon appreciable les phenomenes d'interaction
magnetique et d'echange que nous avons etudies aux II, § 2 et 3

en la negligeant purement et simplement; e'est ce qui permet
d'attribuer un sens precis ä la structure fine des niveaux
determinee au III, § 2.

Toutefois, son influence sur la largeur des niveaux peut etre
dans certains cas notablement plus importante que celle des

transitions optiques.
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Considerons par exemple les niveaux n1S0. Exprimee en

pulsation o> 2ttv (v frequence), leur largeur partielle due ä

1'annihilation reelle est:

A<a)o>ms 2 7i A(a) v n*a) ^ 1010 sec-1
niöo nlöo n*

Pour les trois premiers niveaux cette formule donne:

A<a)w11S(( 800.10' sec"1 ; i("l(o21s 100.107 sec"1 ;

A(°)<ü31s 29,6.10' sec"1

D'autre part, la largeur partielle due aux transitions optiques
est la moitie de Celle des niveaux correspondants de l'hydrogene.
En effet, la probability d'une telle transition est proportionnelle
au carre du moment electrique de transition et au cube de la
frequence emise et ces grandeurs sont multipliees respective-
ment par y2 et par 2 lorsqu'on passe du Systeme electron-

positron ä l'atome d'hydrogene. Pour celui-ci on a d'ailleurs 1

Aoijg 0 ; Ag>2s 0 ; Aco3s 0,63.10'sec"1

Pour le Systeme electron-positron, les largeurs partielles dues

aux transitions optiques sont par consequent:

A<°>
«oj lgo 0 ; A<0)o>21S() 0 ; A(0)

o>3 lg 0,315.10' sec"1

Pour l'etat 31S0 la contribution de l'annihilation reelle est
done environ cent fois superieure ä celle des transitions
optiques. Dans d'autres cas, au contraire, comme celui du triplet 3P,

cette derniere l'emporte largement sur la premiere.

Remarque.

La quantite x qui figure dans la formule (10) provient uni-
quement du facteur de normalisation de la fonction d'onde. Le x
qui se trouvait dans le facteur exponentiel de celle-ci a disparu
dans notre approximation, valable pour xA(( 1. Par
consequent, si on fait tendre x vers zero, (10) fournit rigoureusement

1 Heitler, The quantum theory of radiation, p. 118.
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la probability d'annihilation d'un positron dans un espace oil il
y a une probability uniforme x3 jiz de trouver un electron dont
le spin est antiparallele ä celui du positron.

La section efiicace correspondant ä l'annihilation reelle est
done dans ce cas.

s 4 tu rl ^ (11)

oil v designe la yitesse relative des deux particules.
D'autre part, Dirac a determine la section efficace s0 relative

ä l'annihilation d'un electron et d'un positron animes de

vitesses relativistes et dont les spins sont quelconques. Pour
les vitesses non relativistes la formule qu'il obtient se reduit ä

2 c
s0 7ir0 —

V

Or, dans ce cas, les symetries d'espace et de spin peuvent
etre separees et 1'on peut dire qu'un quart des etats sont anti-
symetriques et trois quarts symetriques de spin. Si v tend vers

zero, les premiers donnent lieu ä la section efficace s que nous

venons de trouver et les autres ä une section nulle. En effectuant
la moyenne sur les differentes orientations des spins on trouve
done s0 s/4. La formule (11) est done en parfait accord avec
celle de Dirac.

Conclusions.

1° Dans le present memoire, nous avons etudie au moyen de

l'electrodynamique quantique, le champ propre de l'electron,
ainsi que l'interaction mutuelle de deux particules de Dirac, de

signes identiques ou opposes et animees de vitesses non
relativistes.

En ce qui concerne l'etude du champ propre de l'electron,
la methode que nous avons suivie repose, comme celle de

G. Beck, sur un calcul de perturbation du premier ordre, mais

suit de beaucoup plus pres la definition des potentiels introduits
en electrodynamique quantique. Elle nous a permis de retrouver
dans les grandes lignes les trois champs dejä obtenus par cet
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auteur: ä savoir; le champ de Coulomb, le champ de spin et le

champ a, mais sous un aspect plus satisfaisant.
En premier lieu, tous les champs que nous obtenons sont

maxwelliens. Les difficultes de transformation relativiste ont
disparu et il n'y a plus aucune raison, de chercher ä introduire
un potentiel tenseur ni d'envisager l'existence hypothetique de

photons longitudinaux ainsi que le suggere G. Beck.
D'autre part si les champs de Coulomb et de spin, peuvent

toujours etre consideres comme statiques, puisqu'ils intervien-
nent dans le calcul des elements diagonaux des matrices

d'Heisenberg des potentiels, il n'en est plus du tout de meme

pour le champ a. Celui-ci correspond aux elements non diagonaux

relatifs aux transitions d'annihilation ou de creation d'une

paire. De plus le potentiel vecteur de ce champ ne varie plus
comme l'inverse du carre de la distance mais bien suivant une
fonction 8 (r) de Dirac, ce qui rend beaucoup plus naturel le

fait que dans le probleme electron-positron, 1'interaction Va
due ä ce champ contient eile aussi une fonction 8. Ces

differences montrent egalement pourquoi le champ a, malgre son

importance comparable ä celle du champ magnetique du spin,
ne peut donner lieu ä des phenomenes macroscopiques analogues
au ferro-magnetisme.

2° En ce qui concerne 1'interaction de deux electrons, nous

avons montre que l'element de matrice du second ordre, dont

une expression particuliere est fournie par la formule de M0ller,
peut etre considere comme l'element de matrice d'une
interaction mutuelle qui s'exprime tres simplement au moyen des

potentiels de leurs champs propres. Cette interaction correspond,

comme en electrodynamique classique, ä la difference des

energies de superposition des parties longitudinales et
transversales de leurs champs.

La consideration des echanges d'impulsion par emission et

absorption de photons virtuels revient, ä ce point de vue, ä

calculer ces energies en decomposänt les champs des deux parti-
cules en serie d'ondes planes, chaque photon virtuel emis ou
absorbe par l'une d'elles correspondant ä une composante de

Fourier de son champ propre.

Archives. Vol. 29. — Septenibre-Däeembre 1947. 20
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En superposant les champs de Coulomb et de spin de deux

electrons, nous retrouvons les interactions obtenues par
Heisenberg, Breit et d'autres au moyen de considerations de

correspondance. Cependant l'ordre des Operateurs non commu-
tables figurant dans ces interactions ne pouvait etre determine
sans ambiguite par de telles considerations alors qu'il est parfai-
tement fixe par l'electrodynamique quantique. De plus nous
obtenons, dans l'interaction de deux spins, un nouveau terme
contenant la fonction 8 (r) de Dirac et n'intervenant par consequent

que pour les petites distances. Sa presence correspond au
fait que chaque electron est plonge dans le champ magnetique
moyen de l'autre, champ egal ä l'induction suivant la theorie de

Lorentz. Ce terme est en parfait accord avec un terme analogue
indique par Fermi dans la theorie de la structure hyper-fine et
tenant compte de l'interaction du spin du noyau avec celui de

l'electron dans les etats S.

3° Dans le cas du Systeme electron-positron, la possibilite
d'annihilation et de recretation de la paire donne lieu ä une
nouvelle interaction Va qui contient egalement la fonction 8 (r)
et n'intervient done qu'ä tres petite distance. Son influence avait
dejä ete prise en consideration implicitement par Bhabha, dans

l'etude de la diffusion elastique des positrons par les electrons.
Nous avons montre que resulte de la superposition des

champs a d'annihilation et de creation de la paire qui dispa-
rait et de celle qui reapparait et qu'elle pouvait etre consi-
deree comme une interaction d'echange. Elle fait alors inter-
venir la somme des Operateurs de permutation que Heisenberg
et Majorana ont introduits empiriquement dans l'etude du
Probleme proton-neutron. Cette analogie nous a conduit ä etudier
en detail le Systeme electron-positron. Celui-ci est assez sem-
blable ä l'atome d'hydrogene, mais tous ses niveaux en sont
deux fois moins profonds. Apres avoir recherche toutes les fonc-
tions d'onde nous avons determine pour chaque niveau la structure

fine due aux interactions magnetiques des spins et des

orbites et ä l'interaction Va. Les deplacements dus ä ces

diverses interactions sont tous du meme ordre de grandeur.
Cependant Va n'intervient que dans les etats triplets 3SX qui



DES PARTICULES DE DIRAC 299

sont d'ailleurs egalement affectes par le nouveau terme de

Finteraction spin-spin. Enfin le Systeme electron-positron peut
s'annihiler definitivement en emettant deux photons au moins
s'il est dans un etat antisymetrique par rapport aux ctordon-
nees et aux spins et plus de deux photons s'il se trouve dans un
etat symetrique. La probability d'un tel phenomene est maxima

pour l'etat singulet 1 XS0 dont la vie moyenne est 1,25.10~10 sec.

De fagon plus generale, la largeur partielle du niveau n 1S0

due ä l'annihilation reelle est n 3.0,80.1010 sec. *, ce qui
correspond ä peu pres au centieme de l'ecart entre les niveaux
n 1S0 et n 3Sr Ceci confere un sens precis au calcul de structure
fine. Gependant cette largeur peut etre dans certains cas nota-
blement superieure ä celle qui resulte des transitions optiques
(environ cent fois pour le niveau 3 ]S0). Ces resultats permettent
d'esperer que dans des conditions particulierement favorables,
il sera possible d'observer le spectre optique du Systeme electron-

positron.

Note ajoutee lors de Vimpression.

Depuis le depot de ce memoire ä la Faculte des Sciences de

Paris en 1943, le probleme de Finteraction entre l'electron et
le positron a ete considere dans plusieurs publications1 qui
suscitent quelques commentaires.

Ruark declare notamment que, des 1937, il a recherche,
mais en vain, les raies du Systeme electron-positron (qu'il
appelle positronium) dans le spectre infra-rouge des nebuleuses.

Bien que celui-ci soit insuffisamment connu, Ruark attribue
plutot son echec ä la grande probability d'annihilation reelle

qu'il croit meme capable de masquer completement la structure
fine des niveaux, ce qui est nettement exagere comme nous
l'avons montre.

1 A.-B. Ruark, Phys. Rev. 68, 278, 1945 (lettre).
J.-A. Wheeler, Ann. of the New York Ac. of Sc., 48, art. 3,

219, 1946.
Aadne Ore, Phys. Rev. 70, 90, 1946. — Hylleras et Aadne

Ore, Bull. Am. Phys. Soc. n° 1, p. 13, 1947.
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Wheeler, d'autre part, calcule la vie moyenne de 1'etat
lie XS0 ä partir de la formule de Dirac relative aux particules
libres, en suivant un raisonnement analogue ä celui que nous
avons expose dans le dernier paragraphe du present travail.
Cette methode, oil l'interaction coulombienne n'intervient
que d'une faijon indirecte et partielle, semble ä premiere vue
trop simpliste pour pouvoir etre appliquee aux autres etats.
En utilisant par contre un formalisme oü l'electron et le positron

sont tous deux representes par des etats d'energie positive
seulement, nous avons ete conduits ä une methode tout ä fait
generale, applicable ä un etat quelconque (l'etat 3P par exemple)
et tenant compte directement de l'interaction coulombienne
entre l'electron et le positron.

Enfin, Belifante 1 a tout recemment insiste lui aussi sur la

signification classique des interactions spin-spin du type 8

que l'on ne peut par consequent supprimer purement et sim-

plement comme nous l'avons remarque. Appliquant cette cons-
tatation ä la theorie mesonique, Belifante conclut que si l'on
veut eliminer les interactions 8 entre les particules nucleaires,

on doit imposer certaines relations entre les constantes d'inter-
action relatives aux diverses composantes du champ mesonique.

Je remercie tres vivement M. Guido Beck qui a suivi ces recher-
ches avec grande bienveillance, jusqu'ä son depart de France, et qui
m'a tres obligeamment communique ses resultats alors inedits sur la
theorie quantique du champ de l'electron.

J'exprime egalement ma profonde reconnaissance ä M. Louis
de Broglie pour l'interet qu'il a porte a ce travail et a M. E. C. G.

Stueckelberg qui a examine le manuscrit en detail en 1943.
Enfin, je tiens ä dire combien j'ai ete sensible ä l'accueil que j'ai

trouve en pleine guerre ä la Faculte des Sciences de Lyon.

1 Beljnfante, Physica. 12, 1, 1946.
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