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1947 Vol. 29 Mai-Juin

LE CHAMP PROPRE ET INTERACTION

RES PARTICULES RE OIRAC

La modification essentielle apportee par la quantification
k la theorie du rayonnement est l'introduction de la notion
de photon: toute onde monochromatique de frequence v ne peut
avoir qu'une energie egale k un multiple entier de h»; en

d'autres termes, eile ne peut contenier qu'un nombre entier de

photons. Pour realiser cette condition il suffit de remplacer
les oscillateurs qui interviennent dans la description du champ
transversal par des oscillateurs quantiques et de poser

wh hv ^, ce qui entraine la quantification non seulement

du champ de radiation mais egalement du champ propre
transversal des particules. Ahn d'observer une uniformite de point
de vue et en raison du fait que la decomposition du champ
electromagnetique en une partie transversale et une partie
longitudinale n'est pas invariante vis-ä-vis des transformations

1 Premiere partie v. Archives, [5], 28, 233 (194^.—».

suivant Felectrodynamique quantique

PAR

Jean PIKEIMIVE

(suite) 1

§3. — L'electrodynamique quantique.

1. Quantification du champ electromagnetique.
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122 LE CHAMP PROPRE ET L'lNTERACTION

de Lorentz, il conyient de quantifier aussi bien 1'une que 1'autre

de ces parties. Nous devons done sonsiderer maintenant les

grandeurs (p^, qp%), (p,j, q^), (p0%, q01), introduces prece-
demment [§ 1 (20 a)] comme des Operateurs satisfaisant aux
relations de commutation

P-rft 9rft irh Prk 2ni

P\h Qxh 1>jl Pxk 2Vi ^
^ ^ h

Pokloh Soft Pok — 2ni

—> —> ->
Les grandeurs du champ A, A0, E, H sont maintenant des

Operateurs dont les expressions decoulent des formules (9 et 10)

§ 1, dans lesquelles les et c\ sont lies aux Operateurs par
les relations (20) § 1. Les relations de commutation (1), et Celles

d'incertitude resultent de celles-ci, entrainent d'autres relations
de commutation et d'incertitude pour les grandeurs du champ.
Cette consequence est indispensable puisque tout Systeme
mecanique avec lequel on peut mesurer ces grandeurs est lui-
meme soumis ä des regies quantiques et au principe d'incertitude
d'Heisenberg.

II est commode d'utiliser comme variable de chacun des

oscillateurs le nombre de quanta qu'il contient et la phase 0.

En mecanique classique l'hamiltonien d'un oscillateur peut
s'ecrire sous la forme

H i«(p» + 9») (2)

En appliquant la transformation canonique

p — -\/2P sin Q ; q \/2P cos Q (3)

il vient
H Pm (4)

La variable d'action P represente 1'energie divisee par la
pulsation m 27tv; Q est la phase.
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En integrant les equations canoniques derivant de (4), on
obtient:

W
P — Const. ; Q 0 coi -f- const.

Cd

Pour quantifier l'oscillateur posons

p N— — —2 K 2Tri ö0

L'hamiltonien s'ecrit alors

H Ncc

Q

ou

represente le n
quauntum.

L'equation d'

ou encore

n 1A
i ö0

(5)

(6)

ombre de quanta et w Äv l'energie d'un

jnde de l'oscillateur devient

-A^ ht2tct dt 1

ö Y ö V

Les fonctions propres et les valeurs propres de l'energie ont

pour expression
2ni

—-T"Wn{Y=Pe h "
• r einB

in n ' n

; n 0, ± 1, zh 2,
(7)

Les fonctions d'ondes sont normalisees par la condition 1

2jt
d 0f dd _ „J Vn Yn 2 7t

1 Ceci revient en somme ä prendre comme variable independante
0/2tc plutöt que 0, ce qui a pour avantage de supprimer un facteur
de normalisation genant.
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Comme dans la theorie de Dirac, les fonctions d'onde ä

energies positive et negative constituent deux representations
conjuguees. On peut choisir l'une ou 1'autre arbitrairement. On

peut attribuer aux etats d'energie negative les Operateurs
conjugues complexes de ceux qui correspondent aux etats

d'energie positive. Dans la suite, nous supposerons que 1'on a

toujours n > 0.

Les Operateurs ^ N et 0 representant des grandeurs conjuguees

satisfont aux relations de commutations:

_^N.e-0. An A.
2 Tz 2TC 2ni

ou encore
N 0 — 0 N

On en deduifc les formules importantes

Nei0 — eiB N ei6 ; Ne~ie — e~ie N — e"i6 (8)

ainsi que la relation d'incertitude

AN A8 ~ 1

qui se rapporte au fait que, si l'oscillateur se trouve dans un
etat correspondent ä un nombre de quanta bien determine n,
la phase est completement indeterminee, puisque la densite de

1 I |

probability — | Tn(0) |2 est independant de 0.

Pour revenir aux variables p et q posons

/2 w VN«'9 — e~l6 y/N
P V*

v/:2 w V'Ne'0 — et8\/N
2

avec
A

\/N —J= —yy/ i ö6/2

(9)
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dV2
oü represente la derivee partielle d'ordre % defmie de

telle sorte que

1 ö,/2 ein0
a

VT ~ '

Les Operateurs p et q satisfont ä la relation de commutation

PI — IP — hß-ni en vertu des formules (8). Iis correspondent
aux grandeurs classiques p, q puisque (9) se ramene ä (3) dans

le cas des grands nombres quantiques.
En tenant compte des relations (9), l'hamiltonien (5) s'ecrit

H | co (p2 + q2) — j (V

Cette expression differe de celle qu'on adopte pour un oscil-

lateur mecanique par le dernier terme dont la presence permet
d'eviter qu'en l'absence de photon, le champ ne possede une

energie de zero. Ceci ne Tempeche pas d'ailleurs de presenter des

fluctuations non nulles, meme lorsqu'il se trouve dans l'etat
fondamental. Si Ton choisit q comme variable independante, les

fonctions d'onde sont Celles d'Hermite, Hn(q), et la distribution

de probability de 1'amplitude q est (q) qui s'ecrit, pour
n 0,

4 _ V h

Les formules que nous venons d'indiquer sont directement
applicables aux oscillateurs des ondes transversales et longi-
tudinales dont les hamiltoniens sont de la forme (2). Ceux
des ondes scalaires au contraire sont de signe oppose, ce qui
revient ä compter leur energie negativement.

L'equation d'onde s'ecrit alors:
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Les fonctions propres et les energies propres sont donnees par
les formules

2TU

V- r e n
v"'n r etn6

(7')
— nw ; n 0, ± 1, ± 2,

Nous ne considererons ici que les valeurs n > 0 de faijon ä

compter l'energie, comme precedemment, avec le meme signe

qu'en theorie classique, c'est-a-dire negativement dans le cas

actuel.
Les formules (9) sont applicables ä tous les oscillateurs du

du champ. Les coefficients de Fourier des potentiels se dedui-
sent des p~£, qpar les relations § 1 (20 b). On obtient ainsi
les Operateurs

I <t VK$ e^t \ c~t VN^

hot-- V^ie^ot
1

co t -el%t VN7t
(lOd)

lis satisfont aux relations de commutation

crh cik cx t cth 1 ; cik cXk uXh

c0h c0 h cot c01 1 '

Leurs elements de matrice de Schrodinger sont tous nuls,
sauf les suivants:

(CTfe)n,n+l «fc)n+i,n V" + 1

(ctk)n,n+l (clt)n + l,n V« + 1 (106)

(co"fe)n+l, n (C0k)n,n+ 1 Vre + 1

Les matrices de deux Operateurs et cj correspondants
sont done adjointes l'une ä l'autre. C'est pourquoi nous

employons le signe + au lieu du Symbole *.
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D'autre part les Operateurs elkTl et e lhTl sont egalement

adjoints l'un ä l'autre puisque

J<\>* eikr-L ^ e~ihri <l»j di

Nous sommes ainsi amenes ä substituer aux potentiels classi-

ques § 1 (9) les Operateurs suivants:

(11 a)

K SZ(cTtKt + <t^t)
~h

AX ~ 2 {cyj£ Aa"J + Ax -j)
k

Ao ~ 2 (co'J A0^ + c0 •J Aq -J")
1

ft /

i j, - ss i* (oTt - <t ~kk) \
c T -> 1

k I

— Ax — S (<Yj AX"J «a Ajj) ^ Jj
k

— A0 — S ^ (co"ft AoiT 4ft Vft)

avec

-y/2 71:tvkeikr ^ ^ X IVk e-ik r
rh h k \/]J> ' h aft k -\/lJ

k V^71 etft r y^2 7t «V X* />

_ A +-* __
V k

_ \ (11 c*k k k \/h3 ' ^ ^ V^T3

-ihr

•y/27t wk eihr j. \/2n wh e-ik r
ot * ; AoiT * ^/gr

Enfin, 1'hamiltonien des oscillateurs peut s'ecrire sous la
forme

H< 1

~^{SCTh CTh + c},~h cXh coiT c0 if) H'fc
ft

2(Snt£ + Nxir-Not)«-ft (Iii)
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2. Uequation d'onde de 1'electron et du champ.

Tant qu'il n'est pas necessaire de considerer la modification
du champ due ä la presence d'un electron, le mouvement de

celui-ci dans un champ exterieur donne, peut etre decrit par
une fonction d'onde Y (/• t) dependant seulement de la position
de la particule et du temps, et satisfaisant ä l'equation de Dirac

t) — | ca(p + + ßmc2 J t)

Pour arriver ä une theorie plus complete, tenant compte ä la
fois de l'influence du champ sur 1'electron ainsi que de celle
de 1'electron sur le champ, on doit considerer d'emblee le

Systeme global forme par la particule et le champ. L'etat de

ce Systeme est decrit par une fonction d'onde

^ ('i> • %~k > 0 '

dependant des coordonnees de 1'electron, des variables du

champ et du temps, et obeissant ä l'equation

VoY =HT,
dans laquelle l'hamiltonien H a pour expression

H — j c a + e _|_ ß mci | — ejyo _j_

+ J (S<t + CA h Clh — C0h C0h) Wk »

k

+
les potentiels A, A0 et leurs coefficients de Fourier cj-, c~£ etant
donnes par les formules (10 a) et (11 a). Sous cette forme,
l'hamiltonien quantique correspond terme ä terme ä l'hamiltonien

classique § 1 (29) dans le cas d'une particule 1.

1 La charge de 1'electron est representee ici par — e tandis qu'au
§ 1, ei designe celle de la i-eme particule avec son signe.



DES PARTICULES DE DIRAC 129

Le premier terme represente l'energie mecanique de l'electron
et les deux derniers l'energie du champ. On peut encore ecrire H
de la maniere suivantc:

H H<P> + Hb) + H<ch) (12)

avec

H<P) — (cap + ßmc2) (13 a)

H« _e(A0(rd + a. A (/\)) (13 b)

H<ct) S (s cT cT"J + Cx c}~£ coiT co t) wh
k

S(S Nt-J + N0-j) (13 c)

k

H'') est formellement identique ä l'hamiltonien de Dirac
d'une particule libre. est l'hamiltonien des oscillateurs du

champ. Enfm Hw est un term d'interaction entre l'electron
et le champ.

II est ä remarquer que les expressions des potentiels que
onus avons utilisees ne sont valables que si l'energie des

oscillateurs du champ est comptee avec le meme signe qu'en
theorie classique (Cf. § 1.3).

Si nous nous bornons ä considerer le cas oü cette hypothese
est realisee, tant pour la particule que pour le champ, l'equa-
tion d'onde du Systeme s'ecrit, dans le cas d'un electron,

{ ep0 + cap + ßmc2 + e(A0 + aA) — S (SN-fc + ^Ok)wh} ^ 0

k

et dans le cas d'un positron

{ cp0 + c ap + ß TOC2 — eA0 + a A) — S (SNT"J + N0ft") wh } ® 0 4

k

Au contraire si l'on desire utiliser une representation oil l'on
compte toutes les energies avec des signes opposes ä ceux de la
theorie classique, il faut appliquer la transformation qui fait
passer d'un spineur ä son conjugue (Cf. § 2 (5). Les equations
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precedentes s'ecrivent alors respectivement, pour le cas de

l'electron et celui du positron:

{ cp0 + cap + ß mc2 e (Aq + «A*) — S(SNT"J + — Nyj) wh } $ 0

~k

{ cp0 + cap + ß toc2 + e (A* + a A*) — S(SNT£ + — N0"j) wk }T 0

h

Afin d'etudier un Systeme constitue de plusieurs particules
de Dirac en interaction avec le champ, on peut generaliser les

equations precedentes en prenant comme hamiltonien du
Systeme la somme des hamiltoniens des particules, en interaction
avec le champ, et de l'hamiltonien des oscillateurs du champ,

comme on le fait en electrodynamique classique (§ 1 (29).

L'hamiltonien ainsi obtenu peut egalement se decomposer de

la fagon suivante:

H 2 H(p) + H(l> + H<ch) (12)
3

avec

HJi) —(cajPj + ß3 mc2) (13'a)

H<«> 2e,(A0£) + 2,a£)) (13' b)

3

H(oh) s (sNt)T + Nxir - Noir) ^ • <13'c)

t
Toutefois nous devons remarquer qu'ä cause de la possibility

d'annihilation et de creation de paires, le nombre des particules

du Systeme n'est pas constant. En raison des difficultes

qui resultent de ce fait, nous reprendrons ce probleme ulterieu-
rement.

3. Les solutions des equations de Velectrodynamique quantique
et leur interpretation.

Considerons d'abord le cas du champ de radiation dans le vide,
c'est-ä-dire en l'absence de toute particule. Les fonctions

propres du Systeme sont alors simplement formees par le produit
des fonctions propres de chacun des oscillateurs du champ
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transversal. Ceux du champ longitudinal sont tous supposes
dans l'etat fondamental; leur fonction d'onde, T0 1, ne joue
aucun role et ils ne donnent lieu qu'ä un champ nul. Si l'on
construit avec ces fonctions propres la matrice du potentiel
vecteur A on constate que les elements diagonaux sont tous
nuls, les seuls elements differents de zero etant ceux qui
correspondent ä une variation unitaire du nombre de quanta
contenu dans chaque onde (emission ou absortion d'un photon).
La valeur moyenne du champ est done nulle tandis que sa

valeur quadratique moyenne est differente de zero, meme si le

champ est dans son etat fondamental (absence complete de

photon). Autrement dit le champ subit des fluctuations autour
d'une valeur moyenne nulle.

On aurait pu supposer que les oscillateurs longitudinaux
ne sont pas toujours dans leur etat fondamental mais qu'ils
peuvent se trouver dans des etats excites quelconques, ä part
la restriction que les matrices des Operateurs ; c0~J; cJ-J

doivent satisfaire aux relations

« + S o; <">
AK I CO A K I CO

qui correspondent aux relations classiques § 1 (17). On verifie
alors que la matrice du champ electrique longitudinal est

identiquement nulle. Le champ de radiation est done purement
transversal en theorie quantique comme en theorie classique.

Passons maintenant au cas d'une particule libre. Nous

supposerons que les equations de 1'electrodynamique quantique

admettent des fonctions propres. Celles-ci doivent etre
choisies de fagon que les relations (14) soient satisfaites par les

matrices des coefficients de Fourier c^; c^; c0^; En

construisant les matrices des Operateurs A et A0 on s'aper-
goit, ainsi que nous le verrons au § 4, que les elements diagonaux

sont maintenant differents de zero, ainsi que certains
elements non diagnonaux. Le champ subit done encore des

fluctuations, comme dans le cas du vide, mais sa valeur moyenne
n'est plus nulle; eile est modifiee par la presence de la particule
ce qui corresponds ä l'existence du champ propre de celle-ci.
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Enfin considerons le cas d'un Systeme de plusieurs particules.
On sait par experience que celui-ci presente un spectre de

niveaux qui peut etre determines de faijon tres precise, dans le

cas des vitesses non relativistes, par une theorie quantique de

caractere purement mecanique, telle que Celles de Schrödinger
et de Pauli, c'est-ä-dire dans laquelle le champ des particules
ne figure pas explicitement, son action etant representee dans

l'hamiltonien par des termes d'interaction entre particules. La
seule modification apportee a ce spectre par l'introduction du

rayonnement est un elargissement des niveaux generalement
tres faible vis-ä-vis de leur ecart. Notre premiere täche consistera
done ä montrer que ces theories mecaniques peuvent etre

deduites, en premiere approximation, de 1'electrodynamique
quantique. Ceci constitue l'aspect quantique du probleme que
nous avons pose de faijon generale et precise au § 1,6 oil nous
en avons etudie l'aspect classique. Nous verrons ainsi que
1'electrodynamique quantique permet de justifier les termes
d'interaction introduits en mecanique ondulatoire par des

considerations de correspondance mais qu'elle fournit egalement
deux termes supplementaires, dont l'un ne peut etre deduit de

telles considerations. De plus nous montrerons que, comme en

electrodynamique classique, un rapport simple lie ces differents
termes aux energies resultant de la superposition des parties
longitudinales et transversales des champs propres des particules.

Jusqu'ici, on n'a reussi ä trouver des solutions exaetes des

equations de 1'electrodynamique quantique que dans certains
cas particuliers, notamment dans celui d'une particule au repos
et de masse infmie 1. Dans le cas general on se contente de

rechercher des solutions approximatives en considerant le terme
d'interaction entre les particules et le champ comme une petite
perturbation. Avant de nous occuper de l'utilisation de cette
methode dans les problemes que nous venons d'envisager nous
voudrions dire-quelques mots de la theorie quantique du
rayonnement qui fut ä l'origine du developpement de l'electrodyna-
mique quantique et qui lui a fourni un grand nombre d'applica.

1 G. Beck, Journal de Physique, 1939, 10, p. 200.
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tions. Pour traiter celles-ci on fait une hypothese phenomeno-
logique justifiee par la petitesse de l'influence des phenomenes
radiatifs sur le mouvement d'un Systeme de particules. Cette

hypothese consiste ä supposer qu'en premiere approximation,
il est possible de considerer separement l'etat du champ de

radiation et celui du Systeme de particules: le premier correspond

ä une fonction propre 1^(0^; t) de l'hamiltonien
des oscillateurs des ondes transversales et le second ä une
fonction propre ^(ri; r2, •••; t) de l'hamiltonien repre-
sentant l'energie du Systeme materiel dans une theorie pure-
ment mecanique (voir plus haut). On introduit alors l'inter-
action

H<1) V AT(^) (15)
3

entre les particules et le champ transversal comme une petite
perturbation, prenant naissance brusquement ä l'instant initial
t — 0, et l'on recherche, par la methode de variation des

constantes, une solution de l'equation

(H<m> + H<ch> + H«)T — A ^ (16)
di 7Z l O t

qui se reduise ä pour t 0. A un instant ulterieur t,
cette Solution s'ecrit

Y ^rI+ (17)

| cii;/, f (0 |2 est probabilite de trouver le Systeme materiel
dans l'etat / et le champ dans l'etat F si l'on supprime
brusquement la perturbation ä l'instant t. Si l'un des etats (/, F)

a la meme energie que l'etat (i, I) cette probabilite devient

divergente. Comme on suppose que Fun au moins des etats

(i, I) ou (/, F) appartient toujours ä un spectre continu, on
considere que toutes les transitions infmiment voisines, du

point de vue mathematique, sont pratiquement äquivalentes,
du point de vue physique; on sait que la somme des probabi-
lites relatives ä toutes ces transitions est convergente et croit
proportionnellement au temps (pendant les premiers instants)
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ce qui permet de determiner la probability par unite de temps
de la transition physique consideree. L'enclenchement et la
suppression brusque de la perturbation aux instants initial et
final signifie que Ton considere comme negligeable 1'inter-
action entre le Systeme materiel et le champ de radiation
avant et apres la transition. Les calculs sont conduits de

fagon ä ne tenir compte de l'influence de H*.4' qu'en ce qui
concerne les phenomenes radiatifs, sa contribution ä l'inter-
action mutuelle des particules etant dejä contenue dans H'm'.

Revenons maintenant au calcul des fonctions propres d'une

particule libre par la methode des perturbations. Le terme
perturbateur, constitue ici par l'interaction [formule (13 b)]
de la particule avec les parties longitudinales et transversales
du champ, est considere cette fois-ci comme constant; il n'est

plus question de le supprimer ä un instant donne. Pour
determiner une fonction propre perturbee, nous supposerons que
la partie non perturbee de celle-ci est formee par le produit
d'une fonction propre de Dirac de la particule et de la fonction
d'onde T0 1 representant l'etat fondamental du champ. Ce

choix assure la validity des conditions (14) ainsi que nous le

verrons. La fonction propre perturbee est obtenue sous forme
d'un developpement en serie suivant les fonctions non pertur-
bees,

Y To + Sci,o;/,F fyrF > <18)

dont les coefficients de Fourier sont cette fois-ci independants
du temps.

L'existence de termes pour lesquels ^ r„ indique que le

champ ne se trouve plus dans l'etat fondamental du vide, mais

qu'il est modifie par la presence de la particule. Celle-ci possede

done un champ propre en rapport etroit avec les coefficients

ci, 0;/, F- Nous le calculerons au § 4.

Cela n'aurait actuellement aucun sens de supprimer l'interaction

11'1' puisque celle-ci est liee ä l'existence du champ

propre des particules de Dirac et par consequent ä celle des

particules elles-memes. On ne peut done interpreter la
presence des etats excites du champ dans la serie (18) comme

indiquant la possibility de transitions reelles. On a coutume
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de dire qu'elle correspond ä une emission de photons virtuels

par la particule. Ce langage emprunte ä la theorie de la radiation
ne permet pas de comparer directement l'electrodynamique
quantique ä l'electrodynamique classique sous sa forme
habituelle. II a pourtant l'avantage d'associer aux termes fournis

par la methode des perturbations une image qui permet parfois
d'en saisir intuitivement la signification. C'est ainsi que l'inter-
action mutuelle de deux particules, qui sera etudiee en detail
ulterieurement, apparait, ä ce point de vue, comme un echange

d'impulsion s'effectuant par l'intermediaire de photons virtuels
longitudinaux et transversaux emis par l'une des particules et
absorbes par 1'autre.

Ainsi que nous l'avons dejä dit ä la fin du §1,3, les notions

quantiques de photons reels et virtuels (ou lies) correspondent,
en electromagnetisme classique, ä Celles de composantes de

Fourier du champ de radiation et du champ propre des particules.

C'est pourquoi, les photons virtuels peuvent aussi bien

etre longitudinaux que transversaux alors que les photons reels

sont necessairement transversaux, ainsi que nous l'avons

remarque au debut de ce paragraphe.

§ 4. — Le champ propre de l'electron.

1. Les coefficients de Fourier du champ propre d'un electron libre.

Nous considerons ici le cas d'un electron qui n'est soumis ä

aucun champ exterieur. Nous allons calculer, par la methode
des pertubations, la fonction d'onde de la particule et du champ.
L'hamiltonien du Systeme etant mis sous la forme § 3 (12), le

terme perturbateur est constitue par l'interaction

H« — e{ A0 ß) + a. A (r^) } § 3 (13 b)

entre la particule et le champ.
Nous designerons par

iri) e h ^ (1 a)
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les fonctions propres de rhamiltonien de Dirac et par
2rti

(r, ; 0) e h" * (16)

les fonctions propres perturbees qui se ramenent, pour —>0>

aux de meme indice (multipliees par la fonction d'onde

ro 1 representant l'etat fondamental du champ). Pour eviter
les difficultes relatives au spectre continu, nous supposerons

que les i];, sont des ondes planes de Dirac qui satisfont aux
memes conditions de periodicite que les potentiels du champ
a la surface du cube L3. Ces ondes forment un Systeme orthogonal

complet, ä condition de considerer aussi bien Celles ä

energie negative que Celles ä energies positive
Les calculs de perturbation seront developpes jusqu'aux

termes du premier ordre inclus. II en resulte tout d'abord que

Wt (2)

II n'en serait plus de meme si on considerait les termes du
second ordre, car l'energie de perturbation cesserait alors d'etre
nulle pour devenir meme divergente. Toutefois il n'est pas
certain qu'il faille tenir compte de celle-ci puisque

wi c V'2 c3 + P2

represente par definition l'energie totale de l'electron, quel que
soit la nature de celle-ci. Nous reviendrons ulterieurement sur
cette question qui n'intervient pas pour l'instant.

D'autre part, la perturbation du premier ordre de Y ne fait
intervenir que les etats du champ differant de l'etat
fondamental uniquement par le fait que l'un des oscillateurs se

trouve dans le premier etat excite. A ce degre d'approximation,
le developpement en serie de la fonction d'onde s'ecrit done:

;e) + 2ci;j,Tfe +

+ ^"ct; j, Aft" ^3 (rl) + ^ci;j,0fe (ri) ^1 (6o"ft) (3)

Les coefficients de Fourier sont de la forme bien connue

HW
C, —l;/ E,-E/
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Ii')' etant 1'element de matrice relatif ä la transition virtuelle
entre l'etat initial i et l'etat final / dont les energies sont

respectivement et E;-. On calcule aisement hl')' en tenant
compte des expressions § 3 (11) des potentiels et des relations
§ 3 (10). Pour evaluer le denominateur on se rappellera que
l'energie des osoillateurs du potentiel scalaire sont comptees
negativement, ä la difference de Celles du potentiel vecteur qui
sont regardees comme positives.

On obtient ainsi les formules:

_ (+?%«%*+°.)

(4)

Ci;j, 0~k

wh •+- «'j—wi

wk -V W] — Wl

(+r ettt +:)

dans lesquelles est utilisee la notation

(CVtK) /•Calculons maintenant les elements de matrice des coefficients
de Fourier du champ

('°t)n =/Ti •

En appliquant les formules § 3 (11 a) on trouve qu'ils sont
lies aux coefficients de Fourier des fonctions propres du

Systeme par les importantes relations

2-n 2rci.

(c^\ _ c -v jf(w3"wt)f / +^\ » ^ -h <wj w»)1

\ rk/ji i;j,xk ' \cxk/jt j;i,rk
2m, 27ii,

(c c -> • (c+^\ c* -e"(wJ_w«)t (5)
\Xk))i ' \ T k )}1 3,i, Xh

2ni, 2m,
/ \ * j-lw.-wJt x —
(cot)ji — e,.,i, Ok e h ; (e«U -c,;j,«ke h

Archives. Vol. 29. — Mai-Jum 1947. 10
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que Ton peut encore ecrire, en tenant compte de (4) et (1 a),
sous la forme plus explicite

v r\ Tftljl w ' \CTh/]l \ Tk/ij

(c^ W ,+ y\cxk)]i + w ^ ' \cxh)n \c\k)ij (6)

^.\
(+3 eAit +«)

coh>n w. A- a>. tv ' \cok))i \cQk)ij

On voit que les matrices de deux Operateurs e£ et cor-
respondants sont adjointes l'une ä l'autre, ce qui justifie ä

un nouveau point de vue le fait d'affecter Tun d'eux du Symbole

j- de l'adjonction.
D'autre part on deduit des formules (6) les equations sui-

vantes et leurs adjointes

(c^+fe)„^=

(c^ + Ti),,"*= <0 (7)

(C°ft + ~ e A® k ^
0 w

La verification des premieres est immediate; celle de la
derniere s'effectue en partant de l'identite

\k Jk ®rad Aot

et en integrant par partie le numerateur de (c7^)]l. L'integrale
de surface disparait en raison des conditions de periodicite



DES PARTICULES DE DIRAC 139

imposees aux fonctions d'onde et aux potentiels ä la frontiere
du cube L3. On obtient ainsi successivement:

(4-3* « AJt *i)= — Jkf{ " A»t Srad + grad 4»* • a Aj-J «fc) dt

~~ i IT /{ ^^ (c" P + ß

— 4»iAot (ca? + ßmc2)*4<*}d-r

t4 ^ - wi) ^ ^+t +i)=-£ | (+i Ao+t 4i)

D'oü la relation (8).
Les equations (7) et (8) constituent l'approximation du

premier ordre des equations rigoureuses

C '

+ eaA4t('x)
-> * ,-K

cxt + tFH eaA?(t(,''i) C)

cot + — eAot (^)

cAt+^ =0 (8')AR Z CO

qui resultent de la forme meme de l'hamiltonien du Systeme et
de la condition

> 1 öA„div A H r—5 0
c ÖJ

et qui correspondent aux equations classiques § 1 (19 et 17).

2. Le champ propre de Velectron libre.

Les elements de matrice des potentiels ont pour expression

(\)ji S 5{ (cTt)ji ATft fr + (C?t)ji frt fr }
k

(Ax)ji 5((cxt)ji Axt fr + (c\k)jifrk fr } (9)

k

(A0)ji 5{ (cot)ji Aot fr + (4t)ji Aot fr }
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En comparant les formules (9) et les equations (7) et (8)

aux formules § 1 (9 a) et aux equations § 1 (16) et (17) on
constate que les elements de matrice (AT) + (Aj)Jt et (A0)3t,

correspondent ä deux indices i, / determines, sont les potentiels
d'un champ electromagnetique obeissant aux equations de

Maxwell et crees par les densites de courant et de charge que
1'on associe, en theorie de Dirac, ä la transition i — /.

D'autre part, on peut mettre ces elements de matrice sous

la forme

(At(7, t))n =y t) AT(7—t)dTj
CM'* ' J))]i f (^. *) Ax(?—-vj OdTj (10)

(A0(r t))n J 4*(n> t) A0(r — rx) t}^, t)dxy

Les Operateurs AT, Ax et A0 sont ainsi parfaitement definis

puisque les forment un Systeme orthogonal complet. D'ail-
leurs chacune des fonctions propres que nous avons calcu-
lees decrit, en electrodynamique quantique, le meme etat de

la particule que la fonction correspondante en mecanique
ondulatoire. On peut notamment verifier que et ijq

correspondent ä la meme valeur propre de l'operateur d'impulsion
qui s'ecrit respectivement dans le premier et le second cas

P Srad + S (SN - + - NoI) ^ k

h
h (11)

p — grad
£ TX I

Les fonctions forment un Systeme orthogonal comme les ipt

«lais celui-ci n'est pas complet, car il ne comprend pas les

fonctions d'onde relatives au cas oü l'electron est plonge dans
le champ d'une onde lumineuse (photons reels). Toutefois si

nous ne tenons pas compte des phenomenes radiatifs, les deux

systenaes orthogonaux sont equivalents au point de vue de la

description du mouvement seul. Par consequent, on peut egale-
ment dire que le champ propre de l'electron est represents de

faqons equivalentes par les potentiels A.(/—7^), A.x(r—/•*),
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A0(r— rj), en mecanique ondulatoire, et par les Operateurs

generaux AT(r, 0Tt), Ax(7, 0?.t), \ (r, 0ot)> en electrodyna-
mique quantique, tant qu'on peut negliger l'influence du

rayonnement.
Remarquons que si l'on utilise ces derniers Operateurs pour

calculer les elements de matrice des potentiels il faut integrer
non seulement sur tout l'espace, mais encore sur les phases
des oscillateurs du champ; au contraire, si l'on emploie les

premiers, la seconde integration a disparu. AT(/- — rx),

Ax(r — rj) et A0(r — rj resultent done d'une operation de

moyenne effectuee sur les fluctuations essentielles du champ.
Ces fluctuations, qui existaient dejä dans le cas du vide, ne

doivent d'ailleurs pas etre confondues avec les fluctuations
mecaniques correspondant ä la presence d'elements de matrice
(10) non diagonaux. Elles se rapportent au contraire aux
elements de matrice relatifs aux transitions entre les etats que
nous considerons ici et ceux qui interviennent dans les pheno-
menes radiatifs (champ excite par la presence des photons
reels).

Occupons nous maintenant de la determination effective des

Operateurs AT(r — rj, Ax(r—r^), A0(7 —r^)- Observons

tout d'abord que les i|q etant des ondes planes, les elements de

matrice (cT^)Jt, (c0j)}l ainsi que «£>),t, (tip)]t,
(tip) sont nuls, sauf si l'on a

En d'autres termes, l'emission ou l'absorption d'un photon
virtuel ne peut se faire que s'il y a conservation de l'impulsion.
On peut encore dire que, pour un etat initial determine, chaque

composante AT^, AX"J, A0"J, A^, A^-J, n'intervient que
dans les transitions vers les seuls etats dont l'impulsion est

3. Calcul des potentiels.

(12 a)

-A (12 ft)
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determinee par les relations (12). Celles-ci ne fixent d'ailleurs
1'energie wt qu'au signe pres.

a) Transitions entre etats d'energie de meme signe.

Supposons, pour commencer, que l'on ne considere que des

etats d'energie positive.
On peut alors ecrire les formules (9) sous la forme (10) en

posant

_ syJ(eaAT-g (ea A, £))A+_t (r)
k 1 wk + — wi wk — W] +

(ea A+-J (i^)) At-| Cr) + («« AT t M A^fe 0")
S2

k 1 —

5
ft I

(e a Axt w) Axh (71) (ea Ax, -t w)A;+ -s*
A, — k

wk + — wl
'

wk — w, + wl

(eaK\h (^)) Axt 0") + («« Axt £)) Aftft H fl3)
life'

1 —

5
k I

e AoX W A0-£ (r) (e A0
_

(rj A0+ (r
+ Wj — Wk — W + Wt

e Aot Aot (r) + e Aot Aot (r)2
k

Les Operateurs ainsi obtenus ne conviennent que pour les

transitions entre etats d'energie positive. lis correspondent for-
mellement aux potentiels classiques § 1 (24) dont ils different
seulement par le remplacement, aux denominateurs, de l'ex-

e t — j,, •„pression y- par — D ailleurs sir c k r wh

- P] + Pi
AP P] — Pi « P 2
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on a, quelque soit vjc:

% — wi _ /W _ t. _ _ 2
wh wh wh c k

Cette approximation permettrait aisement de montrer que si

l'on represente le mouvement d'un electron libre relativiste

par celui d'un paquet d'ondes ä energie positive, dont l'impul-
sion est connue avee une precision relative Apjp « 1, le champ

moyen calcule avec les Operateurs (13) est le meme qu'en
theorie classique ä grande distance du paquet d'ondes. D'ail-
leurs, en raison des relations d'incertitude de Heisenberg et
de la condition Apjp «1, les dimensions du paquet d'ondes

sont necessairement grandes vis-ä-vis de la longueur d'onde

de Compton, A ^
si on les mesure dans le Systeme de

reference oü l'electron est au repos. A apparait done, ä ce point
de vue, comme une limite inferieure imposee par la theorie

quantique k la validite de la loi de Coulomb pour l'electron,
limite d'ailleurs beaueoup plus elevee que le rayon classique
de cette particule, r0 e2/mc2, puisque A 137 r0.

Si l'electron est soumis au champ d'autres particules, ces

Operateurs cessent d'etre applicables dans le cas relativiste
ou lorsque le Systeme comprend simultanement des electrons

et des positrons. Iis ne pourraient, par exemple, etre utilises

pour les electrons des couches profondes d'un atome lourd. On

sait en effet que si l'on decompose leur fonetion d'onde en
serie d'ondes planes, la contribution des etats d'energie negative

est de l'ordre de grandeur de e2/c2, soit environ 30%

pour les electrons K de l'atome d'uranium, par exemple.

Quant ä la presence de paires eile ferait jouer un role important
aux transitions d'annihilation et de creation liees, suivant la

theorie des lacunes, aux transitions entre etats d'energies

positive- et negative. Au contraire, si l'on ne considere que des

electrons animes de vitesses non relativistes, comme e'est le

cas dans un atome leger, les Operateurs (13) peuvent etre

pratiquement confondus avec ceux qui sont definis par les

formules (10).
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Pour mettre en evidence le magnetisme propre de l'electron
nous decomposerons, suivant les formules § 2 (8), les densites
de courant et de charge; nous calculerons ensuite leurs coefficients

de Fourier, lesquels determinent ceux du champ (Cf. (6)).
Nous obtenons ainsi

0-ikVi -ihri \
e{^*e~lhri<l>r) ^ +«) —

^mJl e (7 ß e~l>hr» (14a)

->-> w A- w- e~^ +,) ß^ +,)

+ (14 b)

Comme nous supposons que les etats i et / sont non-relati-
vistes le dernier terme de ces formules est c2/c2 fois plus petit
que le terme principal et par consequent negligeable. De plus
nous pouvons remplacer wx et w} par mc2. Enfin nous suppri-

(w Wx \
merons, au denominateur de (6), I j vis-ä-vis de 1

puisque

wi — wi ± p] + P\ J_ (P, ~~ Pi) (P, + Pi)
_ I fix k_ t

Wfr 2 m wk 2 m 2 \ c cl k ^

En utilisant les expressions ainsi decomposees et simplifiees
des elements de matrice de cT^, c0~£, cfä, c^ ainsi

que celles de A_t, Axj, A0-j, A;f, A+t, A+-J [§ 3 (11 c)], les
formules (10) et (13) se trouvent remplacees par les suivantes:

(Ax)jt / (Act + Aa) dTj

(Ax)n /^"A^ dT, (15)

(AO)3J f Ac0<K^i
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avec

-> 4ic CV 1 1 !-» eih(r-rx)
A eß S 2 1 (p a-?) a? u

VL3 tk2 21 VL5

eih ("r-r^) ^ ^ ^(P-at)gtf <16a)

t _ Q 4lt Y1 1 //- *\* eit{-~r-rj
cX e

Vl3 f/f2 21 ^'k'k VL3

eik r- f /-> T\ 11"Hb+ ^-(^1^ («»

4; 2 l eift (?-^)
A-=-« VI? !» ~w "6c|

ou encore, d'apres les formules de sommation § 1 (12 et 13)

et en remplagant r— r* par 7, pour la simplicity de l'ecriture,

A eßl JL I + i-A } (17a)
y

c 2 I mc r r mc j

Ao ~ e7 (mI

(«>

Ac0 et Ac sont les potentiels du champ electrique de Coulomb
et du champ magnetique de Laplace produit par le deplacement

du premier ä la vitesse ~v c^- tandis que le potentiel vec-

teur Act se rapporte au champ magnetique du spin.
Les calculs se developpent de la meme fa<jon pour les

transitions entre etats d'energie negative; on trouve ainsi que les

potentiels (17) et (18) restent applicables sans aucune
modification de signe. lis ne correspondent done pas au champ du

positron, ainsi qu'on aurait pu s'y attendre. Nous reviendrons

sur cette difficulty.
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b) Transitions entre etats d'energies de signes opposes.

Considerons maintenant les transitions entre etats d'energies
positive et negative. Les formules (13) definissent alors les

potentiels d'un nouveau champ que nous appellerons champ a.
Celui-ci est lie au phenomene d'annihilation et de creation

de paires. Dans le cas non relativiste, que nous envisageons
seul ici, il n'intervient de fa?on appreciable que lorsque l'elec-
tron se trouve en presence d'un positron. Sa signification
apparaitra plus clairement lors de l'etude de l'interaction de

ces deux particules.
Pour evaluer les series (13) nous pouvons maintenant rem-

placer | wt — w} | par 2 mc2 et negliger au denominateur w\
vis-ä-vis de {wl — w3)2. Les formules de decomposition (14)

n'apporteraient ici aucune simplification; elles montreraient
seulement que la majeure partie des densites de courant et de

charge resultent de la densite de moment electrique (Cf. § 2.3).
On trouve ainsi, au lieu de (15), (17) et (19),

(K)n f
(19)

(A°)j =/
avec

-> >

A, (20a)

e —2j I 3—
y'L3 £ \2 mc2 k

4 k ^
'

k elhr
(20 b)

2mc2 J k2 ^/l3
wk \2 1 ethr

(20c)

En remarquant que
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et en effectuant les sommations, on obtient finalement les

potentiels du champ a:

Aa 47te(^-J a S(r — r,) (21a)

\o=4xe(j)2 *(?-%) (21&)

Rappeions que les coefficients de Fourier des potentiels (17),
(18) et (21) ont ete etablis en considerant des transitions entre
etats que nous avons supposes non-relativistes, lesquelles cor-

1
respondent aux petites valeurs de k, c'est-ä-dire ä k « •

II en resulte que ces coefficients ne sont corrects que pour les

grandes distances (| r — | » A) ou, ce qui revient au meme,
qu'ils ne doivent etre appliques que dans le cas de particules
animees de faibles vitesses (c/c« 1).

En ce qui concerne le champ a, ceci signifie qu'il est nul

partout, sauf dans un domaine tres reduit dont les dimensions

sont au plus de l'ordre de grandeur de A et oü il atteint
des valeurs considerables. Lorsqu'il s'agit de calculer, dans le

cas non-relativiste, les elements de matrice des potentiels, ce

domaine peut etre considere comme ponctuel vis-ä-vis du
domaine d'integration dont les dimensions sont superieures ä

la longueur d'onde X de la particule: la structure du champ a

peut etre ignoree, il suffit de connaitre sa valeur moyenne ce

qui se traduit par l'introduction de la fonction S.

Enfin remarquons que les elements de matrice des coefficients

de Fourier de Aa et de Aa sont du meme ordre de grandeur.
Ceci nous laisse pressentir que le champ « pourra jouer un role

comparable ä celui du champ de spin dans l'interaction entre
l'electron et le positron. Toutefois la presence de la fonction S

nous montre dejä que le premier champ ne pourra pas donner
lieu ä des phenomenes macroscopiques analogues au ferroma-

gnetisme.

4. Les parties longitudinales et transversales du champ.

Chacun des potentiels (17), (18) et (21) ne constitue que le

premier terme d'un developpement en serie suivant les puissan-
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ces de v /c. Comme le champ electrique de Coulomb est de beau-

coup le plus considerable, la precision avec laquelle il est

decrit par les potentiels (17) est insuffisante comparative-
ment ä la faible importance des autres champs. On peut amelio-

rer facilement cette precision en representant les parties
longitudinales et transversales du champ propre par les potentiels

Ao A' (Cf. I. §1.1).
Les coefficients de Fourier de A„ sont c0"J — c^ et Cq-J —

—V

ainsi qu'on peut s'en rendre compte en calculant Ex.
Des equations (7) et (8) on tire d'ailleurs

^ _
(+,* eKh 4-i) eA0£ ^

c0h cXk — ~ •

Par suite, les elements de matrice de A„ peuvent s'ecrire
sous la forme

(Ao (r))ji=f <pj Ao(r — r^) dr2 (22)

avec

_ _ y, eAOfe(^> AoKf) + eAtfjrJA+fa) ^
Ce calcul peut aussi bien s'effectuer au moyen des formules

matricielles exactes (7') et (8') de sorte que l'operateur precedent

s'applique rigoureusement ä toutes les transitions.
Quant aux potentiels de la partie transversale du champ,

ils sont donnes, suivant que wt et w>3- sont de meme signe ou
de signes contraires, par les formules (16 a), (16 d) et (20 a) qui
s'ecrivent, apres sommation,

A; eßi i.Ü-+ i(24)
c 1 \ r mc \ra mcJ

a' n [eAAJ ,»5)

e (y) 4ttS(7) — grad J" • (26)
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Iis representent des champs d'importance comparable ainsi

que nous l'avons remarque. Toutefois, si nous utilisons dans le

premier cas les potentiels qui se rapportent aux second et

reciproquement, nous obtiendrons des champs qui n'auraient
aucun sens, mais qui seraient vjc fois plus petits et par consequent

negligeables. Par suite l'operateur

A' A; + Aa + A; (27)

peut etre employe en premiere approximation quels que soient
les signes de wi et »>.

Le champ propre de l'electron apparait ainsi comme la

superposition de trois champs: celui de Coulomb, celui de spin
et le champ a. Ses parties longitudinales et transversales sont
decrites par les potentiels (23) et (27), le premier applicable

sans restriction, et le second pour ^ <(<( 1 et | r — rx | » A.

C'est ä peu pres sous cette forme que G. Beck 1 ecrit les

potentiels du champ propre de l'electron. II les deduit de

l'electrodynamique quantique alors qu'on s'etait servi jusque
lä de considerations de correspondance, ce qui permet seulement
de determiner les champs de Coulomb et de spin. Le champ a
n'avait pas ete mis en evidence auparavant, mais son influence
avait dejä ete prise en consideration dans certains problemes
tels que la diffusion des positrons par les electrons (voir plus
loin, II § 3). La methode suivie par G. Beck est basee comme
la notre sur la theorie des perturbations, mais les calculs sont

developpes d'une fagon assez differente et la definition des

Operateurs potentiels n'est pas la meme que celle que nous

adoptons. II en resulte diverses modifications en ce qui concerne
le champ a: notamment la fonction S est remplacee par 1/r2
de sorte qu'il parait assez surprenant que ce champ donne lieu,
dans le probleme electron-positron, ä une interaction Va

contenant elle aussi la fonction S (Cf. II, § 3).

1 G. Beck, Comptes rendus, 1941, 212, p. 850; Cahiers de Physique,
1941, n° 4, p. 1.
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5. Le champ propre du positron.

Le calcul du champ propre de l'electron s'applique integrale-
ment au cas du positron si l'on represente celui-ci par une
fonction d'onde ä energie positive. II sufiit simplement de

changer — e, — p. en + e, + p..

D'autre part on sait que les etats d'energie negative de

l'electron peuvent etre consideres en theorie de Dirac comme

representant le positron. Gependant le formalisme que nous
avons utilise ne conduit pas ä attribuer ä ces etats le champ
de cette particule. C'est ainsi, par exemple, que la formule
Ao — ejr leur reste applicable. A premiere vue, ceci parait
du simplement au fait que l'on compte, dans ce cas, 1'energie
des oscillateurs du champ avec le meme signe qu'en theorie
classique et celle de la particule avec le signe oppose. En realite
la raison de ce resultat est plus profonde; eile provient de ce

que nous avons considere la determination du champ propre de

l'electron comme le probleme d'un seu lcorps. En effet, si nous

developpons la fonction d'onde de l'etat fondamental de

l'atome d'hydrogene suivant un Systeme orthogonal d'ondes

planes, le principe de la conservation de la charge ne se confond

avec l'invariance de la probability totale, dans l'hypothese

d'une particule unique, que si l'operateur Ao — ~ est

valable aussi bien pour les etats d'energie negative que pour
ceux d'energie positive.

La difficulty est done entierement liee ä l'existence des

phenomenes de creation et d'annihilation de paires. On pour-
rait esperer la lever en employant la theorie des lacunes mais

on n'arriverait pas dans ce cas ä des Operateurs dependant
des coordonnees du positron puisque celles-ci ne figurent pas
dans la fonction d'onde. Aussi est-il difficile de dire si l'emploi
de cette theorie en electrodynamique est justifiee ä ce point
de vue.

(ä suivre)
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