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LA CONSERVATION DE L'ENERGIE
ET DE

LA QUANTITE DE MOUVEMENT

EN MECANIQUE STATISTIQUE

PAR

ltobert BETCHOV
(Avec 1 fifr.) '

„

I. Introduction.

' v" V#' [

S

Nous nous proposons d'etudier les fondements de la meca-
nique statistique en oomparant les differentes methodes

connues, et d'examiner en particulier le role des principes de

conservation de l'energie E, de la quantite de mouvement Q

et du moment de la quantite de mouvement G.

Nous ne chercherons pas ä donner ä notre memoire un
caractere general et rigoureux mais nos conclusions traduiront
une propriete importante de la mecanique statistique.

II y a plusieurs methodes dont les resultats coincident lorsque
le nombre N des particules du Systeme est grand, bien que 1'on

ne fasse pas toujours le meme emploi des principes conservatifs.
Nous passerons en revue ces differentes methodes et nous dis-

tinguerons deux types reposant sur des conceptions differentes
de la conservation de l'energie.

Nous chercherons egalement ä degager les grandeurs ayant
un sens lorsque le nombre N des particules du Systeme est

petit, et nous signalerons quelques proprietes particulieres de

ces systemes.
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II. LES BUTS DE LA MECANIQUE STATISTIQUE.

Le but de la thermodynamique classique est de donner sous

forme mathematique certaines proprietes macroscopiques d'une
substance. On demontre que ces proprietes (equation d'etat,
chaleur specifique, pression de vapeur, etc.) peuvent etre
deduites d'un potentiel thermodynamique, exprime en fonction
de deux variables. On peut considerer que chaque substance a

un potentiel pour chaque phase (solide, liquide, gazeuse) ou un
potentiel unique, sujet ä des discontinuites. Nous adopterons ce

dernier point de vue.
Nous dirons que pour une substance donnee il y a quatre

potentiels possibles:

E (FN) dit energie (energie interne) dE T dS — P dV
F (VT) » energie libre F — E — TS
G (PT) » potentiel de Gibbs G F + PV
H (PS) » enthalpie H G + ST

Si l'on connait E (FN), on deduit P et T par les relations:

T^-u)r m

L'elimination de S donne 1'equation d'etat P P (VT) et

E E(VT) donne Cv

Si l'on ne connait que E E (VT) on ne peut ni former
1'equation d'etat, ni calculer N; par contre F (VT) donne P
et S par les relations:

dF\ dF\
r>rT>--w)T «cn--5,) r- (si

Les potentiels thermodynamiques peuvent etre obtenus expe-
rimentalement: on releve les courbes P (VT) puis P (FN) ä T
et N constants. Par des cycles de Carnot on peut determiner les

valeurs de T et de N propres ä chaque courbe et il est alors

possible de former E puis F, G et H.
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On peut chercher ä determiner theoriquement l'un de ces

potentiels en partant d'hypotheses sur les particules constituant
le Systeme thermodynamique; nous rencontrons ici le premier
but de la mecanique statistique: obtenir un potentiel par voie

theorique.
II convient de remarquer que les grandeurs figurant dans la

description mecanique du Systeme ne peuvent etre que le

nombre N des particules, l'energie E, le volume V, la quantite
de mouvement totale Q et son moment G. Pour obtenir un
potentiel thermodynamique" il faudra done introduire par voie
de postulat l'une au moins des variables S, T ou F. Nous verrons
qu'il y a plusieurs postulats possibles, mais qu'ils n'ont pas la

meme signification.
Une substance ä l'etat d'equilibre presente des proprietes

qui echappent ä la thermodynamique. Pour etudier par exemple
les fluctuations, les mouvements browniens, les bruits de

souffle, les emissions des cathodes chaudes, etc., il est necessaire

de definir une grandeur nouvelle: la fonction de repartition.
Dans les cas simples cette grandeur indique combien de

particules se trouvent dans un element de mesure dq3 de l'espace,
tout en ayant des impulsions dont la valeur absolue est comprise

entre p et p + dp. Cette grandeur, que nous designerons

par /, correspond ä la densite des points figuratifs des particules
dans un espace ä six dimensions (q1 q% q3 px p2 p3). Cette fonction
depend des p et des q et de huit parametres et eile est astreinte
ä verifier les relations:

V CO V Co

o o o o

o o o o

avec

1, 2, 3

Si / est une fonction symetrique des p et des q, les relations

(5) sont automatiquement satisfaites avec Qj et G] nuls, et le
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nombre des parametres se reduit ä deux. La fonction est

generalement du type:

/ A/x (a, p, q)

On determine A et a par (4). Nous verrons que a peut etre
identifie avec la temperature, ce qui permet de donner E en
fonction de V et T.

Le calcul de la fonction / constitue le deuxieme but de la

mecanique statistique, et ces deux buts sont distincts.

III. LA METHODE DE BOLTZMANN.

Les premiers travaux de Maxwell et de Boltzmann menent
ä la fonction / dans le cas des gaz parfaits, et Boltzmann a etudie
les proprietes de la grandeur c>£ definie par:

v °°

X j j'flufdpSdq* (6)

o 6

Boltzmann s'est ensuite interesse aux differentes manieres
de repartir une energie E entre N particules semblables. Nous

nommerons ces differentes possibilites de mouvement les etats

du Systeme et nous considererons comme distincts les etats ne

differant que par une permutation de particules.
Au sens de la mecanique classique il y a une infinite de

manieres de repartir une energie E entre N particules et le

classement des etats est delicat. Pour rendre fmi ce nombre
total d'etats il faut limiter la precision avec laquelle on decrit
cbaque etat. On peut morceller l'espace p — q en cellules egales
de volume H3 et definir un etat par le tableau des populations
de ces cellules. Soit Nt le nombre de particules attributes ä

la ierae cellule, E% l'energie d'une de ces particules, Qn ses

quantites de mouvement selon les trois axes de reference et
ses moments. On doit avoir:

XNt N, T, N E (7)I I X '

xxlQl} Qj (8)i i x 1
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On peut dresser mentalement la liste des etats verifiant ces

conditions et etudier leurs probabilities respectives d'etre
realises. Les considerations basees sur la forme canonique des

equations du mouvement conduisent ä supposer que tous ces

etats sont egalement probables (theoreme de Liouville).
Considerons alors les categories formees en reunissant tous

les etats ne differant entre eux que par des permutations de

particules; chaque categorie contient un nombre d'etats donne

par:

"'=- Ä ("

Sa probability sera proportionnelle ä Wc et la categorie la
plus probable sera celle ä Wc maximum. Les conditions (7) et
(8) donnent:

8 { L Wc -t- a (E — + ß (N — LiVJ +
l l

+ Sx, (Qj - + S Tj (Gj - Gn) } 0
3 l 3 l

En utilisant la formule de Stirling:

2 (~ f (10)

on obtient, pour de grands TV,:

(ii)

Si les Q et les G} sont nuls (11) se reduit ä:

Nt=e-aE<-&. (12)

On peut aussi considerer la liste des etats verifiant seule-

ment (7) et representant ainsi des Q) et des quelconques.
On peut les supposer tous egalement probables, former les

categories d'etats et en rechercher la plus probable. On retrou-
vera le resultat (12). On determine a et ß en remplagant les

sommes par des integrales; pour la premiere on a:

V CO

~ fje aEiPV) &dp*dq*. (13)

0 0
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avec

On trouve:

et *-**• 1,11

La comparaison avec E s/2 NkT, equation propre aux gaz
parfaits, donne:

1

a= w
Pour determiner S on a successivement:

r - dE\ dS\ -v dTJv=S/2Nk dT/v T'
S 3/2 NkLT + «Si (F)

p
dF/s dF

'

II nous manque un second renseignement, ä savoir
PV 7VA71, qui donne:

f S ^ 3/2 iVALr + NkhV + s°

La constante S0 est encore indeterminee. Pour la connaitre,
substituons les selon (12) dans Wc Selon (9); nous trouvons,
ä des termes en LTV, pres que l'on peut negliger si les N-t sont

grands:

LWr »L1VLT + iVLF + NL [
h LiV (15)c * NHä

On peut poser, avec Boltzmann, que S est proportionnel ä

LWC, ce qui determine S0 en fonction de N, m, et de la cellule
elementaire H, encore indeterminee. On ne peut cependant pas
preciser si les etats sont pris conformement aux conditions (8)

de conservation de Q et de G, ou si ces conditions ne sont pas
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respectees. En effet, la difference ne porte que sur des termes
en LTV\ que l'on peut negliger dans la formule donnant S ä cote
des termes proportionnels ä N. II est meme possible de poser:

S KLW

oil W est le nombre total des etats, somme des Wc. Ces etats

peuvent satisfaire ou non aux conditions (8). Les differents
nombres W ne different que par des termes du type Nx avec x
beaucoup plus petit que N, et l'experience ne peut pas
determiner ces termes. Cette propriete de l'equation de Boltzmann
a ete signalee par H.-A. Lorentz 1 qui la designe sous le nom
« d'insensibilite ».

Le terme S0 intervient dans les questions de pression de

vapeur et il a ete mesure; on pouvait ainsi considerer que la
dimension de la cellule H etait mesuree.

La cellule Hz a pris un sens physique avec la naissance de la
theorie des quantas et Tetrode 2 a signale que les valeurs

experimentales de S0 coincidaient avec les valeurs du terme
constant de (15), a condition de poser:

W
S &L ~ et H h 6,62 10~27 erg. sec. (17)

La methode de Boltzmann semble done satisfaisante, mais
eile presente une contradiction: pour obtenir les valeurs
experimentales de S0 il faut donner ä la cellule IP une valeur si

petite que les nombres Ni deviennent beaucoup plus petits
que 1.

L'emploi de la formule de Stirling n'est done pas justifie.
On peut cependant interpreter ce resultat en disant que les Nt
valent 0 ou 1 3; chaque categorie contient alors N etats et

1 Voir bibliographie.
Voir bibliographie.
Pour une mole d'air ä 300° abs. avec V 20 litres on trouve

_Ei
<?-P 2 1CT7 et IVj 2 KT7 e

hT •
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l'entropie est donnee par:

5 ALU (18)

avec U nombre des categories, ou nombre des etats si les

particules sont indiscernables (si Ton ne distingue plus les

etats ne differant que par des permutations de particules).

IV. SUR LA FORME RELATIVISTE DE LA FORMULE

DE BOLTZMANN.

Lorsque la quantite de mouvement total Q d'un gaz n'est
c,

pas nulle, on verifie que les x3 de (11) sont egaux ä ^ avec

Cj- vitesse du gaz selon les trois axes.
Considerons un observateur entraine avec le gaz, il mesurera

une energie E', une temperature T' et une quantite de mouvement

nulle. On demontre en relativite restreinte que la cellule

dp3 dqs est invariante, ce qui implique Finvariance de /. On a

done:

La relativite restreinte enseigne que:

E' 3

V1 — p2/c2

et nous en deduisons la transformation de T selon:

T T' \/l — p2/c2

Les integrations relativistes, en posant

E(pq) a/(to0c2)2 + c2?2 >
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determinent E (V, T). Elles ont ete faites par Jüttner et pour
les cas Bose-Einstein et Fermi-Dirac par Bennewicz puis
Kothari et Singh. (Voir bibliographie.)

V. Statistiques de Bose-Einstein
et Fermi-Dirac.

Considerons N particules, d'energie E, dans un volume V.

Si l'espace p — q est partage en cellules de volume A3, avec
h 6,62 1CT27 erg • sec. et si les particules sont sans indivi-
dualites (hypothese de Bose), nous definirons un etat du gaz

par la suite des Vi indiquant la population de chaque cellule.

Cas Bose-Einstein, premiere methode.

Les cellules peuvent contenir un nombre quelconque de

particules et nous designerons par Ns le nombre des particules
occupant des cellules dont l'energie par particule est comprise
entre s et s + de. Nous reunirons dans une meme categorie tous
les etats repondant ä une meme suite de N..

Ce critere de formation des categories est arbitraire et nous

indiquerons un autre critere possible (deuxieme methode).
Chaque etat peut etre represente graphiquement: tragons

pour chaque couche d'energie s un diagramme (fig. 1) compor-
tant autant de lignes horizontales qu'il y a de cellules, soit Ge

ce nombre de cellules, et sur chaque ligne un segment propor-
tionnel ä la population de la cellule. En reliant les segments
horizontaux par des segments verticaux, nous formons un
itineraire. A chaque etat correspond un ensemble d'itineraires
et deux etats ont, au moins dans un diagramme, des itineraires
differents. Les differents etats d'une categorie s'obtiennent en

modifiant les itineraires sans faire varier les Ns. Iis auront
necessairement tous meme E, mais les Q sont indetermines.

Tous les etats d'une categorie ne sont pas equivalents et le

nombre des etats permis par la mecanique classique est inferieur
ä celui des etats decrits ci-dessus.
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Particule N° 1 2 3 4 5 N„

Cellule N° 1

2

3

4

5

Figure 1.

Diagramme de la couche e.

La cellule n° 1 est occupee 2 fois,
» » » 2 » » 0 »

» » » 3 » » 1 » etc.

Le nombre d'itineraires possibles dans un diagramme correspond

au nombre de permutations de Nz + Gz — 1 segments
dont TV. sont horizontaux et — 1 verticaux.

W,
G — 1

iVE Gä — 1

Le nombre des etats d'une categorie sera:

wc ngwc

La categorie la plus riche sera donnee par:

8 { LWc + a IE — SeArE) + ß (N — SiV£) } 0

(19)
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II est ici impossible de garantir la conservation des Qj et
des Gj car ces grandeurs ne peuvent s'exprimer en fonction
des Ne. On obtient, pour Nz » LTV,:

' <20>

Les sommations donnant E et N determinent a et ß. On

peut donner ä la cellule la valeur 6,62 10~2/ erg sec. sans rendre
les Ne trop petits, et le calcul de Ws donne (voir note), si ß est

grand:

(21>

Nh3
LW=N !/2LT + LF + L - L_ I + termes insensibles

Si ß est grand, on retrouve la repartition selon Boltzmann
et Wc correspond ä l'expression verifiee par Tetrode.

Cas Bose-Einstein, deuxieme methode.

On peut choisir un autre critere, qui elimine une partie
des etats ä Q different de zero. Caracterisons une categorie
d'etats par la matrice des GEV, avec nombre des cellules

Note. — On a successivement:

LTFC S { (TV, + GJL(JV, + GJ - NZLNZ - G£LG£ +
£

+ termes insensibles }

\ / ^?>.L<+jr +«.L1 + G, \

a E + ßiV + S TV L l + G.

et si ß est grand:

(3/2 + ß) TV + Nhe — («/, + ß) TV

et ß est donne par (14).
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d'energie s contenant v particules. Les differents etats
correspondent encore aux itineraires de nos diagrammes, mais le

nombre des itineraires d'une categorie est plus restreint.
En effet, on ne peut fractionner les segments horizontaux

ni les placer bout ä bout pour construire de nouveaux
itineraires sans modifier la matrice des Gev. Les itineraires vises par
cette restriction sont principalement ceux qui accumulent
beaucoup de particules dans une cellule et qui donnent ainsi
des Q eleves. Le nombre des etats d'une categorie correspondra
aux permutations de G, segments horizontaux dont Ge0, Gzl,

Ge1, etc., sont semblables.

Wr II 5 (22)c e ii G
\ i

On determine W.. avec les conditions:

S G.v Gs 2 2 Gsv TV

V £ V

2 v£ G„„ E

et 1'on trouve, si les Gsv sont grands:

<23>

LWC n(%LT + LV + L(2tcTO>^3
'2e

+ termesinsensibles

On retrouve le resultat (21). Mais les categories de la premiere
methode sont plus riches en etats que Celles de la deuxieme
methode, et notre calcul montre que la difference est un terme
neglige, du type Nx, terme insensible. Le critere de formation
des categories est done « insensible » et l'entropie n'est definie
sans equivoque que si TV est tres grand. Enfin la conservation
de Q et de G n'est pas prise en consideration.

Cas Fermi-Dirac.

Si 1'on impose qu'aucune cellule ne puisse contenir plus d'une
particule, les deux methodes ci-dessus se confondent. La
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matrice des se reduit ä ses deux premieres colonnes et l'on
a Gsv Nz. La quantite de mouvement totale d'une couche

est toujours imprecise, quoique entre des limites moins larges

que ci-dessus. Un calcul analogue ä (19) donne:

W n 5 (24)
c SJVE! Gz — iVe!

y '

G,
N,

eas + 3 + 1

et Wc est identique ä (21) si ß est grand.

VI. UNE NOUVELLE METHODE.

Nous allons montrer que la forme donnee arbitrairement ä la
cellule elementaire agit sur le nombre des etats possibles et

qu'elle facilite plus ou moins la conservation de Q et de G.

Exemple 1. — Prenons des cellules dp3 dq3 h3 telles que
dq3 soit une fraction du volume V du recipient, et dp3 une

petite cellule cubique de l'espace px p2 p3. La quantite de

mouvement totale Q ainsi que son moment G peuvent etre
determines avec une precision limitee, mais on peut concevoir un
calcul comportant des conditions sur Q et G.

Exemple 2. — Si la quantite dq3 est prise egale au volume V,
la position des particules est indeterminee et G echappe au
calcul. Le nombre des etats ne peut etre calcule qu'avec les

conditions E et Q constants.

Exemple 3. — Avec dq3 V, prenons dans l'espace p1 p2 p3
des cellules en couches spheriques concentriques autour de

l'origine et de volume dp3 constant et egal ä h3/V. Le calcul
ne peut se faire qu'avec la condition E constante.

Nous allons calculer le nombre des etats possibles dans les

exemples 2 et 3 par une methode d'iteration. Nous n'avons^pas
pu appliquer notre methode ä l'exemple 1. < x V t';

Archives. Vol. 29. — Janvier-F6vrier 1947. wvXwjHUU I
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Calcul de Vexemple 2. — S'il n'y a que deux particules d'ener-
gie totale et de quantite de mouvement totale connues 011 a:

E U^+*£) Q lP + iP.2 \ m, m,

Le vecteur p1 p2 p3 est symbolise par sa norme p et l'indice
inferieur gauche se rapporte ä la particule. L'impulsion de la

premiere particule de masse m1 est ainsi lp.
Posons:

/~i TTt-i _ » W.i _
ip Q —t h -ß 2p Q r R

my + m2 m1 -f- m2

On a:

1 /II2E Q2 h Ä2 1

Dans l'espace p1 p2 pz la particule m1 est placee dans une

couche spherique de centre Q ——— et de rayon R. La parti-+ m 2

cule TO, est dans une couche de centre O ——— et de rayon R.z v m1 + m2

Chaque orientation du vecteur R correspond ä un etat distinct
au sens de Boltzmann et si le volume de la cellule est h3jV le

nombre des etats est donne par:

W ir.R2 ~ Aphä

A p epaisseur de la couche ~
Ce nombre d'etats ne depend que de la difference entre

l'energie totale et l'energie cinetique collective:

tXT, 4 7tF ^ 1 ] h rtb,m„IL 'Mim2 2£ — Q2 —r—1—25hä L mx -f- ms\ y /3 mx + m2

Considerons un Systeme de trois particules dont la quantite
totale de mouvement soit nulle. On aura:

2E iFl + J?! + ?P-
m1 m2 mz

lP + 2? + 3? — 0
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Pour chaque valeur de 3p le Systeme forme par m1 et m2

pourra prendre un nombre de configurations donne par (25) oü
l'on remplace:

2E par 2£ — ^ ; Q par 3p

Cela donne:

W (m.m,) ^\2E - ?-P- ^ 1 h

m1 m2 L m3 m1 + m2\ yVa

La particule m3 peut avoir une impulsion 3p de:

4 7t F
h3

3P2 dsP

manieres differentes, ce qui donne pour le nombre total des

etats d'un Systeme de trois particules:

3 pmax
ii'/ /4irF\2 m,m, h m, + m2 + m3 J11 (m1m2m3) [—--) i—? / 2E ^ 3J 3 „2 \ p^ p\ h3 tn1 + m2 yüJ [ m3 (mL + m2) \

0

L'integration se fait de 3p 0 jusqu'ä un 3p maximum
donne par: W (m1 m2) 1. On peut prendre pour 3p maximum
la valeur:

2 _ of mz (nh + m2)
3^max

TOi _|_ „j3

si l'on a la condition (voir 25):

8nV%E » 1 (26)
h? Bij + m2

Tous calculs faits, on trouve:

/4tiF\2/ m1m2m3 \3/2, jri-,3/

15 V
m1 + m2

m3 m2
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Si Q est different de zero, on a:

W [m1 m2 m3)

4n;F\2 m1m2m3 \3,2

(27)

h3 \m1 + m2 + IE- Q2 y/a 2gh

rr^ + m^ + mj 15 y%

Un raisonnement et un calcul identique donnent pour un
Systeme de quatre particules, avec <2 0:

W (m1m3m3mi)
4 ttF\3 m1 m2 m3 mt

h3 / V/Wi + ra2 + m3 + mi

1/2

(2E)* —
384V% '

On voit que le nombre d'etats possibles d'un Systeme de

N particules, avec <2 0, sera donne par une expression de

a forme:

W (N) (: (2E)3'*n-2 A
yVa

A

On passera au cas de N + 1 particules en posant:

/4 TT ^
JF(1V + 1)

JV+ lPmax
- „+lP.^+lP.2E n x

m1y+1 £Nm.
0 1

Posons pour integrer:

N+iP sin ~

nV

3/aN-2

J/Ml

\/IE

i_ + ^_viV
TOiV+l »S

On a

JF(iV + l) _ /4ttF'
\ h3

n^+1
(2£')3/2(JV+1)-2^A/(2; 3A —3)
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avec la formule connue:

J(p ;«> -J'
*/2

sinp 0 cos9 0 d, 0 p — 1 q — 1 n/2 si p et q pairs
p + q 1 si p ou q impair

Nous negligeons le role de la parite de N en prenant un
facteur moyen <\/r/2. On a la relation:

A (A + 1) A (A) J (2; 31V — 3) A,

La comparaison avec (27) donne:

A,0 3A — 4

Le nombre d'etats d'un Systeme de N particules, avec <2 0

sera done:

(28)

/47tF\ A-l
IF (A)

n«mi

Sf miA

!(2A)3^-2(TC/2)^?4j
y% (3A — 4)

On remarquera que, sauf le terme g, la fonction est syme-
trique en les Nous donnons en annexe la demonstration
de la formule:

z!! (2n)Vizy*

En l'utilisant on transforme (28) en:

w<x> -
11 mi
S m-

3/2 V27 ghlNs^
4(2jt)6/iF4/3£V

(29)

(30)

Calcul de Vexemple 3. — Les cellules, disposees en pelure
d'oignon d'epaisseur variable, ont toutes le meme volume h3/V
Pour une cellule de rayon p et d'epaisseur Ap, on a:

2m

As —

4 rep2 FAp — ft3 (31)

h3

V 4 v:m\/2mz
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Considerons un Systeme de deux particules m1 et m2 et

d'energie totale E. La particule la plus lourde, soit peut
prendre une impulsion maximum plus grande que l'impulsion
maximum permise ä la particule m2 et egale ä:

\/1m1E

A toute position de la premiere particule correspond une
seule cellule pouvant contenir la seconde et le nombre des etats
possibles sera celui des cellules dans une sphere de rayon
soit:

TT W \
4 7t 3 V 47tV 3/„,oe,,3/„ 1

TT (mim2) — lPmax — — (IE) -
Considerons un Systeme de trois particules; si ms est dans la
&leme cellule ä partir de l'origine, le Systeme constitue par m1

et m2 aura W (mx m2) etats possibles:

4 7t F 3/ 1 ro„ 3 p2 (Ä)]3/2
(mimä) -p- mj' — ^2E —— J

Le nombre des etats du Systeme de trois particules sera
donne par une somme en k. On a vu qu'une cellule correspond
ä une difference d'energie As et on a done:

dk 1 4 7tF a/ ,i/„KT.- — '<2"
E

W(m1m2m3) {^Pj j (E — zf1* Vz de

On retrouve ici la dissymetrie en m2 analogue ä celle conte-

nue dans le terme g de (28). L'integration donne:

W(mim2mz) (ppf [nImp2 (2E)* g

En appliquant la methode d'iteration de l'exemple precedent
on obtient pour un Systeme de N particules, dans le cas 3:

wm - (i$f' K.».]"1^. (32)
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Discussion des resultats.

La formule (28) donne le nombre des etats si E et Q sont

conserves, la formule (32) correspond au cas oü seule E est

eonservee. Les etats sont comptes au sens de Boltzmann.
On voit que l'entropie doit etre prise egale ä (voir 17):

Les nombres d'etats calcules selon les cas 2 et 3 sont egaux
au nombre d'etats selon Boltzmann (15) ä des termes en Nx

pres, termes qui sont insensibles. Pour une mole d'air a. P et T
normales, la difference entre les formules (28) et (32) se traduit
par une difference d'entropie de l'ordre de 1(L21 cal/deg.

La forme de la cellule ne joue done dans les exemples 2 et 3,

et si N est assez grand, qu'un role purement theorique. Mais
cette constatation montre que la definition de l'entropie n'est

pas precise et qu'il est possible de concevoir des particules non
soumises aux lois conservant <2 et G et verifiant les lois des gaz
parfaits.

Nous connaissons le nombre des etats pour une forme donnee

de la cellule, avec une energie E et un volume V donnes, mais
les etats sont determines au sens de Boltzmann. Pour passer
au nombre d'etats au sens de Fermi-Dirac il faut eliminer tous
les etats comprenant au moins une cellule occupes par deux

particules; puis il faut decompter parmi les etats restants ceux

qui ne different entre eux que par des permutations de

particules.
Enfm nous tiendrons compte du spin des particules.

On a:

PV NkT

Passage au cas Fermi-Dirac.
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Examinons le cas de l'exemple 2, sans spin, avec N particules
de masses egales ä m. Le nombre d'etats avec au moins une
cellule occupee par deux particules sera egal au nombre d'etats
d'un Systeme de memes E et V constitue par N — 2 particules
de masses m et par une particule de masse 2m. Soit Wt le

nombre d'etats avec N masses egales, on a (30):

3/m3/^ V27 gh*N'l*
(Nmf1-* 4(2 7r)5,'F4/3JE,V

Le nombre d'etats avec au moins un duo (au moins une cellule

occupee par deux particules) sera donne par (30) en posant
m1 2m, m2 m3 mN_t m et en rempla^ant N
par N — 1.

Si N est grand, on peut poser:

W2 WlV 2S'*

_ I 3Nk2 13/2 (33)
V ~ \_inzeV%mE\

Cette formule est aussi valable dans le cas de l'exemple 3.

De meme le nombre d'etats avec au moins un trio sera:

W3 W1 y2 3s/2

et le nombre d'etats comprenant au moins deux duos sera:

1L22 Wt y2 43;2

Si nous voulons deduire tous les etats avec au moins un duo,
il faut ecrire:

yv (iV 1)
car il y a —5—r manieres de former un duo. Mais les etatsJ 2

avec au moins deux duos sont soustraits deux fois et il faut
ajouter un premier terme correctif:

N{N- 1)(JV — 2) (iV — 3)
f. 22 *

W,
4 KeV 3-E

3h2N
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Les etats avec au moins un trio sont soustraits trois fois (car
un trio est constitue par un duo auquel vient s'ajouter une
particule) et il faut ajouter:

aN{N — 1) (N - 2) TT7

3 3 '

Le nombre des etats ne contenant aucune reunion de particules
sera donne par une Serie:

-1) i\r (n i) (N 2) (iv 3)

l 4

+ Ws +...

Le decompte des permutations est possible car il n'y a plus

que des etats de N particules separees et Ton obtient, si N
est grand:

W Fermi-Dirac ^ ~ V* N*V + 2iVV + +

^(1-«P (VE))- (34)

On voit que la grandeur y traduit le degre de degenerescence
et la proportion des etats avec duos. La condition (26) est

remplie meme lorsqu'il y a degenerescence.
On sait que l'etat le plus condense correspond ä une energie

minimum:

_
34-'. wn'"'» 1 103/2 [E0\*h

0 ~ io (47cF)%M
et V ~ N \E)

En formant Fequation d'etat ä partir de (34) on a successi-

vement:

S(VE) =^l| (1 - 9)}

ÖS\ _ 1 _ 3/ kN k d 9\
dE/v T ^E~ 1 — 9 öEjv
dS\ _ P

__
kN k ö 9\

ÜVJe ~'T~V 1 — 9 ÖV/E
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Soit:

E 3/2 NkT (l —
2E

V 3iV (1 — 9) dE/vJ

PV NkT (l — W7T~\ N (1 — 9) i*VJe)

En premiere approximation on a:

9 \/2 N2y

E 3/2 PV *i2NkT [1 + (if2 4 + - ]
l_ W 2j'ü {l-nmkTf'z J

On retrouve le resultat obtenu ordinairement ä partir de la

fonction de repartition, a un facteur
'2

pres.

Si le spin des particules permet d'en placer deux par cellule

chaque etat ci-dessus correspond ä 2N nouveaux etats. II faut
encore aj outer les etats comprenant un duo mais aucun trio,
multiplies par un facteur 2JV_Z, mais ce terme de l'ordre de

W± N2 y n'intervient que dans les cas degeneres. Lorsque Ny
est petit, le spin ne se manifeste en general que par un terme
d'entropie supplementaire de kNLs, oil s est le nombre maximum

de particules par cellule. Le spin des particules est ainsi

plus important que le principe de conservation de Q et de G.

Passage au cas Bose-Einstein.

On peut appliquer la meme methode mais la serie est plus

compliquee. II faut ajouter ä l'expression (34) les etats
possibles avec un duo, divises par' le nombre de permutations
possibles avec un duo. II faut ensuite ajouter les etats
comprenant 2, puis 3, puis n duos, les etats comprenant, 1, 2, 3 n
trios, les etats avec 1 trio et 1 duo et ainsi de suite. En premiere
approximation il faut ajouter le terme en Wz que Ton retranche

dans le cas Fermi-Dirac et cela donne:
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VII. LA METHODE DE FoWLER.

Cet auteur et ses collaborateurs utilisent une methode mathe-
matique tres habile pour calculer le nombre total des etats:

N 1

W "

La sommation est etendue ä toutes les suites de Ni compatibles

avec les conditions N et E constants. On peut adjoindre
les conditions Q constantes mais le resultat du calcul n'est
valable que si N est grand et il ne donne pas les termes
insensibles. Le role des conditions sur Q et G ne peut pas etre etudie

par cette methode, mais eile permet de montrer que les populations

moyennes des cellules donnees par:

— 1 TV'
V„. 4r S N,

3 W Y-
3 IT. _/V.

i LI
sont egales aux populations propres ä la categorie Wc.

Enfin le nombre d'etats, ou les Nj, sont donnes en fonction
d'un rayon d'integration que l'on identifie avec la temperature,
et cette identification avec une grandeur thermodynamique ne

peut pas etre etendue au cas N petit.

VIII. LA METHODE DES SOLUTIONS ü'üNE EQUATION

d'onde.

La mecanique ondulatoire permet de donner de W une
definition satisfaisante ne comportant aucun element arbitraire.
On fait contribuer ä cette definition la forme geometrique du

Systeme, le spin des particules, et des conditions exprimant
selon cette nouvelle mecanique la conservation de Q et de G.

Enfm cette definition garde son sens si N est petit.
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Nous decrirons l'etat d'un Systeme de N particules par une
fonction ^ de 3N coordonnees x1 ylz1 x2y2z2 xN yN zN et

du temps t. Cette fonction devra etre solution d'une equation
differentielle du type:

Xty ^ • (35)2in dt

Seuls seront pris en consideration les etats stationnaires du

type:

—Et
9 (x1yiz1 ZN) e (36)

L'operateur cfC exprime les proprietes des particules et nous

prendrons comme exemple:

L2 3N 52
X — s —8 r.2m i öa;2 (37)

Comme conditions aux limites nous poserons:

«tj; est normee; eile est nulle si l'un des points x^y^z-
est sur la frontiere de F. » (38)

V designe le volume du Systeme et les conditions (36) et (38)

expriment que le volume est immobile, ce qui revient ä dire

que ij; est donnee dans des coordonnees entrainees avec V.

On implique done la conservation de Q. Si l'operateur ne

comporte aueun terme correspondant ä un champ de force

centrifuge, on implique une conservation de G. On pourrait
prendre les Operateurs et et former au sens de la meca-

nique ondulatoire, les grandeurs (1 et G:

Q f ^dxiN G / 41* g. <pdx3N (39)
v v

Ces grandeurs sont nulles, car nous n'avons introduit que des

conditions symetriques en x, y, z.

Designons par l'ensemble des trois variables x? yd z}; les

fonetions 9 seront soit symetriques selon les Xp soit anti-
symetriques. On traitera le cas Fermi-Dirac en ne considerant
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que les solutions antisymetriques, dans le cas Bose-Einstein

que les solutions symetriques.
On sait qu'il n'y a de solutions que pour certaines valeurs

de E et nous dirons que pour une valeur propre E donnee, il
y en a un nombre W (E). La function <p devra verifier:

O —.2 ry, ^ v 2 P

et si le volume est un parallelipipede droit de dimensions

Ax A2 A3 les solutions seront du type:

3N 2 7T Xj X

9 tp0 II sinus
1 A,

<p0 est donnee par la condition de normation et les Aj sont
donnes par le tableau:

A^ A^ — A7 —

Les Äj doivent verifier la relation:

.2 ,2 ,2
A. • A * A„- 0 Yfi J?

S -A+ s _A + S
2

(40)
3 1,4,7... A\ 3 2,5,8... As 3 3,6,9... A3 h

Pour un E donne il n'y aura qu'un nombre W de suites de X3

possibles, et nous decompterons celles qui ne different que par
des permutations semblables dans les termes en A2 et As.

Le nombre de solutions ne dependra que des A;- et d'une
grandeur 0:

W=W(QAj), 6 ^-
Si le volume est cubique on aura:

2mPF!/!
W W (O) CI
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Introduisons l'entropie par le postulat:

S khW (fi)

Si O est assez grand, W sera une fonction continue et on

peut ecrire:

Cette relation est done valable meme si N est petit. Si le

volume n'est pas cubique on aura:

et il est permis d'imaginer des transformations laissant E, N et
le volume total V A1 A2 As constants mais modifiant S:

ce sont les deformations ä volume constant.
Ces variations d'entropie seraient surtout sensibles avec de

petits systemes, par exemple les chromosomes et les genes et
cet effet a peut-etre d'importantes consequences.

Si N est grand, et si V est cubique on peut calculer W. Consi-
derons dans un espace a 3N dimensions un vecteur de compo-
santes \ X2 X3 X3Y de longueur X. Les solutions de (40) sont

sur une surface de sphere de rayon X Q1/2. S'il n'y a pas
degenerescence le decompte des permutations peut se limiter
ä une division par N

La surface d'une sphere ä 37V dimensions est: 1

S S (E TV A1, A2, As)

3 N

3 TV (re)
2

x3Ar_!

On a pour s3N:
3 iV

1 si N est pair

s3N

1 Voir bibliog'raphie, Borel et Schoute.



DE MOUVEMENT EN MECANIQUE STATISTIQUE 31

En prenant un terme moyen \ / — on a:— on a:
7T7T

|2 (If1 {/§»
3N — 2 N /"—^

ce qui donne pour l'entropie l'expression normale ä des termes
insensibles pres.

Le cas des recipients spheriques, cvlindriques, etc., mene a

la resolution de l'equation de Schrödinger avec des conditions
aux limites judicieuses. On eliminera ensuite les solutions
indesirables (critere de Bose, etc.) et le nombre W des solutions
sera identifie avec l'entropie. Le premier but de la mecanique
statistique est ainsi atteint; on calculera la fonction de repartition

en cherchant avec quelle frequence les differents Xj

figurent dans les W solutions.
Le probleme de mecanique statistique en mecanique ondula-

toire est ainsi ramene ä un probleme relevant de la theorie
des nombres.

Les methodes precedentes dont seule la derniere etait pleine-
ment satisfaisante revenaient ä calculer le nombre de partages
possibles d'une energie E entre N particules contenues dans un
volume V. On donnait au logarithme de ce nombre W un sens

thermodynamique en postulant l'equation de Boltzmann.
Lorsqu'on etudie un Systeme mis en contact avec un reservoir
de chaleur, on se trouve en presence d'une infinite d'etats
possibles car l'energie peut fluctuer. II faut done fixer son

attention sur les differentes energies possibles et leurs probabi-
lites respectives et chercher une grandeur mecanique que l'on
puisse identifier par un postulat avec une variable
thermodynamique. On travaille avec V et T constant et la variable

thermodynamique sera F (VT).
Nous n'aurons pas ä introduire des conditions de conservation

de Q et de G car ces grandeurs peuvent fluctuer.

IX. LA METHODE DE GlBBS.
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Gibbs a imagine un ensemble de systemes identiques au

Systeme considere, mis en contact avec un reservoir de chaleur
et portes ainsi ä la meme temperature T. L'etat d'un gaz

parfait de N particules peut etre represents par un point
figuratif dans un espace ä 6N dimensions, et ce point se depla-
cera sans cesse. II n'est pas astreint ä se deplacer sur une
surface ä N — 1 dimensions verifiant la condition E constante
(ensemble micro-canonique) ou sur des surfaces ä moins de

dimensions si l'on introduit les conditions relatives ä Q et G.

L'ensemble de Gibbs correspondra dans cet espace ä un
nuage de points decrivant chacun une trajectoire.

Le mouvement le long de l'une de ces trajectoires est regi

par la mecanique classique ou relativiste et la forme canonique
de ces equations permet de demontrer que la densite des points
reste constante au cours du mouvement. Si l'on exclut toute
periodicite on implique que la densite 8 des points ne depend

que des grandeurs caracteristiques du mouvement d'un point
isole: son energie E ou ses Qj et Gy Une fois normee, cette
densite represente la probabilite <p de trouver un Systeme

appartenant ä l'ensemble dans un etat interieur au volume
(dp dq)3N.

9 (PI) § (Pl) (d-P dq)3N

Cette probabilite tp depend des p et des q par l'intermediaire
des E (pq), Q (pq) et G (pq). L'energie moyenne, ou son espe-
rance mathematique, sera:

E fE (pq) 8 (pq) (dp dq)3N

Des formules identiques donnent Q et G et si ces grandeurs
sont nulles, / est symetrique et ne depend done que de E. (Nous
ecartons le cas oü E n'est pas symetrique.)

Imaginons un Systeme obtenu en reunissant deux
systemes Sj et Njj identiques. Si la reunion se fait sans interaction
on a:

9„i <Pi <Pn '

Em Et + Eu
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La fonction cp est done du type:

_E_

cp Ae ^ (dp dq)3N (ensemble canonique)

La constante A a les dimensions de h3N et nous poserons:

K.

A ~- e ^ a sans dimensions (41)

La constante F propre au Systeme sera donnee par:

F Z E(pq)
" ff 6 " {dpdqfN ' ^

0 V

Les grandeurs F et p sont des parametres de distribution et
si nous considerons F comme fonction de p et V on a:

_ —
E — F

Ö (JL/ V p '

Cette equation mecanique peut etre comparee ä l'equation
thermodynamique:

dE (VS) T dS — P dV

On est done amene ä postuler: « V est identique ä l'energie
libre.»

La fonction E (V5) devient ainsi identique ä E, et T est

proportionnelle a p.:

p kT

Dans le cas des gaz parfaits, l'integration donne:

3/2LT + LV + L

Archives. Vol. 29. — Janvier-Fevrier 1947.

(2tvm)sl*ksl*e*l*aef
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La comparaison avec Fexperience (voir formule de Tetrode (17))
donne:

/ e \ N 1
a (— \ ou encore a ^-j- (43)

En effet la difference entre ces deux a est «insensible ».

On peut se demander si le postulat identifiant F donne

exactement les memes resultats que le postulat de Boltzmann,
et nous allons voir que cela n'est pas le cas mais que la
difference est «insensible ». S'il n'y a pas d'energie potentielle la
formule (42) peut s'ecrire:

r E
VN / hT

- " ~ JO?* J

s3n surface d'une sphere a 37V dimensions, de rayon p
avec p \/2mE

On a:

F
3V 4 / 2

~ STS*
" J ' iE

CO

yj- 3V r
(2m) 2 J ;

y J?I*N-1 e

Or la fonction y presente un maximum d'autant plus aigu

que N est grand, autour de la valeur E 3/2 NkT et l'inte-
gration se ramene pratiquement ä:

- It W(E^N) -*f 2 3/2 NkT

Cette approximation de (42) est equivalente ä:
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X. LA METHODE DE GlBBS AVEC DES SYSTEMES

QUANTIFIES.

Nous allons appliquer la methode de Gibbs aux systemes
dont les particules ne peuvent prendre que certaines energies e2,

s2, s3, etc. L'energie totale ne peut done prendre que certaines
valeurs Er avec:

Er SiVr(E; SiVw Nr N (44)

Par analogie avec le cas non quantifie, on postulera:

_E
e " =2e "• (45)

r

Le facteur a (voir 41) est superflu car les differentes permutations

d'une meme repartition de l'energie n'apparaissent
qu'une fois dans la sommation. Celle-ci est etendue ä toutes les

valeurs Er conformes ä (44) mais on peut meme prendre toutes
les suites de Nrl possibles, sans la condition portant sur N (cas

des photons). Selon Fermi-Dirac, on ne prendre que des Nrl
egaux ä 0 ou 1.

L'energie libre F ne sera additive qu'ä des termes insensibles

pres. Prenons par exemple un Systeme de N particules, son

energie libre sera donnee par la serie:

_F Ej
^ [A |d.

e e + e +

Formons un nouveau Systeme ne reunissant deux systemes

identiques; la somme de leurs energies libres sera donnee par la
serie ci-dessus elevee au carre. On a done pour le double de F:

2F 1E1 Er -f E2

e ^ e
,J- +2s * +...
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Ce n'est pas l'energie libre d'un Systeme de 2N particules,
celle-ci etant donnee par la serie:

2 E1-\- E2

e * + e +

La difference entre la methode de Gibbs et celle procedant

par le nombre W des solutions possibles est insensible, car la
serie (45) a encore la propriete de la fonction y definie ci-dessus.

Si l'energie ne peut pas fluctuer, eile ne peut prendre qu'une
valeur choisie parmi les Er, et la sommation (45) ne contiendra

qu'un nombre fini de termes correspondents aux differentes

repartitions possibles de cette energie Er. Soit W (Er) ce

nombre, on aura:

F Er
— _ J? p

e " W(Er) e
lL

ou 5 khW

La difference entre les systemes isoles et les systemes en

contact avec un reservoir est done insensible.
On peut dire qu'un Systeme assez grand est toujours son

propre reservoir de chaleur. II est done possible de concevoir
des systemes de particules, non astreints ä la conservation de

l'energie, et verifiant les memes lois thermodynafniques que les

systemes ä E constante. La statistique de tels systemes se fera
de la maniere suivante: ä partir des niveaux d'energie des

particules, fonctions du volume et eventuellement de la forme
du Systeme, on formera l'energie libre selon:

_
F _Er

e
V- Xe * Er SlVrjS,

r I

Le parametre p, joue le role d'une condition initiale, sa valeur
numerique sera donnee par une equation nouvelle:

_Er
S Er e~ *

IP r r n\

Se ^
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La grandeur E est ici une constante macroscopique du

Systeme exprimant son energie moyenne. On pourrait eliminer p,

et donner directement F en fonction de N, F, E et de la forme
du Systeme.

La conservation exacte de l'energie est done remplacee par
une conservation moyenne et les fonetions thermodynamiques
du Systeme non conservatif ne different de celles du Systeme
conservatif que par des termes insensibles. Les systemes ä E
constante apparaissent comme des cas particuliers n'ayant
qu'un nombre fini d'etats possibles.

La difference fondamentale entre les methodes basees sur le

calcul de W (nous dirons les methodes du type Boltzmann) et
celles basees sur la somme des etats (methode de Gibbs) peut
ainsi etre ramenee ä des conceptions differentes de la conservation

de l'energie. Lorsque le nombre des particules est grand
(N beaueoup plus grand que LTV), les deux methodes donnent

pratiquement les memes resultats car la somme peut etre
reduite ä un seul terme.

L'insensibilite de Lorentz dissimule les consequences des

prineipes de conservation de Q, G et E.
Les fonetions de repartitions des systemes traites selon Gibbs

sont donnees par le calcul des Nrl moyens. On utilise pour cela

le procede de Fowler.

XI. Autres methodes.

Nous avons vu que seuls les termes de W eleves ä la
puissance N contribuent pratiquement au calcul de S.

C'est ainsi qu'on peut considerer W comme le nombre des

etats dont l'energie est inferieure ou egale ä E (voir biblio-
graphie: Brillouin).

On peut aussi definir une entropie toujours additive en pro-
cedant ä partir de la fonction de repartition. Si la proportion
moyenne des particules se trouvant dans l'etat i est /i; on peut
poser (voir bibliographie: Slater):

S -Nk-Lf^f, (47)
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Entropie et energie sont done deduites de la fonetion / (V, T)
ou des fj (F, T). On peut obtenir E E (F, S) en eliminant T
et cette definition inspiree du theoreme 3t (voir formule 6)

permet de n'assigner qu'un seul but ä la mecanique statistique:
le calcul de / ou des

Mais l'entropie definie par (47) differe de la formule verifiee

par Tetrode. Pour des gaz parfaits on a (voir 12 et 14):

T (2 Timf1* e6'2 *8/a NlS JVk ['/, LT + LV + L^n; + LVJ

NLe terme A^L — LiV est superflu et l'entropie n est

donnee qu'ä une constante pres, fonetion de N. Enfin on ne

peut pas preciser si le calcul des se fait avec ou sans conservation

de Q et de G et si la conservation de E est exaete ou

moyenne.
On ne peut done pas faire de (47) une troisieme methode

statistique.
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XII. Conclusion.

Notre examen general de la mecanique statistique a montre

que les fonctions thermodynamiques sont insensibles au sens
de Lorentz ä la conservation de Q et probablement de G et

qu'il existe deux manieres d'obtenir les resultats classiques de

la thermodynamique des gaz parfaits: l'une avec conservation
exacte de l'energie, l'autre avec conservation moyenne. La
difference entre ces deux points de vue est «insensible », eile

disparait lorsque le nombre des particules est grand.
Les deux methodes reposant sur la mecanique quantique

selon Boltzmann ou selon Gibbs ne contiennent ui une hypo-
these arbitraire sur la forme de la cellule ni un critere defmis-

sant des categories d'etats. Dans les autres methodes le role
de cette forme ou de ce critere est efface par l'insensibilite.

La methode du type Boltzmann met en evidence le nombre W
des solutions d'un probleme de mecanique ondulatoire et ce

nombre prend un sens thermodynamique. II ne peut pas etre

infini, il depend du volume, de la forme geometrique du Systeme
et de la parite de N.

La methode du type Gibbs met en evidence une energie

moyenne caracteristique de l'etat macroscopique du Systeme
et procede ä partir des diverses energies permises aux particules.

Ces energies dependent du volume et de la forme du

Systeme. Le nombre des etats possibles est infini.
En consequence on ne peut pas considerer comme preuve de

la conservation exacte de l'energie une experience portant sur

un grand nombre de particules; ce debat ne saurait etre tranche

que par des experiences mettant en jeu un nombre restreint de

particules (effet Compton, disintegration, etc.). Les systemes
ä N petit (noyaux d'atomes, chromosomes, genes, etc.) ont une

thermodynamique tres particuliere: leur entropie n'est pas
additive, eile depend de la parite de N et de la forme geometrique

du Systeme.
On peut aussi renoncer ä defmir des grandeurs ayant un sens

si N est petit et considerer la thermodynamique comme l'etude
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des grandeurs proportionnelles ä N lorsque N est grand. Mais

cette definition des fonctions thermodynamiques n'implique pas
la conservation exacte de l'energie et permet plusieurs
hypotheses tres differentes sur la mecanique des particules isolees.

En terminant je tiens ä remercier M. le professeur A. Mercier

pour ses conseils avertis et pour la bienveillance avec laquelle
il m'a consacre un temps precieux.

Annexe. — Calcul de z

Substituons la formule de Stirling:

X \/2 7T X j
dans les identites:

2x
2x 2X x et (2x — 1)

2X x

On obtient:

2xv.

(2x— 1) \/2

Pour 2x z, done z pair, on a:

z!! ({P •

Pour 2x — 1 z, done z impair, on a:

(1 + —V'2

La moyenne geometrique nous donne:

1/, / Z \'h;!! ^
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