Zeitschrift: Archives des sciences physiques et naturelles
Herausgeber: Société de Physique et d'Histoire Naturelle de Geneve
Band: 29 (1947)

Artikel: La conservation de I'énergie et de la quantité de mouvement en
mécanique statistique

Autor: Betchov, Robert

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-742253

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 28.12.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-742253
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

1947 Vol. 29 Janvier-Février

LA CONSERVATION DE L’ENERGIE

ET DE

LA QUANTITE DE MOUVEMENT
EN MECANIQUE STATISTIQUE

PAR

Robert BETCHOV
(Avec 1 fig.)

I. INTRODUCTION.

Nous nous proposons d’étudier les fondements de la méca-
nique statistique en comparant les différentes méthodes
connues, et d’examiner en particulier le role des principes de
conservation de I’énergie E, de la quantité de mouvement Q
et du moment de la quantité de mouvement G.

Nous ne chercherons pas & donner & notre mémoire un
caractere général et rigoureux mais nos conclusions traduiront
une propriété importante de la mécanique statistique.

I1 y a plusieurs méthodes dont les résultats coincident lorsque
le nombre N des particules du systeme est grand, bien que I'on
ne fasse pas toujours le méme emploi des principes conservatifs.
Nous passerons en revue ces différentes méthodes et nous dis-
tinguerons deux types reposant sur des conceptions différentes
de la conservation de I'énergie.

Nous chercherons également a dégager les grandeurs ayant
un sens lorsque le nombre N des particules du systéme est
petit, et nous signalerons quelques propriétés particulieres de
ces systemes.
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6 LA CONSERVATION DE L’ENERGIE ET DE LA QUANTITE

II. LES BUTS DE LA MECANIQUE STATISTIQUE.

Le but de la thermodynamique classique est de donner sous
forme mathématique certaines propriétés macroscopiques d’une
substance. On démontre que ces propriétés (équation d’état,
chaleur spécifique, pression de vapeur, etc.) peuvent étre
déduites d'un potentiel thermodynamique, exprimé en fonction
de deux variables. On peut considérer que chaque substance a,
un potentiel pour chaque phase (solide, liquide, gazeuse) ou un
potentiel unique, sujet a des discontinuités. Nous adopterons ce
dernier point de vue.

Nous dirons que pour une substance donnée il y a quatre
potentiels possibles:

E (VS) dit énergie (énergie interne) dE = T7°dS — PdV ,
F (VT) » énergie libre F=FE-—TS,
G (PT) » potentiel de Gibbs G=F+ PV,
H (PS) » enthalpie H= G+ ST .

Si I'on connait £ (V.S), on déduit P et T par les relations:

oF : OE™
T (V) = ﬁ% P(VS) = — 57 )" (2)
L’élimination de S donne !'équation d’état P = P (VT) et
E = E(VT) donne €, = 57

Si 'on ne connait que £ = E (VT) on ne peut ni former
I'équation d’état, ni calculer S; par contre F (VT) donne P
et .S par les relations:

OF \
pyr) — — OF)T.

o W);r S(VT) = — 33 (3)

Les potentiels thermodynamiques peuvent étre obtenus expé-
rimentalement: on releve les courbes P (VT) puis P(VS)a T
et § constants. Par des cycles de Carnot on peut déterminer les
valeurs de 7 et de § propres & chaque courbe et il est alors
possible de former E puis F, G et H.
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On peut chercher a déterminer théoriquement I'un de ces
potentiels en partant d’hypotheéses sur les particules constituant
le systéme thermodynamique; nous rencontrons ici le premier
but de la mécanique statistique: obtenir un potentiel par voie
théorique.

Il convient de remarquer que les grandeurs figurant dans la
description mécanique du systéme ne peuvent étre que le
nombre IV des particules, 'énergie £, le volume V, la quantité
de mouvement totale ¢ et son moment G. Pour obtenir un
potentiel thermodynamique il faudra donc introduire par voie
de postulat I’'une au moins des variables §, 7 ou F. Nous verrons
qu’il y a plusieurs postulats possibles, mais qu’ils n’ont pas la
méme signification.

Une substance a 'état d’équilibre présente des propriétés
qui échappent a la thermodynamique. Pour étudier par exemple
les fluctuations, les mouvements browniens, les bruits de
souffle, les émissions des cathodes chaudes, etc., il est nécessaire
de définir une grandeur nouvelle: la fonction de répartition.

Dans les cas simples cette grandeur indique combien de
particules se trouvent dans un élément de mesure dg? de I’espace,
tout en ayant des impulsions dont la valeur absolue est com-
prise entre p et p 4 dp. Cette grandeur, que nous désignerons
par f, correspond a la densité des points figuratifs des particules
dans un espace a six dimensions (¢, g5 g3 p; Ps P3)- Cette fonction
dépend des p et des ¢ et de huit parameétres et elle est astreinte
a vérifier les relations:

V o V o
[[1aae =5 [[Egotarar-£ @
D0 00
V o V o
[ [ewararag = [ [6waiarae -6 6
00 00
avec
j=1,2 3.

Si f est une fonction symétrique des p et des ¢, les relations
(5) sont automatiquement satisfaites avec Q; et G; nuls, et le
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nombre des parametres se réduit a deux. La fonction est
généralement du type:

f = Afl (OC,-p, Q) .

On détermine A et « par (4). Nous verrons que « peut étre
identifié avec la température, ce qui permet de donner £ en
fonction de V et T.

Le calcul de la fonction f constitue le deuxiéme but de la
mécanique statistique, et ces deux buts sont distincts.

ITI. LA METHODE DE BOLTZMANN.

Les premiers travaux de Maxwell et de Boltzmann ménent
a la fonction f dans le cas des gaz parfaits, et Boltzmann a étudié
les propriétés de la grandeur JC définie par:

V o
e — éfdff L fdp®dg® . (6)

Boltzmann s’est ensuite intéressé aux différentes manieres
de répartir une énergie £ entre /N particules semblables. Nous
nommerons ces différentes possibilités de mouvement les étais
du systéeme et nous considérerons comme distincts les états ne
différant que par une permutation de particules.

Au sens de la mécanique classique il y a une infinité de
maniéres de répartir une énergie E entre /N particules et le
classement des états est délicat. Pour rendre fini ce nombre
total d’états il faut limiter la précision avec laquelle on décrit
chaque état. On peut morceller I'espace p — ¢ en cellules égales
de volume H3 et définir un état par le tableau des populations
de ces cellules. Soit N, le nombre de particules attribuées a
la i*™¢ cellule, E; I’énergie d’une de ces particules, Qi ses
quantités de mouvement selon les trois axes de référence et
G;; ses moments. On doit avoir:

SN, =N, SN B = E )

1

TN Q=0 BN, Gy = G- 8
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On peut dresser mentalement la liste des états vérifiant ces
conditions et étudier leurs probabilités respectives d’étre
réalisés. Les considérations basées sur la forme canonique des
équations du mouvement conduisent a supposer que tous ces
états sont également probables (théoreme de Liouville).

Considérons alors les catégories formées en réunissant tous
les états ne différant entre eux que par des permutations de
particules; chaque catégorie contient un nombre d’états donné
par:

N

¢~ ILN,! 9)

w
Sa probabilité sera proportionnelle & W, et la catégorie la
plus probable sera celle & W, maximum. Les conditions (7) et
(8) donnent:
S{LW,+ «(E—SEN)+ 8N —EN,) +

1 1

+ By (0 — TN Q) + By (G — TN Gy =0

]

En utilisant la formule de Stirling:

on obtient, pour de grands NV;:

T AN (O e (s
7““1_13'\—“/“](31.}*7i;JGlJ

LV i 11)
N, = e 4 ] (11)

Siles Q; et les G; sont nuls (11) se réduit a:
N, = ¢ iR, (12)

On peut ausst considérer la liste des états vérifiant seule-
ment (7) et représentant ainsi des Q; et des G; quelconques.
On peut les supposer tous également probables, former les
catégories d’états et en rechercher la plus probable. On retrou-
vera le résultat (12). On détermine o« et 8 en remplacant les
sommes par des intégrales; pour la premiere on a:

V o
1 —aE(pg) -8
N = ﬁéffe > dp3dg® . (13)

04 0
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avec
1 3 4
— 3 p2,
Epg) = 5, 2 p;
On trouve:
8 V(Qﬁm3/2 g Z\l (
= (o ) et E =%, (14)

La comparaison avec £ = 3/, NkT, équation propre aux gaz
parfaits, donne:

1
o= 57

kT

Pour déterminer S on a successivement:

o _ OF a8y Gy
v = ﬁ)v = 3, Nk .W,)V = T
S = 3/, NkLT + 8, (V) ,
OF s,
P=—3) =TT

I nous manque un second renseignement, & savoir
PV = NET, qui donne:

P dS, Nk o .
5= O = 8§ = 3/y NKLT + NKLV £ S, .

La constante §, est encore indéterminée. Pour la connaitre,
substituons les /V; selon (12) dans W _ selon (9); nous trouvons,
a des termes en LV, prés que 'on peut négliger si les [V, sont
grands:

(27m) 2 k2 6%
NH?

LW, =23,NLT + NLV + NL + LN . (15)

On peut poser, avec Boltzmann, que § est proportionnel a
LW, ce qui détermine S, en fonction de NV, m et de la cellule
élémentaire H, encore indéterminée. On ne peut cependant pas
préciser si les états sont pris conformément aux conditions (8)
de conservation de Q) et de G, ou si ces conditions ne sont pas
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respectées. En effet, la différence ne porte que sur des termes
en LV, que I’on peut négliger dans la formule donnant § & c6té
des termes proportionnels & V. Il est méme possible de poser:

§ = kLW

ou W est le nombre total des états, somme des W,. Ces états
peuvent satisfaire ou non aux conditions (8). Les différents
nombres W ne difféerent que par des termes du type N* avec z
beaucoup plus petit que IV, et I'expérience ne peut pas déter-
miner ces termes. Cette propriété de ’équation de Boltzmann
a été signalée par H.-A. Lorentz ! qui la désigne sous le nom
« d’insensibilité ».

Le terme S, intervient dans les questions de pression de
vapeur et il a été mesuré; on pouvait ainsi considérer que la
dimension de la cellule // était mesurée.

La cellule 7? a pris un sens physique avec la naissance de la
théorie des quantas et Tetrode 2 a signalé que les valeurs
expérimentales de S, coincidaient avec les valeurs du terme
constant de (15), & condition de poser:

Wf’ 27
S = kL I-W et H = h = 66210~ erg. sec. (17)

Lla méthode de Boltzmann semble donc satisfaisante, mais
elle présente une contradiction: pour obtenir les valeurs expé-
rimentales de S, il faut donner a la cellule A2 une valeur si
petite que les nombres N, deviennent beaucoup plus petits
que 1.

L’emploi de la formule de Stirling n’est donc pas justifié.
On peut cependant interpréter ce résultat en disant que les IV,
valent 0 ou 1 3; chaque catégorie contient alors N | états et

1 Voir bibliographie.
Voir bibliographie.
Pour une mole d’air & 300° abs. avec J = 20 litres on trouve
E;
e =2107 et N, = 2107 ¢ *T .
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I’entropie est donnée par:

§ = kLU (18)
avec U = nombre des catégories, ou nombre des états si les
particules sont indiscernables (si I'on ne distingue plus les
états ne différant que par des permutations de particules).

IV. SUR LA FORME RELATIVISTE DE LA FORMULE
DE BOLTZMANN.

Lorsque la quantité de mouvement total ¢ d’un gaz n’est

Q-
pas nulle, on vérifie que les »; de (11) sont égaux a ﬁ avec

¢; = vitesse du gaz selon les trois axes.

Considérons un observateur entrainé avec le gaz, il mesurera
une énergie £, une température 7”7 et une quantité de mouve-
ment nulle. On démontre en relativité restreinte que la cellule
dp® dg® est invariante, ce qui implique I'invariance de f. On a
donc:

E—Xv;Q;
it B
¢ KT _ , kT

La relativité restreinte enseigne que:
I — JE'Qj Qj

B _____J
V1 — v?/c?

et nous en déduisons la transformation de 7 selon:
T =T /1T —¢%2 .
Les intégrations relativistes, en posant

E(pg) = v/ (me®)? + p?,
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déterminent £ (V, T). Elles ont été faites par Jittner et pour
les cas Bose-Einstein et Fermi-Dirac par Bennewicz puis
Kothari et Singh. (Voir bibliographie.)

V. StaTisTiQUES DE BosE-EINSTEIN
ET FErMI-DIirAC.

Considérons NN particules, d’énergie £, dans un volume V.
Si I'espace p — ¢ est partagé en cellules de volume A3, avec
h = 6,621077 erg - sec. et si les particules sont sans indivi-
dualités (hypothése de Bose), nous définirons un état du gaz
par la suite des NV, indiquant la population de chaque cellule.

Cas Bose-Einstein, premiére méthode.

Les cellules peuvent contenir un nombre quelconque de
particules et nous désignerons par N, le nombre des particules
occupant des cellules dont 1'énergie par particule est comprise
entre € et € + de. Nous réunirons dans une méme catégorie tous
les états répondant 4 une méme suite de V..

Ce critere de formation des catégories est arbitraire et nous
indiquerons un autre critére possible (deuxiéme méthode).

Chaque état peut étre représenté graphiquement: tragons
pour chaque couche d’énergie ¢ un diagramme (fig. 1) compor-
tant autant de lignes horizontales qu’il y a de cellules, soit G,
ce nombre de cellules, et sur chaque ligne un segment propor-
tionnel a la population de la cellule. En reliant les segments
horizontaux par des segments verticaux, nous formons un
itinéraire. A chaque état correspond un ensemble d'itinéraires
et deux états ont, au moins dans un diagramme, des itinéraires
différents. Les différents états d’une catégorie s’obtiennent en
modifiant les itinéraires sans faire varier les N_. Ils auront
nécessairement tous méme £, mais les ¢ sont indéterminés.

Tous les états d’une catégorie ne sont pas équivalents et le
nombre des états permis par la mécanique classique est inférieur
a celul des états décrits ci-dessus.
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Particule No 1 2 3

W~
(S48
=

Cellule No 1

2

3

&

(4

Figure 1.
Diagramme de la couche e.

La cellule n° 1 est occupée 2 fois,
» » » 2 » » 0 »

» » » 3 » » 1 » ete.

Le nombre d’itinéraires possibles dans un diagramme corres-
pond au nombre de permutations de N, + G, — 1 segments
dont N_ sont horizontaux et G, — 1 verticaux.

N+ G —1

©= NG —11 (9]

Le nombre des états d’une catégorie sera:
W, =T W, .
La catégorie la plus riche sera donnée par:

B{LW, + «(B — ZeN,| + 8(N —XNJ} =0 .
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Il est ici impossible de garantir la conservation des @, et

des G; car ces grandeurs ne peuvent s’exprimer en fonction
des N_. On obtient, pour N_ >> LN _: ‘

G

Ne= om0 (20)
Les sommations donnant E et N déterminent o et 3. On
peut donner & la cellule la valeur 6,62 1077 erg sec. sans rendre
les N_ trop petits, et le calecul de W_ donne (voir note), si 3 est
grand:

(2ﬂm)3/2k3/2€5/2] (21)

LW, = N{3,LT + LV + L Vi -+ termes insensibles

Si B est grand, on retrouve la répartition selon Boltzmann
et W, correspond a 'expression vérifiée par Tetrode.

Cas Bose-Einstein, deuxiéme méthode.

On peut choisir un autre critére, qui élimine une partie
des états a Q différent de zéro. Caractérisons une catégorie
d’états par la matrice des G, avec G_, = nombre des cellules

gv?

Note. — On a successivement:
LW, = §{ (N, + G)L(N, + G,) — NLN,— GLG_ +
- termes insensibles , }

— sy L GE‘)+ GL(1 4 A—TE)’
=T N, o } + )

4

Z| =

&

W
= «E + BN + ENL{1 + &

€ =

et s1 3 est grand:
= (/s + BN + NLe = ([ + B NV

et B est donné par (14).
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d’énergie ¢ contenant v particules. Les différents états corres-
pondent encore aux itinéraires de nos diagrammes, mais le
nombre des itinéraires d’'une catégorie est plus restreint.

En effet, on ne peut fractionner les segments horizontaux
ni les placer bout & bout pour construire de nouveaux itiné-
raires sans modifier la matrice des G_,. Les itinéraires visés par
cette restriction sont principalement ceux qui accumulent
beaucoup de particules dans une cellule et qui donnent ainsi
des Q élevés. Le nombre des états d’une catégorie correspondra
aux permutations de G, segments horizontaux dont G, G,
G.,, etc., sont semblables.

W,o=T__ "¢ . (22)

On détermine W, avec les conditions:

G, = @, X6, = N,
N E W
ZveG, =F .

g,V

et 'on trouve, si les G_, sont grands:

G

g
h —_ e T, 2
Ne=2evs (23)
/ 871.3/3 /2
LW,= N (3/2 LT + LV 4+ L (QT:W)V:L; ‘ ) -+ termesinsensibles .

On retrouve le résultat (21). Mais les catégories de la premiére
méthode sont plus riches en états que celles de la deuxieme
méthode, et notre calcul montre que la différence est un terme
négligé, du type N¥, terme insensible. Le critére de formation
des catégories est donc «insensible » et I'entropie n’est définie
sans équivoque que si [V est tres grand. Enfin la conservation
de @ et de G n’est pas prise en considération.

Cas Fermi-Dirac.

Si’on impose qu’aucune cellule ne puisse contenir plus d’une
particule, les deux méthodes ci-dessus se confondent. La
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matrice des G, se réduit a ses deux premieéres colonnes et I'on
a G, = N,_. La quantité de mouvement totale d’une couche
est toujours imprécise, quoique entre des limites moins larges
que ci-dessus. Un calcul analogue & (19) donne:

W, == JL G
¢ =Nl G — N,

G-‘u
Ne = wers 1

(24)

et W, est identique a (21) si B est grand.

VI. UNE NOUVELLE METHODE.

Nous allons montrer que la forme donnée arbitrairement a la
cellule élémentaire agit sur le nombre des états possibles et
qu’elle facilite plus ou moins la conservation de Q et de G.

Exemple 1. — Prenons des cellules dp® dg® = h® telles que
dg3 soit une fraction du volume V du récipient, et dp3 une
petite cellule cubique de 'espace p; p, p;. La quantité de mou-
vement totale () ainsi que son moment G peuvent étre déter-
minés avec une précision limitée, mais on peut concevoir un
calcul comportant des conditions sur Q et G.

Ezxemple 2. — Si la quantité dg® est prise égale au volume V,
la position des particules est indéterminée et G échappe au
~calcul. Le nombre des états ne peut étre calculé qu’avec les
conditions E et Q constants.

Exemple 3. — Avec dg® = V, prenons dans I'espace p; p, p3
des cellules en couches sphériques concentriques autour de
Iorigine et de volume dp® constant et égal & A3/V. Le calcul
ne peut se faire qu’avec la condition £ = constante.

Nous allons calculer le nombre des états possibles dans les
exemples 2 et 3 par une méthode d’itération. Nous n=’:;w0'ui1‘§i ‘_p‘a§
pu appliquer notre méthode a 'exemple 1. o g

o

£
L 1

S § &
ARCHIVES. Vol, 29, — Janvier-Février 1947. S anaphtons B

*

!

t g & \“\ ' ;}‘” :
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Calcul de U'exemple 2. — S’'il n’y a que deux particules d’éner-
gie totale et de quantité de mouvement totale connues on a:

1 2 2
E:§(1P_‘__2_p_> Q=1p +op -

\ Yy my

Le vecteur est symbolisé par sa norme p et l'indice
P1 P2 P3 Y p

inférieur gauche se rapporte a la particule. L'impulsion de la

premicre particule de masse m, est ainsi ;p.

Posons:
o my o iy o
P QR w = Qi — R
On a
1 1 1
— 2 o o
A= ml—l—m2+R (m1+m2>

Dans 'espace la particule m, est placée dans une
P P1 P2 P3 p 1 P
my
my = 1y

m
cule m, est dans une couche de centre Q r7a——|—2—m_ et de rayon R.
1 2

Chaque orientation du vecteur R correspond a un état distinct
au sens de Boltzmann et si le volume de la cellule est h3/V le
nombre des états est donné par:

couche sphérique de centre Q et de rayon R. La parti-

Ap = épaisseur de la couche =

Ce nombre d’états ne dépend que de la différence entre
I'énergie totale et I’énergie cinétique collective:
bV

. 1 h  mym
W oy 2 00 7 2 1My 9
(e 7, h3 [QF Q my + mz] V% my + my (2

Considérons un systéeme de trois particules dont la quantité
totale de mouvement soit nulle. On aura:

2 2

oF — P2 4 2P® | P

) P+ op+ap=20.
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Pour chaque valeur de ;p le systéme formé par m,; et m,

pourra prendre un nombre de configurations donné par (25) ou
I’on remplace:

2
2E par 2E—-~3£~; Q par sp .
my
Cela donne:
W iy ing) = ATE, MV [QE—EP Pt ] LI
1R k3 my + my my my + my| Y

La particule m; peut avoir une impulsion zp de:

bV
hg 3p2 d3p

maniéres différentes, ce qui donne pour le nombre total des
¢tats d’un systeme de trois particules:

3 pmax
» heV\2 mym, h : my, - m, +m
4] (=) =22 R T e T e e e .
{1y g ) ( h? ) my + my V’/aj [2E mg (my ~+ my) oF ]°p 0P
0

L’intégration se fait de sp = 0 jusqu’d un zp maximum
donné par: W (m; my) = 1. On peut prendre pour zp maximum
la valeur:

— 9F ms (nll + n?‘2)

3Pmax my + my + my

si I’on a la condition (voir 25):

2/
§nV:EE  mym,
h? my + my

> 1. (26)

Tous calculs faits, on trouve:

4 \2/ By 3/ 5/ 2 h
W (mymgms) :(};;V) (mln_l; Z;; Tama) * (2E)"2 s

mjl -+ ny
My Ny
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Si Q est différent de zéro, on a:

W (my mymy) = (27)
(!mV)z( My mgy my )3.’2 (QE L Q2 )54’2 2¢h
h3 my + my + my my + my + mg) 15 Vs

Un raisonnement et un calcul identique donnent pour un
systeme de quatre particules, avec Q = 0:

3 3
T Ly ity W i) = (énV) ( my My Mg My )!2 9F) 7 gh

h?® my + my + mg + my 384V

On voit que le nombre d’états possibles d’un systeme de
N particules, avec Q = 0, sera donné par une expression de
a forme:

On passera au cas de N + 1 particules en posant:

N 3/
NI m, |72
W(N 4+ 1) — (—[””V) [ ! ‘] AR

h3 N Y
Zl m; [ £i
N+1Pmax
f[zE N41P?  NggP? PN P dn D
- - N N .
My Zivmi +1 +1

0

Posons pour intégrer:

NP = sin 0

On a

W(N—I—l):(

411:V)N[H€v+1 m,

8/q
8/y(N+1)-2 &R e
o 2{V+1m] (2E)%> V%AJ(2,3N 3)

1
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avec la formule connue:

/g

J(p;q) =fsinpecos‘Jede=P“*1 lg—11l | 7,sipetq pairs
0

p+qll 1 si p ou ¢ impair

Nous négligeons le réle de la parité de N en prenant un
facteur moyen 4/x/,. On a la relation:

AN+ 1) = AN (23N —3), Ay = Aoz (7o)

La comparaison avec (27) donne:
AO == /.I. .

Le nombre d’états d’un systéme de NV particules, avec @ = 0
sera donc:

(28)

Nfz 2gh 1

am P\ Nt | Y
W) = () [—— V% BN 7T

3/y
- 92F)* N2 (/9
i Ei"mi] (2B (n)2)

On remarquera que, sauf le terme g, la fonction est symé-
trique en les m;. Nous donnons en annexe la démonstration
de la formule:

Il = (2m)%o¥ (%)z’”. (29)

En l'utilisant on transforme (28) en:

18,8 [1Im; 181 97 ot NO/
W) = [ ] | T g
3h2N Zm; & (2m) la 743 F2e2
Calcul de U'exemple 3. — Les cellules, disposées en pelure

d’cignon d’épaisseur variable, ont toutes le méme volume A3/V
Pour une cellule de rayon p et d’épaisseur Ap, on a:

1
— 2 2 — 3
e= g P, hrep>? VAp = h (31)

h3 1

AE e
4 4nm\/2ms



22 LA CONSERVATION DE L'ENERGIE ET DE LA QUANTITE

Considérons un systeme de deux particules m; et m, et
d’énergie totale E. La particule la plus lourde, soit m,, peut
prendre une impulsion maximum plus grande que 'impulsion
maximum permise & la particule m, et égale a:

1Pax = ‘\/leE i

A toute position de la premiere particule correspond une
seule cellule pouvant contenir la seconde et le nombre des états

possibles sera celui des cellules dans une sphére de rayon ;p .«
soit:

. b v bV . 1
W mym,) = . lpf’nax == m?/’z (2E_)3/2 g
Considérons un systeme de trois particules; si m, est dans la
K'*Me cellule & partir de I'origine, le systéme constitué par m;
et m, aura W (my m,) états possibles:
bV

2 A 3/
IV (mlmg) — h3 3 (])] 2 i

3. 1
mf/2 = [QE —_—
3 Mgy
Le nombre des états du systeme de trois particules sera
donné par une somme en £. On a vu qu’une cellule correspond
& une différence d’énergie Aec et on a donc:
dk 1 bV

= = 2 my (23)3/2

de  Ac A3
E
/ A/ 3."2 ! F i
W (mymgmg) = (é;;V) (1mlg?,3) / (E —¢)*l24/cde -

0

On retrouve ici la dissymétrie en m, analogue a celle conte-
nue dans le terme g de (28). L’intégration donne:

2 3/9 1
W (my mgimg) = (4;—31/) [Himi} " (2E)® - —— - I

En appliquant la méthode d’itération de I'exemple précédent
on obtient pour un systéme de /N particules, dans le cas 3:

ARV\N ron q¥e o ety (e/2)Y e 1
WiH) = (W) [T ] " 2B) 070 ooy e (82
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Discussion des résuliats.

La formule (28) donne le nombre des états si £ et ¢ sont
conservés, la formule (32) correspond au cas ou seule E est
conservée. Les états sont comptés au sens de Boltzmann.

On voit que I'entropie doit étre prise égale a (voir 17):

W (N)
@ = kb —r=
On a

1 08 Nk
—_— == —— — 3 Eemaa :3;’
T‘OE)V /2 E ;2NkT,
P aS Nk
?_W)E_T PV — NkT .

Les nombres d’états calculés selon les cas 2 et 3 sont égaux
au nombre d’états selon Boltzmann (15) a des termes en N®
pres, termes qui sont insensibles. Pour une mole d’air a P et T
normales, la différence entre les formules (28) et (32) se traduit
par une différence d’entropie de I'ordre de 107" cal/deg.

La forme de la cellule ne joue donc dans les exemples 2 et 3,
et s1 NV est assez grand, qu’un role purement théorique. Mais
cette constatation montre que la définition de I'entropie n’est
pas précise et qu’il est possible de concevoir des particules non
soumises aux lois conservant Q) et G et vérifiant les lois des gaz
parfaits.

Passage au cas Fermi-Dirac.

Nous connaissons le nombre des états pour une forme donnée
de la cellule, avec une énergie £ et un volume V donnés, mais
les états sont déterminés au sens de Boltzmann. Pour passer
au nombre d’états au sens de Fermi-Dirac il faut éliminer tous
les états comprenant au moins une cellule occupés par deux
particules; puis il faut décompter parmi les états restants ceux
qui ne different entre eux que par des permutations de
particules.

Enfin nous tiendrons compte du spin des particules.
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Examinons le cas de I'exemple 2, sans spin, avec IV particules
de masses égales & m. Le nombre d’états avec au moins une
cellule occupée par deux particules sera égal au nombre d’états
d’un systeme de mémes E et V constitué par N—2 particules
de masses m et par une particule de masse 2m. Soit W, le
nombre d’états avec [N masses égales, on a (30):

- ameVHE PN mPaN  4/27 ght NP2
b 3N (Nm)®'z 4 (27)° s Vs B2 '

Le nombre d’états avec au moins un duo (au moins une cellule
occupée par deux particules) sera donné par (30) en posant

my = 2m, my = mg = ... = my_, = m et en remplagant N
par N — 1.
Si N est grand, on peut poser:
W, = W,y22,
1 3NE R (33)
Y= Lmy%mE]

Cette formule est aussi valable dans le cas de 'exemple 3.
De méme le nombre d’états avec au moins un trio sera:

Wy = Wy 3
et le nombre d’états comprenant au moins deux duos sera:
We — Wy '

Si nous voulons déduire tous les états avec au moins un duo,
il faut écrire:

7 =
w, — NN =)y
2
. N —1 . « ;
carily a —(I—V—f——)— maniéres de former un duo. Mais les états

avec au moins deux duos sont soustraits deux fois et il faut
ajouter un premier terme correctif:

N(N—1)(N—2)(N—3)
4

W .
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Les états avec au moins un trio sont soustraits trois fois (car
un trio est constitué par un duo auquel vient s’ajouter une
particule) et il faut ajouter:

N (N —1) (N —2)

2 3]

W, .
Le nombre des états ne contenant aucune réunion de particules
sera donné par une série:

N (N —1)
2

N (N —1) (N —2) (N —3)

4

N (N —1) (N —2)
3

I’Vl a— Wa + W22 +

+ W3 + ece

Le décompte des permutations est possible car il n’y a plus
que des états de NV particules séparées et 1'on obtient, si N
est grand:

W — —
W Fermi-Dirac = :ﬁ (1 — \/2 N2y + 2N%? + '\/3 Noy® + ...)
W
= ]Vl! (1 % (VE)) * (34)

On voit que la grandeur y traduit le degré de dégénérescence
et la proportion des états avec duos. La condition (26) est
remplie méme lorsqu’il v a dégénérescence.

On sait que I'état le plus condensé correspond & une énergie
minimum:

3% p2 VOl 1 10%  /E\%.
EU = 10 PP et Yy = — o g B ?
(amV)"™m N 64/mel2 \ B

En formant I’équation d’état a partir de (34) on a successi-
vement:

N1

(\_)Lg_ __/1,._3/ ki k a_ﬂz
SE)y = T="hE =558y

S(VE) :kL{}ﬂu - cp)}
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Soit:
; 2F 0@
__ 3 . e e
£ sy (1 — g 22 09)
_ v 99\ "
PV = NkT (1 _N—(1 — _I7>E>

En premiere approximation on a:

» = V2Ny

EY 77,3 -
E = %, PV = 3/, NkT [1 + (i) . WO A J |
e/ 272 (2umhkT)"2

On retrouve le résultat obtenu ordinairement & partir de la
: ; o . 4)\3/ 5
fonction de répartition, & un facteur (;) ® pres.

Si le spin des particules permet d’en placer deux par cellule
chaque état ci-dessus correspond a 2% nouveaux états. Il faut
encore ajouter les états comprenant un duo mais aucun trio,
multipliés par un facteur 2?2, mais ce terme de l'ordre de
W, N2y n’intervient que dans les cas dégénérés. Lorsque Ny
est petit, le spin ne se manifeste en général que par un terme
d’entropie supplémentaire de kNLs, ou s est le nombre maxi-
mum de particules par cellule. Le spin des particules est ainsi
plus important que le principe de conservation de @ et de G.

Passage au cas Bose-Einstein.

On peut appliquer la méme méthode mais la série est plus
compliquée. Il faut ajouter a ’expression (34) les états pos-
sibles avec un duo, divisés par le nombre de permutations
possibles avec un duo. Il faut ensuite ajouter les états com-
prenant 2, puis 3, puis n duos, les états comprenant, 1,2, 3 ... n
trios, les états avec 1 trio et 1 duo et ainsi de suite. En premiére
approximation il faut ajouter le terme en W, que I'on retranche
dans Ie cas Fermi-Dirac et cela donne:

(83 1 Nh3
E = 3/2PV_:: 3/2lei’T [’1—(;) ﬂm+_]
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VII. LA MitHopE DE FOWLER.

Cet auteur et ses collaborateurs utilisent une méthode mathé-
matique tres habile pour calculer le nombre total des états:
w5 !

“T.N. 1
N; I N, |

La sommation est étendue a toutes les suites de [V, compa-
tibles avec les conditions NV et E constants. On peut adjoindre
les conditions () = constantes mais le résultat du calcul n’est
valable que si /V est grand et il ne donne pas les termes insen-
sibles. Le réle des conditions sur Q et G ne peut pas étre étudié
par cette méthode, mais elle permet de montrer que les popula-
tions moyennes des cellules données par:

1 N

N.—— S N. —
N = o Nt v

sont égales aux populations propres & la catégorie W .

Enfin le nombre d’états, ou les ]Tfj-, sont donnés en fonction
d’un rayon d’intégration que I’on identifie avec la température,
et cette identification avec une grandeur thermodynamique ne
peut pas étre étendue au cas NV petit.

VIII. LA METHODE DES SOLUTIONS D'UNE EQUATION
D’ONDE.

La mécanique ondulatoire permet de donner de W une
définition satisfaisante ne comportant aucun élément arbitraire.
On fait contribuer a cette définition la forme géométrique du
systeme, le spin des particules, et des conditions exprimant
selon cette nouvelle mécanique la conservation de Q) et de G.
Enfin cette définition garde son sens si NV est petit.
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Nous décrirons ’état d’un systeme de NV particules par une
fonction ¢ de 3N coordonnées z; ¥, 2, Ty Yy Zp ... Ty Yy 2y €6
du temps ¢. Cette fonction devra étre solution d’une équation
différentielle du type:

hoay
E" _ — — Lk
Y= gim o 83

Seuls seront pris en considération les états stationnaires du

type:
2i7

Et
U= 0@y 2 ... 3y) € . (36)

L’opérateur JC exprime les propriétés des particules et nous
prendrons comme exemple:

0 —— h2 3N p2
9 = - .

8nim Ox;f (37)
Comme conditions aux limites nous poserons:

« est normée; elle est nulle si un des points z;y;z;

est sur la frontiére de V.» (38)

V désigne le volume du systéme et les conditions (36) et (38)
expriment que le volume est immobile, ce qui revient a dire
que { est donnée dans des coordonnées entrainées avec V.

On implique donc la conservation de Q. Si I'opérateur ne
comporte aucun terme correspondant a un champ de force
centrifuge, on implique une conservation de G.. On pourrait
prendre les opérateurs 2 et ¢ et former au sens de la méca-

nique ondulatoire, les grandeurs (Q et G:

Q= [¢*2yda’V G= [*G yda® - (39)
vV V

Ces grandeurs sont nulles, car nous n’avons introduit que des
conditions symétriques en z, ¥, z.

Désignons par X; I'ensemble des trois variables z, y; z;; les
fonctions ¢ seront soit symétriques selon les X, soit anti-
symétriques. On traitera le cas Fermi-Dirac en ne considérant
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que les solutions antisymétriques, dans le cas Bose-Einstein
que les solutions symétriques.

On sait qu'il n’y a de solutions que pour certaines valeurs
de E et nous dirons que pour une valeur propre E donnée, il
y en a un nombre W (E). La fonction ¢ devra vérifier:

et si le volume est un parallélipipede droit de dimensions
A, A, A, les solutions seront du type:

3N ‘271:3:9-1?-
¢ = ¢, Il sinus .
1 A,

7

@p est donnée par la condition de normation et les A; sont
donnés par le tableau:

Y I N IR I
Ay=A;=Ag= ..=4,,
Ay= Ag = Ag = . = A, .

Les A doivent vérifier la relation:

ﬁ ﬁ A
& — 4 X — - 2 —_ = . (40)
j=1,4,7... A j=2,5,8... 4 j

- o
(=N
d
I
[
f=r]
[Ne]
&
=
[

Pour un E donné il n’y aura qu'un nombre W de suites de N
possibles, et nous décompterons celles qui ne different que par
des permutations semblables dans les termes en A; A, et Aj.

Le nombre de solutions ne dépendra que des A; et d’une
grandeur 0:

2mE
W=W(04), 0= "7 -

Si le volume est cubique on aura:
__2mEV®



30 LA CONSERVATION DE L’ENERGIE ET DE LA QUANTITE
Introduisons I’entropie par le postulat:
§ = kLW (Q) .

Si Q est assez grand, 1 sera une fonction continue et on
peut écrire:

ﬁ) _ 1 omp% dLW
OE)v T T T ko
o8\ P A&mE gLw
W>E—T_ka ¢t PV ="K

Cette relation est donc valable méme si NV est petit. Si le
volume n’est pas cubique on aura:

S:S(E’NaAl’A‘s’-’A3)

et 1l est permis d’imaginer des transformations laissant £, N et
le volume total V = A; A, A, constants mais modifiant §:
ce sont les déformations a4 volume constant.

Ces variations d’entropie seraient surtout sensibles avec de
petits systemes, par exemple les chromosomes et les géenes et
cet effet a peut-étre d’importantes conséquences. |

Si NV est grand, et si V est cubique on peut calculer . Consi-
dérons dans un espace & 3N dimensions un vecteur de compo-
santes A Ay A ... hqy de longueur A. Les solutions de (40) sont
sur une surface de sphere de rayon A = Q. S’il n'y a pas
dégénérescence le décompte des permutations peut se limiter
a une division par V!

La surface d’une sphére & 3/V dimensions est:?!

aN
; 2
SN = -——3 IV () L
£ T /%{\Z 4 1\
e )
On a pour s,y
3_;1] 1 si N est pair
_ o (2m 7 3Ny
sy =3y _—ant

~ 2
\/; si N est impair

1 Voir bibliographie, BoreL et SCHOUTE.
o bl
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o]

4
En prenant un terme moyen \/~ on a:

™

3’/ N i Aylz 4 /—2_
S3n [lchF’ R (i) \/Eh

W= "1 = 2
NI h? 3IvN—21l N! N emEVE

ce qui donne pour Ientropie I'’expression normale & des termes
insensibles pres.

Le cas des récipients sphériques, cylindriques, etc., mene a
la résolution de I'équation de Schridinger avec des conditions
aux limites judicieuses. On éliminera ensuite les solutions
indésirables (critere de Bose, etc.) et le nombre W des solutions
sera 1dentifié avec 'entropie. Le premier but de la mécanique
statistique est ainsi atteint; on calculera la fonction de répar-
tition en cherchant avec quelle fréquence les différents 2,
figurent dans les W solutions.

Le probléeme de mécanique statistique en mécanique ondula-
toire est ainsi ramené & un probleéme relevant de la théorie
des nombres.

IX. La METHODE DE GIBBS.

Les méthodes précédentes dont seule la derniére était pleine-
ment satisfaisante revenaient & calculer le nombre de partages
possibles d’une énergie £ entre /V particules contenues dans un
volume V. On donnait au logarithme de ce nombre W un sens
thermodynamique en postulant 1'équation de Boltzmann.
Lorsqu’on étudie un systéme mis en contact avec un réservoir
de chaleur, on se trouve en présence d'une infinité d’états
possibles car I'énergie peut fluctuer. Il faut donc fixer son
attention sur les différentes énergies possibles et leurs probabi-
lités respectives et chercher une grandeur mécanique que 'on
puisse identifier par un postulat avec une variable thermo-
dynamique. On travaille avec V et T constant et la variable
thermodynamique sera F (VT). |

Nous n’aurons pas a introduire des conditions de conserva-
tion de Q et de G car ces grandeurs peuvent fluctuer.



32 LA CONSERVATION DE L’ENERGIE ET DE LA QUANTITE

Gibbs a imaginé .un ensemble de systémes identiques au
systéeme considéré, mis en contact avec un réservoir de chaleur
et portés ainsi & la méme température 7. L’état d’'un gaz
parfait de N particules peut étre représenté par un point
figuratif dans un espace a 6V dimensions, et ce point se dépla-
cera sans cesse. Il n’est pas astreint a se déplacer sur une sur-
face & N — 1 dimensions vérifiant la condition £ = constante
(ensemble micro-canonique) ou sur des surfaces & moins de
dimensions si 1'on introduit les conditions relatives & Q et G.

L’ensemble de Gibbs correspondra dans cet espace & un
nuage de points décrivant chacun une trajectoire.

Le mouvement le long de I'une de ces trajectoires est régi
par la mécanique classique ou relativiste et la forme canonique
de ces équations permet de démontrer que la densité des points

reste constante au cours du mouvement. Si I'on exclut toute
 périodicité on implique que la densité & des points ne dépend
que des grandeurs caractéristiques du mouvement d’un point
180lé: son énergie £ ou ses Q; et G, Une fois normée, cette
densité représente la probabilité ¢ de trouver un systéme
appartenant a4 l'ensemble dans un état intérieur au volume
(dp dg)™.

o (pg) = 8 (pg) (dp dg)>™ .

Cette probabilité ¢ dépend des p et des ¢ par I'intermédiaire
des E (pg), Q (pq) et G (pg). L’énergie moyenne, ou son espé-
rance mathématique, sera:

E = [E(pg) 8 (pg) (dp dg)’" .

Des formules identiques donnent 6 et G et si ces grandeurs
sont nulles, f est symétrique et ne dépend donc que de E. (Nous
écartons le cas ol £ n’est pas symétrique.)

Imaginons un systéme S,
témes S, et S, identiques. Si la réunion se fait sans interaction
on a:

obtenu en réunissant deux sys-

Pt = Pr Prr e
E. . =E 4+ E_,.

IT1
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La fonction ¢ est donc du type:

E
o = Ae " (dp dq)gN (ensemble canonique) .

La constante A a les dimensions de £*" et nous poserons:
F
a  u

N e a = sans dimensions (41)

La constante F propre au systéme sera donnée par:

_F s p o _E@o)
a
¢’ = ﬁvffe “ (dpdg)*N - (42)
0 Vv )

Les grandeurs F et . sont des parametres de distribution et
sl nous considérons F' comme fonction de p et V on a:

’

A E
ou/v.  u

— oF oF
d % == —_— P .
B = pd [ 0P~)V] T aV)u v

Cette équation mécanique peut étre comparée a 'équation
thermodynamique:

dE (VS) = TdS — PdV .

On est donc amené d postuler: « F est identique & I’énergie
libre. »
La fonction E (VS) devient ainsi identique a E, et T est
proportionnelle & p.:
w = kT .

Dans le cas des gaz parfaits, 'intégration donne:

_E pN
RT a
¢ =pv mkT)*=N
1
— OF\ 3 4 (27”“)3/2 k-“’/zew"mN‘I
S_—B—T)V_Nk[/ZLT-i—LI-|—L u

ARcHIVES. Vol. 29. — Janvier-Février 1947. 3
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La comparaison avec ’expérience (voir formule de Tetrode (17))
donne:

e

N
a = (ITV) ou encore a = (43)

1
N’

En effet la différence entre ces deux a est «insensible ».

On peut se demander si le postulat identifiant F donne
exactement les mémes résultats que le postulat de Boltzmann,
et nous allons voir que cela n’est pas le cas mais que la diffé-
rence est «insensible ». S'il n’y a pas d’énergie potentielle la
formule (42) peut s’écrire:

[o+]

a A
" 7 J 5o e T ap
RT = —=7 AN s

sy = surface d’une sphére & 3N dimensions, de rayon p
avec p = /2mE
On a:

RT __ T T 2
¢ T NIN3N—20 2 (2m) y (E) d&
: 0

y — EMaN-1 g RT -

Or la fonction y présente un maximum d’autant plus aigu
que N est grand, autour de la valeur £ = 3/2 NkT et l'inté-
gration se rameéne pratiquement a:

~n 4 7 ——?; —
ekT:W(EJ:VI,vN)eRI E:3/2NifT

Cette approximation de (42) est équivalente a:

el W w
RT A
e = Wi ou ShkLN!.
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X. LA METHODE DE GIBBS AVEC DES SYSTEMES
QUANTIFIES.

Nous allons appliquer la méthode de Gibbs aux systémes
dont les particules ne peuvent prendre que certaines énergies g,

gy, €3, etc. L’énergie totale ne peut donc prendre que certaines
valeurs E, avec:

E,=ZNy5, EINg=N =N (44)

Par analogie avec le cas non quantifié, on postulera:

e ¥ = e v (45)

Le facteur a (voir 41) est superflu car les différentes permu-
tations d’'une méme répartition de DI’énergie n’apparaissent
qu’'une fois dans la sommation. Celle-ci est étendue a toutes les
valeurs £, conformes a (44) mais on peut méme prendre toutes
les suites de /V,, possibles, sans la condition portant sur NV (cas
des photons). Selon Fermi-Dirac, on ne prendre que des NV,
égaux a 0 ou 1. ,

L’énergie libre F' ne sera additive qu’a des termes insensibles
prés. Prenons par exemple un systeme de /N particules, son
énergie libre sera donnée par la série:

F E, E,

Formons un nouveau systéme ne réunissant deux systeémes
identiques; la somme de leurs énergies libres sera donnée par la
série ci-dessus élevée au carré. On a done pour le double de F:

°oF 2E, E,+E,

e Y =¢ " £2¢ = = w
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- Ce n’est pas ’énergie libre d’un systéme de 2V particules,
celle-ci étant donnée par la série:

2 E, E,+ E,

eu+e ’ + ..

La différence entre la méthode de Gibbs et celle procédant
par le nombre W des solutions possibles est insensible, car la
série (45) a encore la propriété de la fonction y définie ci-dessus.

Si I’énergie ne peut pas fluctuer, elle ne peut prendre qu’une
valeur choisie parmi les £, et la sommation (45) ne contiendra
quun nombre fini de termes correspondants aux différentes
répartitions possibles de cette énergie E,. Soit W (£,)) ce
nombre, on aura:

F E,
E wEYe s w
e = WI(E,) e ou =g =k

La différence entre les systémes isolés et les systémes en
contact avec un réservoir est donc insensible.

On peut dire qu'un systéme assez grand est toujours son
propre réservoir de chaleur. Il est donc possible de concevoir
des systémes de particules, non astreints & la conservation de
I'énergie, et vérifiant les mémes lois thermodynamiques que les
systémes & E constante. La statistique de tels systémes se fera
de la maniére suivante: a partir des niveaux d’énergie des
particules, fonctions du volume et éventuellement de la forme
du systeme, on formera I’énergie libre selon:

F E,
e L

— e W _

r l
Le parameétre p joue le réle d’une condition initiale, sa valeur
numérique sera donnée par une équation nouvelle:
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La grandeur F est ici une constante macroscopique du
systéme exprimant son énergie moyenne. On pourrait éliminer

et donner directement F en fonction de N, V, E et de la forme
du systeme.

La conservation exacte de 'énergie est donc remplacée par |
une conservation moyenne et les fonctions thermodynamiques
du systéme non conservatif ne different de celles du systéme
conservatif que par des termes insensibles. Les systémes & £
constante apparaissent comme des cas particuliers n’ayant
quun nombre fini d’états possibles.

La différence fondamentale entre les méthodes basées sur le
calecul de W (nous dirons les méthodes du type Boltzmann) et
celles basées sur la somme des états (méthode de Gibbs) peut
ainsl étre ramenée & des conceptions différentes de la conser-
vation de I’énergie. Lorsque le nombre des particules est grand
(N beaucoup plus grand que L), les deux méthodes donnent
pratiquement les mémes résultats car la somme peut étre
réduite a un seul terme.

L’insensibilité de Lorentz dissimule les oonséquerices des
principes de conservation de Q, G et E. :

Les fonctions de répartitions des systémes traités selon Gibbs
sont données par le calcul des IV,; moyens. On utilise pour cela
le procédé de Fowler.

XI. AuTRES METHODES.

Nous avons vu que seuls les termes de W élevés & la puis-
sance [V contribuent pratiquement au calcul de S.

(’est ainsi qu’on peut considérer W comme le nombre des
états dont I'énergie est inférieure ou égale & E (voir biblio-
graphie: Brillouin). , |

On peut aussi définir une entropie toujours additive en pro-
cédant a partir de la fonction de répartition. Si la proportion
moyenne des particules se trouvant dans I'état ¢ est f;, on peut
poser (voir bibliographie: Slater):

§=—NkZfLj,. (47)
1
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Entropie et énergie sont donc déduites de la fonction f (V, T)
oudes f, (V, T). On peut obtenir £ = E (V, §) en éliminant T
et cette définition inspirée du théoréme JC (voir formule 6)
permet de n’assigner qu’un seul but & la mécanique statistique:
le calcul de f ou des f,.

Mais I'entropie définie par (47) differe de la formule vérifiée
par Tetrode. Pour des gaz parfaits on a (voir 12 et 14):

E;
1 RT P
fi = —¢
3y Bl2 k3o N
§ = Nk [3/2 LF 4 LF + L(%m)N}; + L e] :

Le terme NL—j} — LN ! est superflu et l'entropie n’est

donnée qu’a une constanie pres, fonction de V. Enfin on ne
peut pas préciser si le caleul des f; se fait avec ou sans conser-
vation de @ et de G et si la conservation de E est exacte ou
moyenne.

On ne peut donc pas faire de (47) une troisieme méthode
statistique. '
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XII. ConcLUSION.

Notre examen général de la mécanique statistique a montré
que les fonctions thermodynamiques sont insensibles au sens
de Lorentz a la conservation de Q et probablement de G et
qu’il existe deux manieres d’obtenir les résultats classiques de
la thermodynamique des gaz parfaits: I'une avec conservation
exacte de I'énergie, I'autre avec conservation moyenne. La
différence entre ces deux points de vue est «insensible », elle
disparait lorsque le nombre des particules est grand.

Les deux méthodes reposant sur la mécanique quantique
selon Boltzmann ou selon Gibbs ne contiennent ui une hypo-
thése arbitraire sur la forme de la cellule ni un critére définis-
sant des catégories d’états. Dans les autres méthodes le role
de cette forme ou de ce critére est effacé par I'insensibilité.

La méthode du type Boltzmann met en évidence le nombre W
des solutions d’un probléeme de mécanique ondulatoire et ce
nombre prend un sens thermodynamique. Il ne peut pas étre
infini, il dépend du volume, de la forme géométrique du systeme
et de la parité de V.

La méthode du type Gibbs met en évidence une énergie
moyenne caractérisﬁque de I’état macroscopique du systeéme
et procede & partir des diverses énergies permises aux parti-
cules. Ces énergies dépendent du volume et de la forme du
systeme. Le nombre des états possibles est infini.

En conséquence on ne peut pas considérer comme preuve de
la conservation exacte de I’énergie une expérience portant sur
un grand nombre de particules; ce débat ne saurait étre tranché
que par des expériences mettant en jeu un nombre restreint de
particules (effet Compton, désintégration, etc.). Les systémes
a IV petit (noyaux d’atomes, chromosomes, génes, etc.) ont une
thermodynamique trés particuliere: leur entropie n’est pas
additive, elle dépend de la parité de NV et de la forme géomé-
trique du systeme.

On peut aussi renoncer a définir des grandeurs ayant un sens
si [V est petit et considérer la thermodynamique comme !'étude
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des grandeurs proportionnelles & /N lorsque NV est grand. Mais
cette définition des fonctions thermodynamiques n'implique pas
la conservation exacte de I'énergie et permet plusieurs hypo-
theses tres différentes sur la mécanique des particules isolées.

En terminant je tiens & remercier M. le professeur A. Mercier
pour ses conseils avertis et pour la bienveillance avec laquelle
il m’a consacré un temps précieux.

AnxnExE. — CarcuL pE z!!

Substituons la formule de Stirling:

g "/L-\x
| = T —_—
x| \/2 T (e)
dans les identités:

2z | _
2% x|

2zl = 2%z! et (22 — 1)l =
On obtient:

i X
281l = '\/Zn-x(g;)

(22 — 1)1l = 4/ (2?"")" |

Pour 2z = z, donc z pair, on a:

2l = s/ (E)“’Z -

e

Pour 2z — 1 = z, donc z impair, on a:

(1 1)”2
— [z \*la /
2l = /22 (%) el—f,z e \/2;(

2

La moyenne géométrique nous donne:

4,— 1/, {3\
zll = \/2117 z 2(;)
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