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1946 Vol. 28 Juillet-Aoüt

QUELQUES OBSERVATIONS

ET EXPERIENCES NOUVELLES

et leurs consequences

pour les theories de la physique

PAR

F. PKUNIEK
(Avec 4 fig.)

Chapitre premier

Sur l'introduction d'une onde en mecanique celeste
ET SUR SON INTERPRETATION

I. — La comparaison de la structure des atomes et de

rorganisation du Systeme solaire a constitue depuis longtemps,
et peut-etre surtout au moment des theories de Rutherford
et de Bohr, une sorte de lieu commun. II faut se defier de telles

analogies, souvent forcees. Mais il n'en reste pas moins qu'il
y a, en effet, des points de ressemblance entre les deux orga-
nismes atomique et cosmique. Dans le passe, les progres
realises en astronomie ont eu souvent leur repercussion sur
la physique, et 1 'image planetaire de l'atome en est sans doute

une preuve.
Actuellement, la physique de l'atome est sur plusieurs points

en avance par rapport ä l'Astronomie. L'introduction d'une
onde, parfois postulee en mecanique celeste pour etre substitute
ä Faction ä distance de la gravitation, s'est heurtee ä de serieuses
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122 OBSERVATIONS ET EXPERIENCES NOUVELLES

objections; mais elle a pu etre realisee en mecanique atomique,
ä la verite dans des conditions bien differentes de Celles qu'on
aurait pu concevoir en mecanique celeste. Les frequences, les

energies et par suite les distances des electrons planetaires au

noyau de l'atome font maintenant, en theorie de Bohr, l'objet
de lois precises, tandis que l'astronomie ne peut donner pour
les distances des planetes au Soleil qu'une loi sans grande
valeur, la loi de Bode: quelques autres lois qu'on a tente de

donner de la distribution des planetes ne paraissent pas beau-

coup plus fondees.

Ces remarques nous ont conduit, d'une part, ä rechercher
si les criteres qui servent ä deceler l'existence des ondes intra-
atomiques et les lois de distribution des electrons satellites
n'existeraient pas aussi en mecanique cosmique. Une autre
idee se joignait, d'autre part, ä celle-ci. On sait ä quelles

conceptions a conduit en mecanique atomique l'interpretation
des ondes qu'on y rencontre. La doctrine probabiliste, issue

de ces conceptions, n'est possible toutefois qu'en raison de la

petitesse extreme des objets que considere la mecanique des

corpuscules. Mais supposons qu'une onde soit revelee exister en

mecanique cosmique par les criteres dont on vient de parier.
A coup sür, son interpretation devra etre d'ordre physique. Alors
on pourra se demander si une interpretation identique de l'onde

atomique ne serait pas possible, et si elle ne ferait pas disparaltre
certaines conceptions, d'ailleurs parfaitement logiques et cohe-

rentes, mais dont on n'est pas toujours dispense pour autant
d'avoir quelque mal ä prendre definitivement son parti.

Tel est le programme que nous avons voulu poursuivre dans

la breve etude qui suit.

II. — L'Annuaire du Bureau des longitudes donne comme

rapports (a) entre les distances moyennes au Soleil des huit
premieres grosses planetes d'une part, et de la Terre d'autre part,
les nombres:

0,387 ; 0,7233 ; 1 ; 1,5236 ; 5,2025 ; 9,5547

19,218 ; 30,109
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Pour les rapports (m) des masses des planetes ä celle de la
Terre, il donne:

0,056 ; 0,817 ; 1 ; 0,108 ; 318,36 ; 95,22 ;

14,58 ; 17,26

Nous reviendrons sur le cas de la derniere, Pluton.
VAnnuaire donne aussi les excentricites des orbites, et

1'inclinaison i' du plan de chaque orbite sur 1'ecliptique. De cette
inclinaison, on peut deduire celle i que chaque plan d'orbite
presente avec un plan dit plan invariable du Systeme, tres
voisin du plan de 1'ecliptique puisqu'il passe entre ce plan et
celui de l'orbite de Saturne, ä 0° 30' du plan de 1'ecliptique:
c'est le plan du maximum des aires.

On peut done calculer les expressions eje1 cos2 i, e designant
l'excentricite de l'orbite d'une planete quelconque et celle
de l'orbite terrestre. Ges nombres ont pour valeurs:

12,473 ; 0,408 ; 1 ; 5,571 ; 2,885 ; 3,339 ;

2,768 : 0,5376

Considerons d'abord les quatre planetes les plus rapprochees
du Soleil, et definissons pour chacune d'elles un nombre n tel

que:

en prenant d'ailleurs comme unites les elements distance et

masse de Mercure, pour eviter de trop nombreuses decimales.

Autrement dit, si nous appelons a' et m! les elements demi-

grand axe et masse de chacune des quatre planetes en question,
en prenant comme unites les elements de Mercure, definissons n

par la condition:

m a "*
6i C0S2 i 12,423

"

Nous trouvons pour n2 respectivement les valeurs:

1 ; 835 ; 575,5 ; 16,9
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Faisons les memes operations avec la Terre d'une part, et les

trois planetes Jupiter, Uranus et Neptune, en gardant comme
unites les elements de la Terre, plus commodes cette fois. Nous

trouvons pour n2:

1 ; 575 ; 101,2 ; 966

Ces nombres ont quelque chose d'assez remarquable: ils sont
tres pres d'etre des carres de nombres entiers. Les carres

parfaits les plus proches de leur valeur sont en effet:

1 ; 16 42 ; 100 102 ; 576 242 ;

841 292 ; 961 312

Si les orbites etaient d'egale excentricite, en particulier si

elles etaient circulaires et situees dans un meme plan qui serait
alors le plan invariable du Systeme, la loi ainsi verifiee donne-

rait, de fa<jon tres approchee, ma n2, n etant un nombre
entier. Or, l'etude des trajectoires possibles de 1'electron dans

l'atome conduit ä admettre que seules sont stables les trajectoires

pour lesquelles l'energie de 1'electron de masse m est de la

forme n etant un eniter quelconque, et A une certaine

constante ne dependant pas de m. L'energie etant, sur ces

trajectoires, supposees circulaires pour simplifier, inversement

proportionnelle ä la distance a au centre, les rayons ont pour
B n2

valeurs a — B etant une autre constante ne dependant
m

pas de m. Si Ton extrapole cette relation pour deux corpus-
cules de masses m1 et m2 differentes, suivant des trajectoires de

rayons ax et a2, on voit que:

et si l'on a pris comme unites m1eta1 caracterisant le corpuscule
qui decrit la trajectoire n1 1, on voit que:

2

mssaz n

On aboutit done ä la meme relation que plus haut. Or,

1'approximation avec laquelle est verifiee la relation trouvee



OBSERVATIONS ET EXPERIENCES NOUVELLES 125

pour les planetes n'est pas tres inferieure, relativement parlant,
ä celle qui est realisee dans les mesures ayant trait ä l'atome.
Tout se passe done comme s'il existait pour chacune des huit
planetes etudiees une serie de niveaux dont la planete, en fait,
occuperait Fun, caracterise, ä peu de chose pres, par une valeur
entiere de n. On peut voir lä un rapprochement de deux ordres
differents, de faits d'experience et d'observation.

Le cas de Saturne est plus particulier. Le meme calcul fait
pour les autres planetes donnerait pour Saturne, par rapport
ä la Terre, 272,4. Or e'est lä presque exactement {n +
avec n 16: autre point de contact possible entre des domaines

paraissant d'abord bien eloignes l'un de l'autre.
Les nombres n correspondant aux valeurs trouvees pour n2

sont respectivement:

28,9 ; 23,99 ; 4,11 ; 23,98 ; 10,06 ;

31,08 et 16,503

Les systemes de satellites des planetes donnent des resultats
analogues, quoique sensiblement moins nets; insuffisants pour
permettre ä eux seuls d'etablir la loi en question; ils la corro-
borent en se groupant aussi, quoique d'un peu plus loin,
autour de valeurs entieres ou fractionnaires simples de n;
leurs elements, et notamment leurs masses peuvent donner
lieu d'ailleurs ä des ecarts plus grands que pour les planetes,
car ils sont moins bien connus.

Enfin, si l'on repartit les petites planetes en cinq anneaux
d'asteroides, comme cela se fait souvent, et si Ton admet que
les masses de ces anneaux sont grossierement proportionnelles
aux volumes totaux des asteroides qui les composent, on
obtient les distances suivantes au Soleil:

2,18 ; 2,37 ; 2,75 ; 3,18 ; 3,37

la distance de la Terre etant prise comme unite, et les masses:

1 ; 3,7 ; 29 ; 6 ; 0,7

la masse de l'anneau le plus proche du Soleil etant prise pour
unite.
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On trouve alors les valeurs de m a ci-apres:

2,18 ; 8,77 ; 79,75 ; 19,1 ; 2,36

Les rapports de ces valeurs ä la premiere d'entre elles sont:

1 ; 4 ; 36,5 ; 8,8 ; 1,08

tres proches egalement de carres parfaits. Sans doute, il ne
faut pas perdre de vue que la repartition des astero'ides en

cinq anneaux est assez arbitraire; mais il ne faut pas quand
meme negliger le resultat obtenu.

On avait dejä remarque que les lacunes du Systeme des

petites planetes, c'est-ä-dire les zones vides ou peu peuplees qui
separent les anneaux, etaient situees ä des distances du Soleil

qui sont dans des rapports simples avec la distance moyenne de

Jupiter au Soleil. Sans doute cela s'explique-t-il aussi par nos

considerations de niveaux; les lacunes seraient en somme des

niveaux prohibes.
La comparaison ainsi faite des petites planetes entre elles,

fait penser aussi ä une ressemblance avec les couches electro-

niques et evoque une sorte de structure fine. Les orbites des

deux noyaux de la comete de Biela, dont les elements sont
extremement voisins, donnent la meme idee. Mais il faut se

garder de s'appesantir trop sur des ressemblances qui peuvent,

pour une part, n'etre qu'apparentes. Si Ton compare entre elles

individuellement les plus importantes des petites planetes, on

peut encore obtenir plusieurs resultats analogues. Considerons

Laetitia, Vesta, Junon, Ceres. Comme elles sont dans des

orbites voisines, il parait possible d'admettre que leurs masses

sont approximativement proportionnelles ä leurs volumes,
calculables puisqu'on connalt leurs diametres. L'Annuaire
de 1912 donne pour ces quatre asteroides les diametres sui-

vants, en kilometres: 260, 652, 326, 652. Aujourd'hui, on donne

plutot, respectivement, les valeurs suivantes qui sont celles que
nous admettrons:

152 ; 390 ; 195 ; 780
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Les demi-grands axes sont respectivement:

2,770 ; 2,362 ; 2,669 ; 2,767

et les excentricites:

0,111 ; 0,089 : 0.257 ; 0,077

Quant aux inclinaisonsi, celles que nous considerons ici, sont
Celles de chaque plan d'orbite avec le plan du maximum des

aires de l'ensemble des petites planetes; leurs valeurs sont ä

peu pres:
2° ; k° ; 2° ; 2°

T 9j.r>- ma <> e cos2 i,
Les nombres ni defmis par — — n* — • 1 m-1

m1 a1 e1 cos2 i
dice 1 etant relatif ä Laetitia, sont : 17,2; 0,89; 194 dont
les racines carrees sont: 4,15; 0,94; 13,95, voisines de nombres
entiers. Les resultats sont un peu moins bons que pour les

grosses planetes, mais cela ne doit pas etonner, en raison
notamment de l'incertitude sur les masses, et de 1'erreur que
comporte certainement notre hypothese ä ce sujet.

D'autres coincidences ne peuvent pas etre retenues pour la
meme raison.

En ce qui concerne Pluton, sa masse est tres mal connue;
la loi, pour s'y appliquer, necessiterait que cette masse füt 0,43
de celle de la Terre, avec n 1, ou 0,96 avec n 1,5. Or,
il semble resulter des travaux les plus recents qu'une masse
voisine de 1 serait vraisemblable.

III. — Nous allons montrer maintenant que les valeurs des ^
des planetes, proportionnelles, comme on sait, ä leurs energies,
ne sont pas quelconques, mais que leurs rapports jouissent de

proprietes assez remarquables, et se pretent eux aussi ä une
sorte de quantification.

Calculons pour les planetes de Mercure ä Neptune. Nous

trouvons les nombres: 0,144; 1,13; 1; 0,0708; 61,2; 9,96; 0,758;
0,573. Nous nous attendons un peu desormais ä trouver entre
eux des rapports egaux ä des rapports de carres de nombres
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entiers ä peu de chose pres, et, peut-etre meme ä des carres

parfaits dans quelques cas. Reflechissons d'ailleurs qu'il nous

suffit, pour exprimer tous les rapports des entre eux, d'en

connaltre sept, bien choisis, que nous appellerons rapports
principaux. Or, nous distinguons assez facilement que le

rapport de 0,573 (Neptune) ä 0,144 (Mercure) est quasi exacte-
ment egal ä 4 22.

De meme nous voyons assez facilement que:

a-13 (V6nus> _ 4. presaue exactement
0,0708 (Mars) ~ Presque exactement

61,2 (Jupiter) _ nresaue exactement
0,758 (Uranus) " Pres1ue exactement

9,96 (Saturne)
r1 32, avec une erreur tres petite ;

1,13 (Venus) ' r

61.2 (Jupiter) / 5 \2
_

' ' : : — avec une erreur tres petite aussi.
9,96 (Saturne) \ 2 /

Nous avons ainsi dejä cinq rapports independants, et parti-
culierement suggestifs. II nous faut encore deux autres rapports
independants. Nous les prendrons parmi ceux qui restent
possibles et qui donnent la difference la moins grande avec les

rapports de carres les plus voisins.
Ce seront:

1,13 (Venus) /17\2
1 (Terre)

— \16/
et

61,2 (Jupiter) (^\2
0,573 (Neptune) \ 3

avec une erreur extremement faible dans les deux cas.

Nous sommes alors en mesure de montrer que tous les

autres rapports des ^ des planetes deux ä deux, s'expriment

par des carres parfaits, ou des rapports de carres parfaits, ou

encore des produits de quelques-uns des rapports principaux
de carres de nombres entiers donnes ci-dessus.
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Citons par exemple:

9.96 (Saturne)
0,0708 (Mars)

122 sensiblement

9,96 (Saturne)
0,758 (Uranus)

Ge sont lä des consequences arithmetiques pures des rapports
principaux independants.

Mais ces rapports consequences, surtout ceux qui derivent

et alors que le reseau constitue par les carres de nombres

entiers, ou par des rapports tres simples de carres petits, est peu
dense, les rapports qui ne sont plus tres simples de carres,
surtout de carres de nombres entiers successifs aux numera-
teurs et aux denominateurs, forment un reseau assez dense; et,
dans ce reseau, on pourrait toujours arriver ä faire figurer les

rapports tires des elements des planetes, ä cause de la legere
incertitude qui frappe quelques-uns de ces elements.

Ces questions se sont dejä posees en physique ä propos de la
mise en formules ä carres entiers des energies correspondant
aux frequences electroniques. Elles ne sont pas ici plus aigues,
la precision sur a etant enorme, et celle sur m. etant encore tres
bonne. Nous reviendrons d'ailleurs au paragraphe XX sur
cette question. Disons ici cependant que l'argument jouerait

Venus Jupitertres peu pour rperre
et pour ^eptune Pris pour rapports

principaux, en raison de l'erreur extremement petite qu'ils pre-

sentent avec> et

Neanmoins, pour ces raisons, la methode que nous avons
suivie au paragraphe II parait preferable, car eile donne des

resultats plus simples et plus certains.
Par contre, s'il s'agit de renforcer les conclusions k tirer du

paragraphe II, les resultats numeriques du present paragraphe
nous apportent un argument important et independant.

On a des resultats plus systematiques en rapportant ä Mars
les quatre planetes inferieures, et ä Jupiter les quatre planetes

des rapports
Venus Jupiter
Terre Neptune

ne sont dejä plus tres simples;
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superieures de Jupiter ä Neptune. On trouve dans le premier

groupe:
/10\2 /15\2
[f) ' 42 ; [Tj >

1

i; ('IV; (IV; (Vi

et dans le second:

' V"9; ' \3i;

Les rapports de carres que donneraient les rapports des

energies des electrons dans l'atome ne seraient pas sensiblement

plus simples.
L'examen des quatre gros satellites de Jupiter qu'on designe

par I, II, III, IV renforce encore nos resultats. La methode du

present paragraphe se trouve convenir mieux aux satellites de

Jupiter que celle du paragraphe II. Les valeurs de leurs demi-

grands axes sont, en prenant pour unite le rayon de la planete:

5,91 ; 9,40 ; 14,99 ; 26,36 ;

les masses correspondantes sont, en prenant pour unite la

masse de la planete:

Les valeurs de — sont alors respectivement, au facteur 10

pres:
7,614 ; 2,66 ; 5,33 ; 1,707

Le rapport de 7,614 ä 5,33, c'est-ä-dire celui de ^ pour I ä ~
pour III, donne presque exactement le rapport simple ;

TYt TYL

celui de 2,66 ä 1,707, c'est-ä-dire celui de — pour IIa- pour IV
donne de fafon encore plus approchee (ä moins de 0,004),

; celui de III ä II, celui de I ä II, moins approches, sont

/10 2 /19 2

voisins respectivement de (— et de Les autres

rapports s'en deduisent bien entendu.
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Le Systeme des satellites I ä VI de Saturne, dont VAnnuaire
donne des valeurs approchees pour les masses, conduit ä des

resultats analogues, quoiqu'un peu moins bons et d'ailleurs
un peu moins sürs, en raison des erreurs possibles sur les masses.

On peut dire que l'on a, de fatjon suffisamment precise, les

rapports suivants entre les diverses valeurs des ^ pour ces

satellites:

m
3,22 ou sensiblement

a, \ 5

m, Im, „ /13\3
— — 3,4/ ou sensiblement —
a. a, V 7 '

i m / 7
— 1,35 ou sensiblement -r
as \ 6

~ 1,55 ou sensiblement

/ ^ 35,3, c'est-a-dire (5,94)2 ou sensiblement 62
/ a4

Bien entendu, ces resultats du Systeme de Saturne ne sont

pas tres probants par eux-memes. lis ne prennent un sens que

parce qu'ils se pretent ä etre incorpores dans nos resultats
d'ensemble.

De bons resultats sont egalement obtenus avec les anneaux
des petites planetes, et individuellement avec Vesta, Junon,
Ceres, en utilisant les memes hypotheses que plus haut.

Pour se borner a Vesta, Junon, Ceres, en prenant comme
diametres respectivement 390 km, 195 km, 780 km, et en

admettant l'egalite des densites, on trouve, pour les rapports
des mfa:

YY) / rrj
— Vesta / — Junon 9,03 soit 32 ;

a Ja

— Ceres / —Vesta 6,81 soit (-?") •

a I a \ o J

Pour la recapitulation des valeurs du nombre n que nous

faisons ä la fin de la premiere partie du present memoire,
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notons ici les valeurs exactes des racines carrees des nombres

trouves, pour ~ des planetes, en nous bornant d'ailleurs ä ceux

que nous considerons comme carres parfaits, et en excluant les

rapports de carres:

1,99 ; 3,994 ; 8,984 ; 2,97 ; 11,85

IV. — En raison de l'importance de ces resultats, nous allons

nous y attarder un peu, et montrer notamment comment ceux
du paragraphe II se relient ä ceux du paragraph III.

Si on se borne ä l'etude des trajectoires des planetes conside-

rees comme dans un plan, le coefficient ——. de notre formuler ' cos2 l
initiale disparait; en fait, la formule reduite: ma rr s,

(>

avec s —, convient encore tres bien pour toutes les planetes,
el

et meme pour Mercure, avec toutefois une erreur sensible pour
cette derniere, dont le plan d'orbite est le plus incline sur le

plan invariable; la masse de Mercure est d'ailleurs quelque peu
incertaine.

Considerons done deux planetes que nous numeroterons
1 et 2.

Leurs energies totales sont respectivement, si l'on ne tient
compte que de Taction du Soleil:

E _ KM mt E _ KMm2
1 2 ax

2 2 a2

Par suite:

E2 m2 m2 a2 ai ai n2 e2

Ex tn1ai a2 a2

e1 et e2 sont ici les excentricites des orbites des deux planetes.
On peut encore ecrire:

E2 m2 % m2 mi ai
m1 a2 Yfi2 a2

Si ces energies sont entre elles comme des inverses de carres
de nombres entiers Nx et N2, ainsi que cela a lieu pour les
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orbites electroniques, structure fine mise ä part, on doit avoir:

Ni al n 2 e2

NT2 ~2 ' ~2 ' ~ '
JN2 «2 nl el

d'oü

ai j «2 Nj n\

1 -^2 n2

On doit avoir aussi:

"NT2 2 2
JNi m2 n1 et

\[2 2 2
JN2 m1 n2 e2

d'oü

Et inversement l'une ou l'autre des conditions suffit pour que
les energies soient dans des rapports de carres de nombres
entiers.

a2
Or, les valeurs de — sont, pour les diverses planetes, Mercure,

Venus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune,
respectivement:

0,732 ; 76,9 ; 59,87 ; 24,84 ; 560,2 ;

1633 ; 8028 ; 101,859

Les valeurs de ~ sont les suivantes pour les memes planetes

respectivement:

0,0152 ; 98,01 ; 59,87 ; 0,125 ; 2.098.407 ;

162.734 ; 4591 ; 33.473

Les valeurs de ces rapports — et — nous conduisent ä des

resultats qui nous paraissent probants. Voici les plus interes-
sants de ces resultats. Les comparaisons entre les diverses

planetes ont ete faites, pour ceux des resultats que nous donnons

ci-apres, de fagon ä eviter les nombres trop grands.
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CI dPour le rapport de — Terre ä — Mercure, on trouve 81,6

dont la racine carree est tresv oisine de 9; pour celui de Saturne
ä Mars, on trouve 65,6 dont la racine carree est 8,1; pour celui
d'Uranus ä Mars, on trouve 323,2, dont la racine carree est

17,98; pour celui de Neptune ä Saturne, on trouve 62,4 dont la
racine carree est 7,9.

171^ 1YI^
Pour le rapport de — Venus ä — Mars, on trouve 784, dont

la racine carree est exactement 28; pour celui de la Terre ä

Mars, on trouve 478, alors que le carre de 22 est 484; pour celui
d'Uranus ä Venus, on trouve 47,1 dont la racine carree est

voisine de 7; pour celui de Saturne ä Uranus 35,45 dont la
racine carree est tres voisine de 6; pour celui de Jupiter ä

Neptune, on trouve 62,8 dont la racine est 7,93.
Nous nous sommes ainsi bornes ä donner ceux des rapports

/N" fl-i\^ /"^

\Nn /
Peuven^ ^re consideres comme

tres voisins de carres de nombres entiers, savoir 784; 478;
47,1; 35,45; 62,4; 62,8; 81,6; 65,6; 323,2. Les autres se pretent
ä peu pres aussi bien ä etre consideres comme des rapports
de carres.

Nous pensons ainsi augmenter un peu la force probante du

paragraphe precedent.

V. — Dans la theorie de l'atome, il est equivalent de dire

que les energies des electrons sont entre elles comme des carres
parfaits, ou de dire que les moments des quantites de mouve-
ment de ces electrons, en trajectoires circulaires, sont entre eux
comme des nombres entiers. Bien que les trajectoires des

planetes ne soient pas tout ä fait circulaires, admettons que
Ton puisse representer les moments des quantites de mouvement

par
/KM /T^rr-m x 1/ X a m VKM«

Cela n'entraine d'erreur sensible que pour Mercure et ä la
rigueur pour Mars, dont les excentricites ne sont pas tres

petites. Cherchons si les m\/a ne seraient pas entre eux dans
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des rapports simples. Nous avons a priori une autre raison de

soupgonner qu'il puisse en etre ainsi, meme pour Mercure et
Mars. Ce que nous venons de voir precedemment et ce que nous
dirons au paragraphe X nous amenent ä penser que la charge

electrique e de l'electron joue un role analogue ä celui de y'RMm
pour les planetes. Or, de la valeur de a en theorie de l'atome:

n2fc2

4 7i2 m e2

on tire: e ma ir~, d'oü l'on aurait pour les planetes, sous
L 7C

reserve de verification: rapports des m-\/a entre eux rapports
simples de nombres entiers.

Les valeurs de %/a sont respectivement, pour les planetes
de Mercure ä Neptune:

0,622 ; 0,850 ; 1 ; 1,235 ; 2,281 ; 3,091 ;

4,396 ; 5,494

On en deduit les valeurs m -\/a ci-apres:

0,0348 ; 0,695 ; 1 ; 0,1334 ; 726,180 ; 294,325 ;

64,093 ; 94,820

Et de lä certains rapports interessants:

0,695 (Venus)
0,0348 (Mercure)

0,695 (Venus) _
7

1 (Terre)
— 10

0,1334 (Mars) 2

1 (Terre) ~ 15

20, presque exactement ;

au lieu de 0,695 ;

exactement ;

puis:

726.18 (Jupiter) 34
Ano ,TT ; -TT- exactement ;

64,093 (Uranus) 3

726,18 (Jupiter) 23 nr.0,JT—-1 r -^r soit 7,666 au lieu de 7,658, valeur exacte
94,82 (Neptune) 3

294,325 (Saturne) 23

64,093 (Uranus) 5
soit 4,6 au lieu de 4,592 valeur exacte
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Ces rapports peuvent d'ailleurs se presenter sous une forme

plus simple, si l'on se contente de valeurs un peu moins appro-
chees, mais plus suggestives. On a notamment:

726,18 (Jupiter) 5

on/ oo la t 2>4/- v0ism de "V294,32 (Saturne) 2

94,82 (Neptune) 3

c, nn ,TT 7 1>48' v0]sin de -64,09 (Uranus) 2

On aboutit ainsi ä ranger les planetes, de ce point de vue, en
deux groupes, planetes inferieures, relativement petites, et

planetes superieures, les plus grosses; dans chacun des groupes,
les rapports des m^Ja (ne disons pas tout ä fait ceux des

moments des quantites de mouvement) sont des fractions
relativement simples, quoique moins simples qu'on aurait pu
le penser d'apres les rapports, plus suggestifs, des energies.
Nous reviendrons un peu sur ce point au paragraphe XI.

Pour le moment, il nous suffira de noter que les constatations

que nous venons de faire sont bien, en principe, dans la ligne
des proprietes de discontinuite trouvees aux paragraphes
precedents.

Bien que les nombres trouves pour les rapports soient tres

pres d'etre des fractions assez simples encore nous n'en ferons

pas etat dans notre recapitulation des resultats ä la fin de

notre premiere partie.
Pour les quatre gros satellites de Jupiter, designes par I, II,

III, IV, nous avons:

\/'a1 2,43 ; V'ai 3,07 ; \/as 3,87 ;

\/a4 5.135

Avec les masses donnees au paragraphe precedent, on calcule
les m \/al et Ton trouve:

mi\/a1 109,35 : a2 76,75 ; ms \/a% 302,60 ;

mi A/°4 231.05
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Les rapports des valeurs trouvees pour I, III, IV par rapport
ä celle trouvee pour II sont respectivement:

ä 0,003 pres, 4,03 et 3,01

Ces resultats sont ici meilleurs que ceux qu'on obtient pour
les planetes elles-memes.

On a aussi des resultats interessants avec les six satellites I
ä VI de Saturne, et des resultats acceptables avec les petites
planetes.

Pour les satellites de Saturne, par exemple, on a:

rngV4! 14 m% \/a3 29 mi V'a4
^

m1 -\/% 3 -\fax
&

m3 *\Ja3

m-s V«s _ 5_

m5 V«4 2

Le sixieme satellite donne des nombres beaucoup trop grands

pour etre probants dans un sens ou dans l'autre.
Mais les my'KMu ne sont pas les moments cinetiques eux-

memes 1. Bien que ceux-ci en soient peu differents, examinons
leurs valeurs. Ces moments sont les produits par m des cons-
tantes des aires. Leurs expressions sont — e2), e

etant ici l'excentricite de chaque orbite. Les valeurs en sont,

pour les diverses planetes, egales aux produits du facteur
commun y'KM respectivement par:

0,0341 ; 0,695 ; 1 ; 0,1329 ; 725,6 ; 293,7 ;

64 ; 94,8

Ces derniers moments sont normaux aux plans d'orbite. Iis ont
un moment resultant perpendiculaire ä un plan invariable dit
plan du maximum des aires. Prenons pour axe ce moment
resultant. Les moments cinetiques par rapport ä cet axe seront
les memes pratiquement que ci-dessus, sauf pour Mercure, dont

1 L'essentiel des resultats exposes aux paragraphes II, III et V
a fait l'objet de deux breves communications ä l'Aeademie des
sciences (C. R., t. 214, 1942, p. 534; t. 217, 1943, p. 527).

Archives. Vol. 28. — Juillet-Aoüt 1946. 10
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le plan d'orbite est incline sur le plan invariable d'environ
7° 30'; leurs valeurs seront les produits de KM respectivement

par:
0,03383 ; 0,6936 ; 1 ; 0,1329 ; 725,5 ; 293,6 ;

64 ; 94,8

Les rapports consideres plus haut pour les m^a gardent ä

tres peu pres la meme valeur pour les m-\/a(l — e2) cos i que
nous considerons maintenant, sauf celui qui interesse Venus

41
et Mercure, lequel devient egal a 20,50 Si Ton veut se

contenter d'une approximation un peu moindre, mais qui
donne des resultats suggestifs, on peut ajouter aux rapports
donnes precedemment les deux suivants, comme plus haut:

725.5 (Jupiter) 5

ono C /a t \
2>47> voisin de — ;

293.6 (Saturne) 2

94,8 (Neptune) „ „ 3

g„ g /T. r L49, voisin de —
63,6 Uranus 2

VI. — Les proprietes des expressions et m\/a pour les

planetes, leurs satellites, et les asteroides conduisent pour les a
2

et, par suite, d'apres la troisieme loi de Kepler, pour les durees

de revolution, ä la propriete suivante. Les durees de revolution

ont entre elles des rapports de la forme ^ ^ j k, n, p, q etant

des nombres entiers.
Le cas des trois premiers satellites de Jupiter est particu-

lierement probant ä ce sujet. Leurs durees de revolution tropique
sont respectivement:

Tj 1 j. 18 h. 28 min.

T2 3 j. 13 h. 14 min.

T3 7 j. 3 h. 42 min.

On voit que l'on est tout pres d'avoir:

T3 2T2

T2 2TX
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On peut ajouter les deux relations: T6 15 T4 et T2 7 T5
convenablement verifiees aussi.

Les quatre premiers satellites de Saturne ont pour durees
de revolution tropique:

T4 22 h. 37 min.

T2 1 j. 8 h. 57 min.

Ta 1 j. 21 h. 18 min.

T4 2 j. 17 h. 41 min.

On voit aussi que l'on est tout pres d'avoir:

T3 2Tj
T4 2T2

On peut ajouter les deux relations:

T2 |t6 et Tg 5 Te

convenablement verifiees aussi.

Pour ceux de Mars, on n'est pas loin d'avoir: T2 4T4
Parmi les planetes, on note les durees de revolution siderale

ci-apres:

pour Jupiter 11 ans 315 jours;
pour Saturne, Uranus, Neptune, Pluton, respectivement:

29 ans 167 jours, 84 ans 8 jours, 164 ans 280 jours, 249 ans.

Les rapports de ces durees ä Celle de Jupiter sont respective-
5

ment voisins de — ; 7 ; 14 ; 21.

Comme la masse n'intervient plus dans la propriete dont nous
nous occupons, cela peut nous permettre d'aborder le cas des

cometes, dont on ne connait pas la masse. Nous avons bien
constate l'existence de cette propriete pour les 32 cometes

periodiques dont le retour a ete observe. Et meme, pour les 23

numerotees de 2 ä 24, on peut mettre le rapport de leur duree
de revolution ä celle de la comete d'Encke, qui a la plus courte

periode de revolution, sous la forme 2^) l'expression

etant alors egale ä 2, et les nombres p et q encore assez simples.
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On constate de plus de nombreux cas, parmi les 32 durees de

revolution, oil une telle duree est un multiple entier petit, ä

tres peu pres, d'une autre. Nous ne tiendrons pas compte
cependant de ces resultats dans nos conclusions, car le reseau

des rapports de carres dont nous venons de parier est
\?/

trop serre pour que les coincidences ainsi remarquees soient
absolument probantes; en raison de la complexite relative de

l'expression ^~J on peut penser qu'on arrivera toujours ä

mettre les rapports des durees de revolution sous la forme en
k

question. II faut remarquer cependant que nos — sont tres

simples, et dans la plupart des cas, egaux ä 2. On peut done

dire que si, ä eux seuls, ces resultats ne sont pas tres probants,
du moins ils n'ont rien de contraire aux autres constatations plus
probantes, et que, dans une certaine mesure, ils les renforcent.

On dirait la meme chose des resultats analogues qu'on a avec
les petites planetes dont on ignore la masse.

3

Du fait que les a2 sont entre eux dans des rapports de la

forme
> on peut supposer que beaucoup de rapports

des a entre eux sont aussi de forme assez simple. Nous n'avons

cependant pas trouve ä ce sujet de resultats assez nets pour que
nous puissions nous y arreter. On peut rapprocher d'une autre

fagon les lois concernant — et m s/a, et en conclure que les

Tl ®

rapports des cubes des masses sont de la forme: ^ ^ ;

e'est ce qu'on verifie en effet directement.
Enfin il nous reste, concernant les durees de revolution, ä

signaler une propriete assez importante. On sait que Laplace
a etabli entre les moyens mouvements, autrement dit les

vitesses angulaires coj, w2, w3, des satellites I, II, III de Jupiter
la relation presque rigoureuse:

coj -j- 2 co3 — 3 co2 0

Le fait que tous les coefficients de cette relation sont des

nombres entiers petits doit attirer notre attention, en raison du
but que nous poursuivons.
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Voyons d'abord si cette relation est isolee dans le Systeme
solaire ou si elle est verifiee par d'autres satellites. Nous trou-
vons d'abord dans le meme Systeme de Jupiter les relations:

2 co4 -(- 3 o>2 — co3 0

2 Og 3 tOg — 0

le satellite V etant, comme on sait, le plus proche de la planete.
Ces relations sont bien verifiees, mais sensiblement moins

cependant que celle de Laplace. Considerons ensuite le systeme
d'Uranus. Les quatre satellites de cette planete ont des durees

de revolution respectivement egales ä:

Tx 2 j. 12 h. 29 min. 21 s. 08 217.761 s. 08

T2 4 j. 3 h. 27 min. 37 s. 22 318.057 s. 22

T3 8 j. 16 h. 56 min. 30 s. 37 752.190 s. 37

T4 13 j. 11 h. 7 min. 7 s. 14 1.163.227 s. 14

On calcule ä partir de lä:

<Oi 2tt x 45 9 218.10"11

co2 27t x 27 9 285.10"11

e3 2tu x 13 2 944,5.10"11

o>4 2tt x 8 5 967.10"11

D'oü:

«1 + «4 2tt x 54 518 5.10"11

et

o>2 + 2co3 27t x 54 517 4.10"11

On peut done ecrire, sensiblement avec la meme precision

que celle de Laplace, la relation :

coj — co2 — 2co3 + <o4 0

Pour les quatre premiers satellites de Saturne, on a, avec ä

peine un peu moins de precision

coj + co2 — 2co3 — 2co4 0
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ou meme, avec moins de precision encore,

co4 — 2co3 0

co2 — 2co4 0

On peut aj outer les trois relations suivantes entre les co des

satellites consecutifs IV, V, VI d'une part, V, VI, X d'autre

part, et VII, VIII, IX enfin:

2co4 — 3co6 — co6 0

«5 — 2«6 — 2«10 0

co7 — 4co8 + 2co9 0

dont les deux dernieres notamment sont tres bien verifiees.
Ceci nous amene alors ä examiner le cas des planetes elles-

memes. L'Annuaire du Bureau des longitudes nous donne leurs

moyens mouvements diurnes, que nous appellerons co avec
indice de 1 (Mercure) ä 9 (Pluton). Ce sont respectivement:

14.723" 42 ; 5767" 67 ; 3548"19; 1886" 52 ; 299"13;
120" 45 ; 42" 23 ; 21" 53 ; 14" 23

On constate alors l'existence de la relation:

co4 — co2 — 2co3 — <o4 — co5 + 2co6 — co, — co8 + co9 0

Le premier membre a en effet une valeur de l'ordre de grandeur

de 1" par jour.
D'autres relations simples sont les suivantes:

2co2 + co3 — 8co4 0 ä 5" pres par jour ;

4co3 — 8co4 + 3co5 =- 0 a 2" pres par jour ;

2co4 — 9co5 — 9co6 0 ä 3" pres par jour ;

co5 — 3co6 + 3co, — 3cos 0 ä 0" 1 pres par jour ;

co, — 2co8 0 ä 0" 8 pres par jour ;

co, — 3co9 0 a 0" 5 pres par jour

Nous ne pouvons plus des lors penser que la presence de

coefficients uniquement entiers et petits dans les relations tres

simples ci-dessus soit l'effet du hasard, ou meme de causes
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particulieres pour chacune. Nous sommes amene ä y voir
l'effet d'une cause generale et cela renforce encore l'explication
que nous avons suggeree tout ä l'heure et que nous developpe-
rons bientöt.

En theorie de l'atome, on aurait des relations analogues entre
les vitesses angulaires des electrons. Montrons par exemple, en

utilisant seulement l'ancienne theorie des quanta, comment on
obtiendrait une relation analogue ä celle d'Uranus.

Considerons quatre electrons occupant sur des trajectoires
circulaires des niveaux nXl n2, n3, »4. Leurs vitesses angulaires
sont de la forme:

A A A A

A etant une certaine constante faisant intervenir la masse et
la charge de 1'electron. On en tire:

G)4 ft4 0>4 ft4 W4 ft^j.

coi — ; co2 — ; "3 — — \
ft, ft., fto

Supposons que

7 : ^ 6 ; ^
n, ru

Nous pouvons alors ecrire:

ui 2 C03 CO. 0>2 2 ö>3 A CO4

73 63 2 x 43 4
73 — 63 — 2 x 43 + 1

Or, on verifie que 73 — 63 — 2 X 43 + 1 0

Done on a aussi: (ox — w2 — 2co3 + w4 0 entre les vitesses

angulaires des electrons occupant des niveaux dont les numeros
sont nx, n2, n3, n4. Le nombre entier re4 doit etre ä la fois multiple
de 7, de 6 et de 4. II est done egal ä 84, ou ä un multiple de 84;
les autres sont respectivement egaux ä 12, 14, 21 ou multiples
de ces nombres du meme ordre que celui de 84. En fait, il n'en
est peut etre pas ainsi pour les satellites d'Uranus, ä cause de

l'inegalite de leurs masses. Mais Fexistence de la relation

prouve tout aussi bien que pour les electrons, que ces satellites
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ne sont pas places au hasard. Nous reviendrons un peu sur ce

sujet au paragraphe XI. II ne faut voir lä pour le moment

qu'un moyen d'obtenir dans l'atome la relation constatee

dans Uranus.

VII. — La relation ma h2
g

c^g2 presente, par rapport

aux relations concernant —, mWa, et les durees de revolution,
a v

le caractere de comporter les elements e et i, qui subissent des

variations seculaires, alors que m et a n'en subissent pas. On

pourrait voir lä une certaine difficulty, car n ne pourrait pas,
en raison de ces variations, demeurer un entier dans la suite
des siecles.

Mais, d'abord, rien n'autorise ä extrapoler les variations de e

et de i pour un trop long laps de temps, ni ä croire qu'elles

peuvent se cumuler au-delä d'une certaine limite.
Puis, il faut tenir compte de ce que, contrairement aux

electrons de l'atome, la plupart des planetes, pour lesquelles m

represente un rapport de masses, ont des satellites, dont les

positions differentes par rapport ä la planete produisent, du

point de vue qui nous occupe, quelque chose d'equivalent ä ce

que seraient des variations de m et de a, variations seculaires

ou, du moins, a tres longues periodes. Pour Celles des planetes
qui n'ont pas de satellites, et pour les satellites eux-memes,
nous ne pouvons meme pas garantir que m demeure absolument
constant.

Comme les variations de —e-^~. sont tres lentes, il ne semble
e1 cos21

pas que l'argument qu'on pourrait donner de l'impossibilite
de la Constance de n doive etre considere comme autre chose

qu'un argument de principe, dont l'importance doit, pour le

moment, etre tenue pour tres relative. On peut d'ailleurs, donner
de la loi consideree une Variante qui permet d'attenuer beau-

coup, au point de le supprimer presque, en fait, l'argument que
nous venons d'indiquer.

La relation peut s'ecrire sous la forme:

mex e

p2 a cos2 i '
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en prenant cette fois pour planete de comparaison, celle dont
l'excentricite ex est de beaucoup la moins affectee d'un terme
seculaire, c'est-ä-dire Neptune. Le second membre subit des

variations seculaires qui sont ä tres peu pres les valeurs de:

Se

a cos2 i

Se designant les variations seculaires des excentricites.
Ces variations Se pour les diverses planetes sont respective-

ment, de Mercure ä Neptune, en un siecle, de:

+ 203.10"9 ; — 538.10"9 ; — 426.10"9 ; + 953.10"9 ;

+ 1642.10"9 ; — 3455.10"9 ; — 266.10"9 ; + 63.10"9

S eLes variations —^ont des valeurs proportionnelles a:
d, OOS 1/

+ 534.10"9 ; — 744.10-9 ; — 426.10"9 ; + 626.10~9 ;

+ 316.10"9 ; — 359.10-9 ; — 14.10"9 ; + 2.10~9

On remarque que, pour les quatre premieres, on a:

-10.10-—1 a cos2 i144

et pour les deux suivantes:

Se

a cos21
5 et 6

De sorte que les huit lois elementaires pourraient s'ecrire:

^ m
—1 p2
1 ä 4 y

xri m
2j ^ -

5 et 6 "

e

a ex cos2 i

e

a ex cos2 i

e

a ex cos2 i
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On aurait done encore ainsi pour les planetes des lois (4 au
lieu de 8), comportant l'intervention de rapports de carres

parfaits, mais cette fois avec la quasi-suppression de l'argument
des variations seculaires.

VIII. — S'il s'agit la, comme on est en droit de le croire,
d'autre chose que d'ime serie de coincidences fortuites, nous
avons ä nous demander ä quoi peut tenir une telle propriete.
Sans doute faut-il rattacher l'idee de niveau ä une raison assez

generale pour trouver son application dans le domaine cosmique
comme dans le domaine atomique. Puisqu'en mecanique de

l'atome on est conduit a presenter la suite discrete des valeurs
du rayon de l'orbite comme la consequence d'une sorte d'effet
de resonance entre une onde et le chemin decrit par le mobile,
il est naturel de penser que l'introduction, en mecanique
celeste, d'une onde de formule mathematique analogue conduira
au meme resultat.

Soit done une onde ^ satisfaisant ä une equation du type
de Schrödinger, mais avec d'autres constantes, evidemment:

A({j + a (E — F) ^ 0

a etant une certaine constante, E l'energie du mobile, F la
fonction potentielle du champ. Moyennant les memes considerations

que pour le Systeme de l'atome, eile conduira, en s'en

tenant meme si l'on veut ä la propagation geometrique, ä des

resultats analogues touchant des niveaux d'energie. De meme
encore les valeurs propres discretes de E determineront les

trajectoires stables qui, dans le cas d'un centre unique, comme
le Soleil, seront caracterisees par les valeurs entieres d'un
nombre n, ou par des valeurs demi-entieres dans certains cas.

II semble cependant qu'il pourra y avoir une grosse difference,

l'interpretation probabiliste qui a prevalu en mecanique
ondulatoire ne parait pas possible ici. Nous reviendrons sur le

sens de l'onde ainsi introduite en mecanique celeste.

IX — II convient auparavant de nous demander dans quelle
mesure nous avons repondu ä la premiere question de notre

programme. En fait, nous n'avons pas trouve une loi de distri-
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bution des planetes et des satellites en distances ou en durees
de revolution. Nous avons simplement trouve une loi qui fait
intervenir, avec le demi-grand axe a et la masse m, un nombre n

qui demeure dans chaque cas particulier impossible ä justifier
de fagon exacte: chaque planete occupe une place, assignee par
une certaine valeur de », prise dans la serie des niveaux possibles

pour eile. II faut peut-etre remonter aux origines du

Systeme, et faire de la cosmogonie, pour rendre compte du
niveau n occupe en fait par chaque astre du Systeme. C'est ce

qu'a fait M. Sevin 1 qui explique par un cataclysme vibratoire
cosmogonique la fixation des positions reellement occupees.

Une tentative, ä la verite tres differente, avait ete faite en

ce sens, vers 1910, par M. Belot. On voit que l'idee qui nous
conduit est autre, car 1'onde que nous postulons est un phe-
nomene actuel et permanent, dont il reste ä chercher le sens.

X. — Voyons d'abord quelle frequence devrait etre attribuee
k cette ondulation. Nous avons seulement pour nous guider
l'analogie mise tout k l'heure en evidence de la loi des niveaux
des planetes, avec les resultats de la dynamique atomique. Si

Ton designe maintenant par m la masse d'un electron, par e sa

charge, par a le rayon de sa trajectoire supposee circulaire, bien
1

que ce ne soit pas indispensable, son energie — - - ä pour

valeurs possibles les valeurs de la forme:

n 6tant un nombre entier et h la constante d'action.
On en tire:

Dans la relation que nous cherchons, ne devront figurer ni e,

ni la grandeur quantique h. Au lieu de e2, il est naturel de

penser que devra figurer KMm, K etant le coefficient de la loi

1 e2

2 a

— 2 k2 m e4

Wh*

m a

1 M. Sevin, Comptes rendus de VAcademie des sciences, t. 214, 1942,

p. 347.
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de gravitation, M la masse de l'astre central, m cette fois de

nouveau la masse de la planete. En effet ^ ^est la grandeur

qui joue le meme role que la grandeur atomique qui mesure

l'intensite du champ de forces.

On sait que, si v est la vitesse de l'electron et X la longueur
d'onde qui intervient en dynamique atomique, on a: h mvX.

II est naturel de penser, puisqu'en outre, si Y est la vitesse de
c2

l'onde de mecanique ondulatoire, on a v ^, qu'au lieu

de h mv\ on devra introduire la grandeur:

m 77-, X m —
V v

V' designant la vitesse de l'onde de mecanique celeste et v sa

frequence. Certes, cela parait un peu fragile, mais nous jugerons
ulterieurement selon les resultats obtenus en nous laissant ainsi

guider par une analogie justifiee par des resultats <Tobservation.

La relation cherchee pourrait done etre, k etant un entier:

„
TO2 C4 1

1)1 a k* — 7 —
v2 4 7T2 K M m

d'oü:
(A

y/2 kZ • - -4it2KMa '

et:

v k •

2 TT VKMa

Cette valeur de v entraine tout de suite une premiere remar-
que. C'est qu'elle est liee ä la masse de l'astre central et non ä

celle du mobile. C'est done une onde de champ.
Une autre remarque est que cette frequence depend de la

distance au centre, et par consequent varie le long d'un meme

rayon de l'onde. Tout se passerait comme si un volume quel-
conque du champ ne restituait pas toute la frequence qu'il
reijoit, c'est-ä-dire emmagasinait de l'energie, sans doute pour
la rayonner ensuite ä son tour.
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XI. — Nous venons de remplacer h par r^~. Or mc2 etant

l'energie potentielle interne de la matiere de masse m, on peut
se demander s'il ne conviendrait pas plutöt de remplacer mc2

par l'energie potentielle totale, compte tenu de la presence du

champ de gravitation. La force agissant sur la masse m etant
^ ^m, la reaction exercee par la masse m sur le champ est

— —> ä laquelle correspond un potentiel
K ^ m. G'est

done mc2 + ^ ^m qu'il faudrait substituer k mc2, ce qui

conduirait ä remplacer h par ^mc2 + Le calcul du

paragraphe precedent amenerait alors a ecrire:

ra2 c'4 1 1
ma k* • —;— • -—= • ,,—v2 4 7t2 KM m

en posant c'2 c2 + ; d'oii:

£
c'2

^
C2

4_
^

t /^~ ^
lT:\/WWa ~

2 7t v'Ha 2tcV a3

Si maintenant, par analogie encore avec l'emploi qu'on fait
souvent en mecanique ondulatoire d'une fonction d'onde
« reduite », e'est-a-dire dont la frequence vr est egale k la

frequence diminuee de
; on emploie ici une telle frequence

reduite, on trouve:
k /KM

Vr ~~ 2^ ' V

A la surface de l'astre central, de rayon R, ce serait

_ k_ /km
Vr ~~ 2^ ' V "R3"

Un point interessant ä noter, e'est qu'on arrive ainsi ä un
resultat donne pour la premiere fois par M. Sevin 1 pour une
pulsation des astres signalee d'abord par Shapley. II est difficile,

1 Loc. cit.
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une fois de plus, de voir lä une simple coincidence due au
hasard. Ce fait peut au contraire servir de justification au lien
un peu fragile etabli plus haut entre la frequence de 1'onde

atomique et celle de l'onde cosmique.

Enfin, on remarque que la periode 0 — ~ y/est, quel

que soit a, pour une planete dont a serait le demi-grand axe,

de la meme forme, au coefficient pres, que la duree de

revolution de la planete d'apres la troisieme loi de Kepler

j &'^
T 27r\ / ; ceci entralne que la duree de la revolution

contient un nombre entier de fois la periode de l'onde, condition

de resonance qui precise celle dejä entrevue au para-
graphe VIII ci-dessus, et qui explique la stabilite de la
trajectoire. On aurait alors ä la fois, p et k etant des entiers:

2 7T a p~k

T =- kQ

d'oü v (vitesse de la planete) ~V (vitesse de l'onde evaluee
k

avec vr). On peut aussi montrer que, de meme que la troisieme
loi de Kepler doit subir une legere correction et s'ecrire

f CL^

T 271 y/ de meme on peut corriger la frequence

reduite vr pour tenir compte, non seulement de 1'astre central,
mais aussi de la planete de masse m qui donne aussi une
onde; la condition de resonance se maintient.

Nous sommes maintenant en etat d'assigner une valeur au

coefficient, jusqu'ici indetermine, de l'equation que nous avons
envisagee au paragraphe VIII comme devant remplacer ici
celle de Schrödinger. Dans celle-ci le coefficient de (E — F)

8 yyi tyi c'^ k c ^

est —jji- • En rempla5ant h par — et v par ce

2 k2
coefficient devient Ce n'est qu'en apparence que le

coefficient de ip dans l'equation depend de m, masse de la
planete, car m figure aussi en facteur dans E et dans F.

La constante h est alors remplacee par le produit par m

de la constante y'KM a avec un facteur numerique
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On arrive aussi, naturellement, ä la meme valeur devant

remplacer A quand on fait la transformation de l'energie de

l'electron:
2 7t2 m e4

E '

KMnij
avec e2 KMm. Pourtrouver, comme on le doit, E,

2 ai

pour la planete i, il faut remplacer A par A,: mi y'KM#,
et meme n par kt. Et l'on pouvait aussi tirer tout de suite ce

7^2
resultat de ma — —^ en remplagant toujours e2 comme

ci-dessus.

Dejä, au paragraphe II, nous avions, en raison du fait que les

planetes ont des masses differentes, alors que les electrons ont
memes masses propres et memes charges electriques, vu qu'il
fallait admettre non pas une serie de niveaux d'energie, mais

autant de series que de planetes. Nous voyons ainsi la

meme necessite rendue plus explicite. Dans l'atome, on a:
72^ 2 7T

a —; d'oü: h \/ma\ done une seule valeur
4 7r- m e1 n v

de -1^=: existe, et une seule serie de niveaux d'electrons. On
V a

voit bien pourquoi il en est autrement ici.
La question peut alors se poser de comparer les niveaux entre

eux dans des series differentes. II y a alors ä considerer, non
seulement les rapports des energies ou les produits ma eux-
memes, comme nous 1'avons fait; mais aussi les rapports des A'.

Malheureusement, nous ne pourrons pas faire ces rapports,
parce qu'il semble bien que nous ne puissions pas, quant ä

present, connaitre les kh qui interviennent dans les A,. Cepen-

dant, les my/a semblant, d'apres notre paragraphe V, etre des

rapports de nombres entiers, pas toujours tres simples, il est

vrai, il doit en etre de meme des Cela laisse supposer comme
vraisemblable que par delä la serie des Ai5 il doit exister une
valeur elementaire A0 dans chaque Systeme de planetes ou de

satellites: valeur dependant sans doute de la masse de l'astre
central du Systeme, et telle que h{ N( A(), les N etant des

nombres entiers.
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Dans le Systeme de l'atome, l'expression de la vitesse angu-

laire to sur une trajectoire circulaire est 8"3^ae En rempiacant

e2 par KMm,;, on transforme cette valeur en:

8 7C3 m) K2 M2

^5
n n.

Or, il existe, avons-nous vu, des relations lineaires ä coefficients

numeriques entiers tres simples entre les wi d'un meme

Systeme. Cela necessite que les masses des astres du Systeme,

qui sont differentes, ne figurent pas dans les valeurs des

hi
et cela ne se peut que si les — sont entre eux dans des rapports

mi
tres simples.

Peut-etre a-t-on:
h TO; K

h0 etant la valeur qui correspond ä une certaine masse unite,
sans doute tres petite, avec laquelle sont evaluees les m4.

Les N; pourraient etre ainsi les nombres mesurant les masses
des astres du Systeme ä l'aide d'une certaine meme unite
tres petite.

Nous avons, au paragraphe V, traite empiriquement des

moments des quantites de mouvement. En theorie de l'atome,

si le rapport des moments pour deux electrons est —, on
M-2 ^2

en deduit par la relation

^1 — 2,2nxhx

2

E U2
et par la relation analogue donnant E2, que Ici au

2 n1

lieu de cette relation, nous aurons pour l'energie la relation
transformee (KM my remplagant e2):

2 7r" m\ KM K KM m1Ej. - 1

2 12 2 9 nnxhx nx Aa\
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La premiere egalite montre que le rapport des energies

quantifiees serait egal au produit du carre du rapport inverse
des quantites de mouvement quantifiees par le cube du rapport
des masses. C'est ce qu'on peut verifier sur nos chiffres des

paragraphes III et V, et c'est d'ailleurs bien evident.
La seconde valeur de Ex necessite k\ n\, mais ne permet

pas de deduire, pour les energies, le rapport des carres de

re2 et nv Si h0 existe bien, on aurait par contre pour les rapports
des energies des rapports de carres faisant intervenir Nx, N2,

n1: re2, et toujours le cube des masses. L'inegalite des masses
des astres est toujours la difference principale qui empeche
de reproduire exactement les resultats atomiques; eile ne

disparait que si les Nx et N2 sont dans le rapport des masses.

Remarquons enfin que, si dans notre equation rempla§ant
Celle de Schrödinger, nous rempla§ons kt par sa valeur en
fonction de Ax, nous trouvons, comme coefficient de (E — F) ip,

8 rr2 TOj
la valeur —, comme on devait bien s'v attendre.

hi

XII. — II est utile d'apporter un commencement de

verification plus directe de l'existence des niveaux. La formule que
nous venons d'en donner lie le niveau n ä la masse de l'astre
central du Systeme par la relation:

2 ,2
n ft-

a ;—;
4 ~m\ KM

avec sans doute hi mt Ä0, ou peut-etre meme hi mjMA ,'
ou encore h{ mif(M)h\ /(M) etant alors une certaine
fonction de la masse M de l'astre central.

Envisageons d'abord le cas de hi mih0. Cette hypothese
a contre eile, semble-t-il, de conduire ä admettre que, dans un
meme Systeme, les a seraient entre eux dans des rapports de

carres entiers, alors que, comme nous l'avons dit au paragra-
phe VI, les resultats numeriques ä ce sujet ne sont pas assez

nets. II faudrait done admettre que h0 depend encore quelque

peu des mi. Si, des lors, on considere deux astres de meme
niveau re, et de meme A0, mais appartenant ä des systemes

Archives. Vol. 28. — Juillet-Aoüt 1946. 11
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differents, dont les masses centrales seront Mx et M2, la formule
des niveaux nous donne:

a, _ M2

a2 Mj

D'autre part, dans chacun des systemes, on a, d'apres la
troisieme loi de Kepler, entre les demi-grands axes et les durees
de revolution siderales T la relation:

4 7t2 a3 „ „,-fT" KM

En rapprochant cette relation de celle des niveaux des a,

on trouve la relation des niveaux des T:

T
4 IT- mt K M-

Nos astres de systemes differents et de meme niveau n et
de meme h0 verifieraient done numeriquement la relation:

Tj /MA«
t2 \mJ

Si nos considerations de niveau ont un sens physique, si nos
formules de niveau ont de la valeur, et si, en outre, notre
hypothese hi est celle qui doit etre retenue, il doit
exister dans les deux systemes, une correspondance entre les

niveaux de meme rang telle que les demi-grands axes soient
entre eux dans le rapport inverse des masses centrales et que
des lors, les durees de revolution soient dans le rapport inverse
du carre de ces masses. Reste a savoir si ces niveaux sont effecti-
vement occupes. En comparant les elements des satellites de

Jupiter et de Saturne qui sont assez nombreux, on peut esperer
avoir quelques chances de trouver un tel niveau effectivement

occupe. C'est bien ce qui se produit.
UAnnuaire du Bureau des longitudes donne les demi-grands

axes des satellites des planetes en rapportant dans chaque

Systeme ces distances au rayon equatorial de la planete centrale

pris comme unite. II nous faut done d'abord corriger les nombres
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donnes par 1'Annuaire, en prenant comme unite pour les

deux systemes Jupiter et Saturne le rayon de Saturne par
exemple, ce qui conduit ä multiplier les demi-grands axes du

Systeme Jupiter par
11' ^

Le satellite III de Jupiter a pour demi-grand axe ax 14,99,
et compte tenu de la correction ci-dessus, 17,70. Sa duree de

revolution est 7 j. 3 h. 42 min. Le rapport de la masse de

Jupiter ä celle de Saturne est 3,34, dont le carre est 11,16.

Transpose dans le Systeme de Saturne par la formule des

niveaux, ce satellite y aurait un demi-grand axe a2 et une
duree de revolution T2 tels que:

Mx
a2 % • ^

ce qui conduit aux valeurs numerique suivantes:

a2 59, 10

T2 79 j. 20 h. 5 m.

Or, le satellite VIII de Saturne a pour elements correspon-
dants:

as — 58 91

Ts 79 j. 7 h. 55 m.

C'est lä un resultat qui nous parait digne de remarque.
Nous pensons qu'il appuie dans une assez large mesure nos

considerations theoriques, basees sur le remplacement de e2

par KMm et qui sont evidemment assez fragiles. On peut
d'ailleurs ajouter ä ce resultat quelques autres faits numeriques
qui, pour n'avoir pas un caractere aussi probant, n'en sont pas
moins de quelque appui. D'abord le satellite I de Jupiter, pour
lequel ax 5,91, transpose comme ci-dessus dans Saturne, y
occuperait une orbite pour laquelle a2 23,52, alors que le

satellite X de Saturne a pour demi-grand axe de son orbite

«jo 24,17. De meme l'unique satellite connu de Neptune,

pour lequel a± 13,33, transpose dans Uranus de la meme
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facon, y occuperait une orbite pour laquelle a2 16,94, alors

que le satellite III d'Uranus a pour demi-grand axe de soil
orbite a3 17,63.

Enfin, on peut transposer les satellites d'un Systeme a un
autre d'une autre facon. Soit un satellite a distance moyenne a,
de sa planete, et Tx sa duree de revolution. Supposons-le

transpose dans le Systeme d'une autre planete ä distance

moyenne a de celle-ci telle que sa duree de revolution
demeure Tj. En general il ne sera pas ainsi sur une orbite de

niveau. Imaginons qu'il soit amene ä une distance a2 telle que
/ M

a, a irr-1. La duree de revolution sera donnee par la troi-'K, y
sieme loi de Kepler appliquee ä l'interieur du meme Systeme:

3

Considerons d'abord le satellite de Neptune. Sa duree de

revolution est de 5 j. 21 h. 2 min., ou de Tx 8462 min. Un
astre fictif defini comme ci-dessus aurait pour duree de

revolution dans le Systeme d'Uranus:

Si nos considerations ont quelque valeur, on peut prevoir
que les operations faites feront apparaitre elles aussi des

rapports simples dans le Systeme final; la seconde position de

l'astre transpose jouirait done de proprietes l'assimilant plus
ou moins ä un niveau stable. C'est bien ce qui a lieu. En effet la
duree de revolution du premier satellite d'Uranus est de

2 j. 12 h. 29 min 21 s. Le triple de cette duree, soit 10 888 min.
est egal, ä quelques minutes pres, ä celle de notre astre fictif.

Le meme satellite de. Neptune, transpose de la meme fagon
dans le Systeme de Saturne, aurait pour duree de revolution
10 h. 55 m. II se situerait tres bien dans la serie des satellites II
et IV de Saturne, dont les durees de revolution, 1 j. 8 h. 53 min.
et 2 j. 17 h. 41 min. sont respectivement, ä quelques minutes

pres, le triple et le sextuple de celle de notre astre fictif.

3
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On citerait d'autres cas analogues, quoique moins frappants,
etablis tantöt avec les T, tantöt directement avec les a. II nous

paralt difficile ausSi de n'y voir que des coincidences.
Les autres hypotheses qu'on pourrait faire sur /q ne condui-

sent pas ä des resultats interessants.

XIII. —Abordons maintenant la question delicate de l'inter-
pretation de l'onde. II ne peut pas s'agir en 1'espece d'une

interpretation probabiliste comme celle qui a prevalu en

mecanique ondulatoire. L'onde ä l'existence de laquelle nous

avons conclu au paragraphe VIII est certainement un
veritable phenomene physique. On ne voit pas, en particulier, que
son amplitude puisse avoir le sens de la probabilite de presence
d?un mobile. On ne voit pas non plus (meme si l'on ne tient pas

compte des resultats des paragraphes X et XI, d'apres lesquels
la frequence, et par suite la phase, dependent surtout de la
masse M de l'astre central), que l'onde doive etre associee seu-

lement k la planete. II s'agirait done d'une onde ayant une
existence physique reelle, liee au champ dont elle serait le

moyen d'action. Sa phase 9 devrait, avec cette interpretation,
qui nous parait la seule possible, rendre compte du mouvement
de la planete. Comme nous l'a appris la mecanique ondulatoire,
nous pourrons chercher k l'identifier avec la fonction de Jacobi
du mouvement. Cela sera realise simplement si l'on admet que
cette phase 9 est telle que la force mise en jeu sur un mobile de

masse unite par Taction de l'onde ait pour composantes suivant
trois axes rectangulaires:

d d cp d d tp d d 9
dt d x ' dt d y

' dt d z

Les resultats principaux de la mecanique ondulatoire subsis-

tent ainsi dans la mecanique de l'onde cosmique; par exemple
le principe de Maupertuis applique au mobile coincidera avec le

principe de Fermat applique ä l'onde. Le champ de gravitation
devra etre envisage comme agissant par le moyen des ondes en

question auxquelles doit etre imputee l'existence de la force
du champ.
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Si d'ailleurs on envisage un corpuscule soumis ä un tel champ
agissant par ondes, comme ses dimensions pourront etre petites

par rapport ä la longueur d'onde, la force instantanee du champ

pourra differer considerablement de la force donnee par la for-
mule newtonienne, qui n'apparaitra que comme un effet de

moyenne; la force elementaire pourra meme, ä la limite, appa-
raitre comme ondulatoire.

II faut tenir compte, dans cette interpretation physique de

l'onde cosmique, d'une objection classique. Laplace a indique
que si Ton suppose finie la vitesse de propagation de la gravitation,

ce qui serait le cas, on ne rendrait pas compte de la
stabilite des grands axes. Mais Poincare a fait remarquer qu'il
existerait des compensations entre plusieurs effets, meme si la
vitesse de la gravitation etait seulement de 1'ordre de celle de la
lumiere. D'ailleurs si la phase de l'onde a la propriete ci-dessus,
toute question disparalt ä ce sujet.

XIV. — On peut se contenter de voir, entre l'onde physique
de gravitation, liee au champ, et l'onde de probabilite atomique
associee au mobile, une analogie purement mathematique. Mais

il serait bien plus satisfaisant de maintenir un parallelisme
physique entre elles. Voyons ä quelles conditions cela serait
possible. Puisque l'onde cosmique serait liee au champ, on est

amene ä rechercher si l'onde corpusculaire ne le serait pas
aussi. Remarquons bien que l'onde liee au champ n'est pas
l'onde pilote, envisagee au debut de la mecanique ondulatoire,
et qui n'a pas pu etre maintenue; cela se distingue immediate-
ment puisqu'en theorie de l'onde pilote, dans le cas limite oil
il n'y a pas de corpuscule soumis au champ, il n'y a pas d'onde

non plus, au lieu que l'onde de champ existerait meme en

l'absence de tout mobile materiel.
Or, s'il y a dans le Systeme solaire une onde liee au Soleil,

pourquoi n'y aurait-il pas dans le Systeme de l'atome, une
onde liee au noyau, moyen d'action du champ du noyau, et

possedant, comme indique au paragraphe precedent, les pro-
prietes mathematiques de l'onde de la mecanique ondulatoire
Dans une experience de diffraction des electrons par les cristaux

metalliques, nous verrions alors, non pas une onde liee au
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mouvement des electrons, mais une onde electrique, distincte
evidemment de l'onde electromagnetique, et liee au champ de

la difference de potentiel qui produit le mouvement; elle serait
le moyen d'action de ce champ, sa phase 9 donnerait naissance

a la force / agissant sur les electrons, par une relation telle que:

/ ~ It grad' * '

Nous pouvons meme indiquer que c'est l'idee de donner une
telle interpretation de la mecanique ondulatoire qui nous a

conduit initialement ä entreprendre nos recherches dans le

domaine de la mecanique celeste, de fagon ä y trouver trace des

memes faits. Cela n'empecherait d'ailleurs pas de conserver, au
moins provisoirement, l'idee d'indiscernabilite des corpus-
cules en groupes, sur lesquels a insiste tres judicieusement
J.-L. Destouches.

Nous allons chercher si la formule de la frequence trouvee
plus haut peut conduire ä retrouver par une marche inverse,
dans cette interpretation de l'experience de diffraction, la

formule de la longueur d'onde verifiee par cette experience. La

frequence etant v ~ >
011 l'ecrit quand il s'agit

d'electrons decrivant des trajectoires circulaires dans un champ

electrique central tel que le champ du noyau atomique:

k /KM 1 k / e P ^ \/m- eV
27ty a ma2 2 7t V m a2 27t ma

P etant le potentiel du champ.
Or, ainsi que nous l'avons rappele plus haut, on a sur une

2 j^2 >

trajectoire circulaire: ma — a 2. D'un autre cote, la vitesse v

de l'electron sur cette trajectoire circulaire est telle que la

force vive:
e2 4 7i2 m e4

2 7T Vd'oü: v — —r- • Pour n 1, — est alors la constante de
nh c
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structure fine. On trouve done que:

k / 5 4 7T2 e2
V ' Vm e P '

2 1,22 77 n2 A2

A: "v/to eP 2 tc e3 A: -\/meP
n h n h n h

k
Comme la vitesse de l'onde V — v, on a finalement:

n

\/m e P

Mais, ä la verite, nous ne montrons pas que la formule soit

generale quelle que soit la trajectoire des electrons. En fait,
sur une trajectoire rectiligne, il y aurait un coefficient 2 sous
le radical, comme on peut s'en rendre compte facilement, et
cela est conforme ä 1'experience.

Voici comment on peut montrer l'existence de ce facteur 2.

Dans un mouvement circulaire l'electron circulant autour du

noyau place au centre de la trajectoire a une vitesse v telle que

1
2

e2 j, • *
e2

— mvi= — ; d ou vs
2 la ma

Au contraire, sur une droite passant par le centre, le mobile,
suppose partant du repos ä l'infini, a au point distant de a du

\ 6^ 2 6^
centre une vitesse </ telle que —mv'2 — ; d'oü e'2 —2 a ma
et v' — v^/2- Comme V'c' Ve, on deduit : V' V/<y/2,
et, par suite:

v -4=-
\/2 V2

S'il est possible, comme nous le croyons, de soutenir cette
interpretation, on arriverait a dissocier dans une certaine

mesure l'onde et le corpuscule, que les theories de Bohr et
Heisenberg allaient jusqu'ä presenter comme deux aspects
d'une realite unique. Rien ne s'opposerait plus alors ä la recherche

d'un parallelisme tres etroit entre l'onde cosmique et l'onde
atomique. II y aurait toujours liaison entre l'onde et le cor-
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puscule, mais c'est ä la maniere oil il y a liaison entre mobiles
et champs de forces. Transposees dans le domaine astronomique,
comme nous avons voulu le montrer possible, ces choses

redeviennent claires et simples.

XV. — Nous avons recherche aussi s'il n'existait pas des

traces d'une distribution des vitesses angulaires de rotation

propre des planetes suivant une loi plus ou moins analogue ä

celle qu'on vient d'exposer. On peut se former l'idee que c'est

en comparant, pour les diverses planetes, les rapports de la
vitesse orbitale et de la vitesse angulaire de rotation propre od,

qu'on a chance de trouver trace de cette propriete, si eile

existe. En effet, quand il s'agit de l'electron, cela donne un

moyen de faire disparaitre la constante h. Or, puisque nous

venons de conclure ä l'existence de plusieurs valeurs inconnues
des hx planetaires, une de nos preoccupations doit etre de les

faire disparaitre en choisissant de comparer des valeurs nume-
riques d'expressions oü elles ne figurent plus.

Si a est encore le demi-grand axe, la A'itesse orbitale est

/K M /K M Z"
voisme de t/ ou mieux encore de y/ —— (1 — e) e de-

signant l'excentricite; eile aurait exactement la valeur

sur une orbite circulaire. Nous allons considerer les expressions

^ ' \/~a~ ' ^ designant le diametre de chaque planete.

Pour faire la comparaison, nous pourrons laisser de cote le

facteur commun y'K M- Les seules planetes pour lesquelles

on connaisse les durees de rotation sont, en dehors du cas de

Mercure sur lequel nous reviendrons: la Terre, Mars, Jupiter,
2 rSaturne, Uranus, Neptune. Leurs durees de rotation T —

sont respectivement, en minutes, d'apres VAnnuaire du Bureau
des longitudes:

1436 ; 1477 ; 590 ; 614 ; 660 ; 908

le nombre 660 etant un peu incertain pour Uranus.
Les valeurs de \/a sont, le demi-grand axe de l'ecliptique

etant pris pour unite:

1 ; 1,235 ; 2,281 ; 3,091 ; 4,396 ; 4,494
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Les diametres sont respectivement, celui de la Terre etant
pris comme unite:

1 ; 0,54 ; 11,14 ; 9,4 ; 4 ; 4,3

Les expressions ont done les valeurs:
V a

1436 ; 644 ; 2879 ; 1868 ; 600 ; 712

On fait sur ces valeurs les remarques suivantes:
La valeur obtenue pour la Terre est egale ä 2,01 de celle

obtenue pour Neptune; et celle obtenue pour Jupiter ä 2,004
de celle obtenue pour la Terre; celle obtenue pour Saturne
est 2,92 de celle obtenue pour Mars; enfin celle obtenue pour
Uranus est 0,93 de celle de Mars. La rotation d'Uranus etant
un peu incertaine, on peut noter que la valeur obtenue pour
Uranus serait ä peu pres egale ä celle obtenue pour Mars, si

la rotation d'Uranus etait de 11 h. 30, ce qui ne paralt pas
inadmissible.

Tous ces nombres s'ameliorent si Ton prend pour valeur

remplagant la vitesse orbitale y/ (1 — e2) au lieu de

• Cette nouvelle valeur, un peu plus approchee, repre-

sente le quotient par a de la constante des aires. Les nombres n

qu'on trouve sont alors respectivement:

2,001 ; 2,001 ; 2,94 ; 0,94

En outre, la valeur obtenue pour Mars etant alors 641 au
lieu de 644, car le coefficient -y7l — e2 joue surtout pour Mars,
les valeurs obtenues pour la Terre et pour Mars sont entre
elles presque exactement comme 9 et 4.

Tout s'ameliorerait encore si 1'on remplagait yT — e2 par
1 — e2, ce qui revient aussi ä remplacer a par le demi-petit
axe b. En particulier, la valeur obtenue pour Mars est alors 638,

9
et le rapport ci-dessus devient exactement —. On a des resultats

plus grossiers, mais plus immediatement frappants, en pre-
nant T en heures et fractions d'heures, et en arrondissant les
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nombres trouves ä l'entier superieur. On trouve respectivement
pour Neptune, la Terre, Saturne, Jupiter:

12 ; 24 ; 32 ; 48

II semble done qu'on puisse enoncer une loi telle que la
suivante:

« Les expressions — • d y/, calculees pour les diverses

planetes d'un meme Systeme, sont entre elles dans des rapports
simples, et, souvent, dans des rapports entiers. »

La meme loi parait pouvoir etre etendue ä des astres appar-
tenant ä des systemes differents, par exemple a la Terre et ä

la Lüne. Le rapport des expressions T d • Vl— c2

s'ecrit en effet, T, d, M, a etant relatives au Systeme Soleil-

Terre, et t, 8, u, oc au Systeme Terre-Lune:

T d /M /ÖT /l — (0,016)2

t '
"8

' V "[Ä
' V a

' V 1 — (0,055)2

5551
'

Ö355
' A"®"55 ' |,'°0'51 3'95 '

Appliquee ä des corpuscules spheriques, de meme diametre,
de meme masse, doues de la meme vitesse angulaire, la loi
ci-dessus exprime que le rapport des demi-grands axes des

orbites est egal au carre de nombres entiers, ou au rapport de

carres de nombres entiers. C'est bien la loi connue pour les

electrons.
La loi que nous venons d'enoncer pour les planetes serait

done une generalisation de celle qu'on connalt pour les electrons.
On aurait encore des rapports simples, moins simples toute-

fois, en appliquant la meme methode aux quatre gros satellites
de Jupiter, et en admettant que leur duree de rotation est

egale ä leur duree de revolution, conformement ä la theorie du

freinage de la rotation par l'astre central, et conformement aux
idees et aux observations de M. Antoniadi notamment. Mais

nous pensons qu'il vaut mieux ici ne pas en tenir compte pour
le moment.
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Puisqu'il en est ainsi des rapports des expressions —
co \/a

entre elles ou ~ entre elles, cela semble indiquer que chacune

de ces dernieres expressions peut se mettre sous la forme kA,
k etant un nombre entier ou fractionnaire simple, et A une

expression ayant les dimensions L2. C'est cette propriete qui

ressemblerait ä celle que — possede pour les electrons en

theorie de l'electron tournant, car alors — peut se mettre sous
CO

4 7z2 m e2 d2 - Id3la lorme —?—^— ou sous la iorme -=n— n etant un nombre
on h3 5 a

entier.
II n'est pas a priori necessaire que A soit justement egal ä

d3
— pour les planetes. Mais il est possible qu'il en soit ainsi. On

peut se proposer de le rechercher, et cela d'autant plus que les

valeurs des densites des planetes par rapport a celle de la

Terre, c'est-ä-dire les rapports des valeurs des — du para-
d3

graphe III ä Celles des — montrent aussi l'existence entre ces
a

densites de nombreux rapports simples. Les densites des

planetes par rapport ä la Terre sont respectivement: 1,1; 0,91;
1; 0,69; 0,25; 0,13; 0,23; 0,22; de nombreux rapports simples
(3, 4, 5, 7 notamment) sont ä relever entre ces nombres.

d3
Si telles sont bien les valeurs de A, les — doivent, pour les

diverses planetes, etre dans des rapports de nombres entiers.
Pour que ces rapports soient simples, et en raison de l'in-
fluence qu'auront les cubes des diametres, ils sont ä rechercher
entre planetes qui ne soient pas trop differentes quant ä ces

diametres. On est done conduit a constituer les couples
Mercure-Mars, Venus-Terre, Jupiter-Saturne, Uranus-Neptune.
On trouve pour les divers couples les rapports suivants

d3
des —, le numerateur correspondant ä la premiere planete

du couple:
1,263 ; 1,251 ; 3,059 ; 1,262

Or, on a: 1,265 et J 3,062.
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On peut done dire, avec une erreur notable pour le couple
Venus-Terre seulement, que trois de ces rapports sont egaux au

/ 9 \2
rapport simple de carres entiers — \ et le quatrieme au rapport

simple (jJ.
Les diametres des planetes ont ete pris dans YAnnuaire

du Bureau des longitudes. En ce qui concerne les satellites,
VAnnuaire ne les donne pas; si nous voulons etudier ce qu'il
en est des I, II, III, IV de Jupiter relativement aux rapports

d3
des —, nous prendrons les valeurs ci-apres de leurs diametres

respectivement, en kilometres:

3800 ; 3070 ; 5600 ; 5150

Les distances ä la planete ont ete donnees plus haut.
d3

Les rapports des — pour II, III, IV ä celui de I sont:

0,33 ; 1,26 ; 0,56

c'est-ä-dire ä tres peu pres:

Pour des corpuscules de meme diametre, si la loi empirique
ainsi trouvee s'y applique toujours, on retrouve la loi connue de

distribution en distance des electrons. II y a la encore un petit
appoint ä ajouter aux resultats precedents.

Independamment de cette loi des carres, le fait d'avoir trouve
quatre fois des rapports tres voisins de 1,26 est un fait digne de

remarque et qui signifie peut-etre quelque chose.

Si Ton tient compte de ce que les rapports sont aussi

entre eux dans des rapports numeriques simples, d'apres le

paragraphe III, on voit que la loi en question signifie aussi que

les diverses valeurs de 1'expression —- sont des rapports
<o v m

simples, ou que les diverses valeurs de Fexpression
m ^ ^ sont

dans des rapports simples de carres entiers. On voit facilement
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que ceci s'interprete en disant que les densites volumetriques
moyennes de force centrifuge sont dans des rapports de simples
de carres entiers.

De relations telles que:

VA — k —
co a

on tirerait:
rnv a

to co d2 '

c'est-ä-dire sensiblement:

moment cinetique planetaire orbital 5

moment de rotation planetaire propre 2 '

ce qui nous rapproche d'une remarque faite par M. J. Barnothy
(Nature, 15 juin 1946) sur le meme sujet. Plus exactement, au

5
lieu de on aurait un certain coefficient a tenant compte de

la densite variable de la matiere de chaque planete.

XVI. — En ce qui concerne la recherche d'une propriete
analogue pour les directions des axes de rotation des planetes,

nous avons pu etablir que les expressions possedent la

propriete cherchee, to etant la vitesse angulaire de rotation
propre, v la vitesse orbitale et 9 l'angle de Faxe de rotation avec
la perpendiculaire, non pas ä chaque plan d'orbite, mais ä un
plan d'orbite moyen qui serait encore celui du maximum des

aires, tres voisin de l'ecliptique. Les rapports de ces expressions

les unes aux autres sont les memes que ceux des expres-

sions T etant encore la duree de la rotation
T V a cos cp

et a la longueur du demi-grand axe.
On a, pour les planetes Terre, Mars, Jupiter, Saturne,

Uranus et Neptune, les valeurs ci-apres de T en minutes:

1436 ; 1477 ; 590 ; 614 ; 660 ; 908 ;

le nombre 660 etant assez incertain pour Uranus.
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Les valeurs de s/a sont respectivement:

1 ; 1,235 ; 2,281 ; 3,091 ; 4,396 ; 5,494

Les valeurs de cp, k quelques minutes d'arc pres, sont:

23° ; 25° ; 2° ; 28° ; 82° ; 58° ;

les directions des axes de rotation sont mal connues pour
Mercure et Venus.

On calcule les valeurs suivantes des expressions T. \/a cos cp:

1322 ; 1653 ; 1345 ; 1671 ; 404 ; 2642

On constate les proprietes suivantes. Par rapport k celui qui
concerne la Terre, les nombres relatifs ä Jupiter et k Neptune
donnent les rapports n egaux ä 1,019 et 1,998, tres voisins de

I et 2; par rapport ä celui qui concerne Mars, celui de Saturne
donne 1,0108; et d'autre part celui de Mars est egal ä 4,09 fois

celui, assez incertain, relatif k Uranus. Comme au paragraphe
precedent, on verrait que si la rotation d'Uranus etait de

II h. 20', ce qui ne parait pas inadmissible, ce dernier resultat
serait tres ameliore et deviendrait tres voisin de 4.

Sous une forme plus grossiere, mais plus frappante, analogue
k celle que nous avons donnee au paragraphe precedent, on a,

pour la Terre, Jupiter, Mars, Saturne, Neptune, respectivement
les nombres:

44 ; 44 ; 55 ; 55 ; 88

On voit se reproduire, pour l'etablissement de cette loi, les

deux memes series de planetes que dans le precedent paragraphe.
Terre

Enfin, le rapport 9ui donnait dans le precedent para-
9

graphe la fraction simple — (apres correction par 1'introduc-

tion du facteur y'l —ez), donne ici la fraction simple aussi
4
~. Nous pouvons done enoncer la loi suivante : « Les expressions

T \/a cos 9 ou sont, pour les diverses planetes,

dans des rapports simples, et souvent dans des rapports
entiers. »
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Nous pensons que cette loi s'etendrait aussi ä la comparaison
d'astres appartenant ä des systemes differents, ce qui ferait
comme plus haut, intervenir les masses des astres centraux
de ces systemes. Toutefois, la verification que nous avons voulu
en faire pour la Terre et la Lüne donne des rapports trop grands

pour qu'on puisse les considerer comme probants dans un sens

ou dans 1'autre.
Si on applique la loi en question ä des corpuscules de meme

vitesse angulaire de rotation et d'axes paralleles, on retrouve
encore une fois la loi connue pour les electrons de la propor-
tionnalite des grands axes aux carres de nombres entiers n.

En rapprochant les lois donnees au paragraphe precedent et

au present paragraphe, on trouve que d'autres expressions pre-

sentent les memes proprietes. Les plus simples sont —-— etr r a cos 9
T2 d, cos <p.

XVII. — L'expression —-— permet de comparer entre elles
a cos 9 r 1

Celles des petites planetes dont on connait le diametre, sans

connaitre la masse, en les choisissant ä la meme distance a
sensiblement et en admettant que leurs axes sont ä peu pres
paralleles. Si la loi est vraie, on doit prevoir que la comparaison
donnera pour les rapports des diametres des nombres entiers
ou fractionnaires simples. C'est bien ce qui a lieu. D'apres
VAnnuaire de 1912, les diametres des plus importantes des

petites planetes sont en effet: pour Ceres et Vesta, 652 km;
pour Pallas, 518 km; pour Junon, 326 km.; pour Laetitia et
Dembowska, 260 km, ces quatre nombres etant tous multiples
petits et entiers, ä tres peu pres, d'un meme nombre entier 65;

pour Hygiee, Eumonia, Davida, 342 km; pour Patrocle et

Psyche, 272 km, ces deux nombres etant egalement tres voisins
de multiples petits et entiers d'un meme nombre entier 34;

pour Hebe et Iris 284 km. Les diametres que donne VAnnuaire
de 1912 ne sont sans doute plus ceux qu'on doit considerer

comme les mieux verifies actuellement, mais seuls leurs
rapports nous importent. On donne actuellement comme diametre
de Ceres, Vesta, Junon, respectivement 780, 390 et 190 km.
Mais les rapports demeurent simples.
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On connait aussi de facon convenable le diametre des quatre
gros satellites de Jupiter, soit pour I, en kilometres, 3800;

pour II, 3070; pour III, 5600; pour IV, 5150. Les distances a

correspondantes sont, en milliers de kilometres: 420, 670, 1065,
1880. Les directions d'axes sont moins bien connues, mais il
semble que 1'on puisse, sans grosse erreur, les considerer comme
ä peu pres paralleles. La loi en question donnerait alors divers

resultats k remarquer, notamment 1,96 pour le rapport de ^

pour I avec ^ pour II, et 1,91 pour le rapport analogue de III
avec IV. Nous n'en tiendrons pas compte cependant dans notre
recapitulation des resultats.

On peut done enoncer une loi d'apres laquelle:

« Les expressions —-— sont, pour les diverses planetes, dans
1 a cos 9 r

des rapports simples. »

On peut meme aj outer une precision, au moins pour celles
des planetes dont la rotation propre n'a pas ete freinee pour
devenir d'une duree egale ä Celle de leur revolution autour de

l'astre central. Si l'on fait le calcul des —-— pour les diverses
a cos 9 r

planetes de la Terre k Neptune, on trouve comme rapports de

leurs valeurs respectives ä celle de cette meme expression pour
la Terre: 1; 0,36; 1,971; 1,022; 1,423; 0,249; e'est-a-dire:

1 ; ^ ; 1; ^ Cette remarque montre

qu'appliquee k des corpuscules de meme diametre et d'axes

paralleles, cette propriete redonne elle aussi la loi de

distribution en distance connue pour les electrons.
En ce qui concerne Mercure et Venus, nous n'en avons pas

fait etat au sujet des rotations; celle de Mercure est desormais
bien connue, grace ä M. Antoniadi; mais comme elle est grande,
de 88 jours comme la revolution, eile donne un nombre n assez

grand, de sorte qu'une faible erreur sur Fun des autres elements
X <rf,

de l'expression —, en particulier sur le diametre, conduit ä
V a

une erreur serieuse sur le nombre n et empeche de conclure de

fagon certaine que celui-ci est ou non entier ou fractionnaire
simple. Quant ä la rotation de Venus, elle est encore inconnue.

Archives. Vol. 28. — Juillet-Aoüt 1946. 12
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Par contre, on a, d'apres les observations de M. Antoniadi
et de M. Danjon, des renseignements meilleurs sur les directions
des axes de rotation. L'axe de Mercure est peu incline sur une

perpendiculaire ä son plan d'orbite et a, par suite, par rapport
ä la perpendiculaire ä notre plan de comparaison, voisin de

1'ecliptique, une inclinaison que nous admettrons d'environ 10°.

Celui de Venus est egalement peu incline sur une perpendiculaire
ä son plan d'orbite et semble avoir, par rapport ä la
perpendiculaire ä notre plan de comparaison, une inclinaison de 10°

environ lui aussi.

Cela nous permet de verifier la loi que nous venons de donner

pour —-— Pour Mercure, on ad 0,37 et a 0,387; pourr a cos cp
' ' ' r

Venus d. 0,966 et a 0,723. Les nombres qu'on trouve
ainsi sont done respectivement 0,95 et 1,33; leur rapport est

7
de

-g. Ceci nous apporte un autre argument assez serieux; nous

ne le retiendrons cependant pas dans notre recapitulation des

resultats.
On peut encore penser ä utiliser la duree de rotation d'une

petite planete, ä condition qu'elle soit bien connue, ainsi que
son diametre. Tel parait etre le cas de Vesta, dont la duree de

rotation est de 5 h. 58'; son diametre est 390 km; sa distance

au Soleil est 2,362, dont la racine carree est 1,538; l'excentricite
de son orbite est 0,09. En comparant la Terre ä cette petite
planete par la loi des rotations, e'est-a-dire en faisant le rapport

X d
des expressions ——= -y/{ — ez, on trouve:

V a

1436 2 x 6370 1538 /l - (0,016)' _ 9nn n9
348 390 1 V 1 — (0,09)2

Le resultat semblerait pouvoir servir ä renforcer la loi
donnee. Mais en raison de la grandeur du nombre trouve, une

petite variation dans les elements utilises conduit ä une variation

assez importante sur ce nombre et cela empeche de consi-
derer le cas comme probant.

On connalt la duree de rotation d'Eunomia, 3 h. 2'; si Ton
connaissait son diametre de fagon exacte, on aurait un autre

X d
criterium possible de la loi concernant —j= \/l — e2

V a
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XVIII. — Poursuivant encore la recherche de parallelismes
entre les proprietes des electrons atomiques et Celles des pla-
netes, nous allons aborder un sujet encore plus delicat en
fixant notre attention sur l'existence pour les electrons d'un
moment magnetique JTl et d'un moment de rotation propre M,

dont le rapport pour un meme axe est egal ä en valeur

absolue, e et m designant toujours la charge (u e s) et la

masse de l'electron. La Terre possede bien un moment magnetique

Jll dont 1'Institut de physique du globe nous donne la

grandeur et la direction. Sa grandeur est 8,04.1025 u e m;
son axe perce l'hemisphere boreal au pole de Gauss dont les

coordonnees sont ä peu pres 78°32' N. et 69°8' W. Greenwich.
La densite moyenne de la Terre, d'apres Y Annuaire du Bureau
des longitudes est 5,52. Si cette densite etait uniforme, le

moment de rotation de la Terre par rapport ä Faxe des poles
2

geographiques serait m0wR2, m0 etant la masse de la Terre
2 7T

(598.1025 gr d'apres YAnnuaire), la vitesse angulaire /oo.400
et R le rayon de la sphere ayant meme volume, soit 6,37.10s cm.

Mais la densite n'est pas uniforme. La formule de M. Veronnet,
qui rend le mieux compte des faits experimentaux, donne pour
la valeur de la densite ä une distance r du centre de la Terre:

10,41 — 8,18^2- En refaisant avec cette valeur de la densite

le calcul du moment d'inertie de la Terre supposee spherique,
on trouve pour le moment de rotation 0,30 m0 niR2. En tenant
compte de l'aplatissement, on n'augmente cette valeur que de

fagon insensible; le moment de rotation suivant l'axe magnetique

qui fait avec la ligne des poles geographiques un angle
de 11°28', est trouve egal ä 0,295 ma co R2. On obtient alors,
en u e m:

.Tic 8,04 x 864.102 x 3.1010 ^n_54 64.10
M 0,295 x 2tc X 598 x (6,37)a 1016

Le rapport ^-c a les memes dimensions que ^.
Pour que nous puissions avoir le parallelisme cherche, il

faudrait que ce rapport füt egal ä ce qui devrait remplacer le
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rapport^. Or nous avons eu precedemment ä remplacer e2

par le produit par la constante de gravitation du produit des

masses du Soleil et d'une planete. Ici cela nous conduit ä

remplacer e2 par Kml, c'est-ä-dire e par m0-\/R et ^ par \/R,
qui est egal ä 2,58.KL4. c. g. s. On trouve done ainsi pour

une valeur qui serait bien du meme ordre de grandeur que la

premiere; celle-ci serait cependant six fois trop petite environ.
II ne fallait evidemment pas s'attendre a un resultat bien

meilleur, et, tel que, il est dejä peut-etre assez curieux.

Toutefois, on peut encore y regarder de plus pres. La valeur
experimentale, donnee pour Jll, et obtenue par precedes stati-

ques, conduit ä admettre un certain nombre de moments

magnetiques moleculaires dans la Terre, et il semble que ce

doive etre des magnetons de Weiss. Mais, en dynamique de

l'electron, le moment magnetique moleculaire qui intervient
est celui de Bohr, egal ä un peu plus de cinq magnetons de

Weiss. Jusqu'ä quel point cela justifierait-il de multiplier le

moment Jll par 5 dans cette question On trouverait alors,

pour ^r-c la valeur 2,32.10-4, assez proche de 2,58.10"4 qui

represente -y/R. Sans doute cette operation est-elle d'une
interpretation delicate et diminue-t-elle sensiblement la valeur de la
coincidence trouvee; le probleme de la valeur du magneton
(statique et dynamique) se retrouve cependant dans d'autres
questions. Sous cette reserve (et meme jusqu'ä un certain point
sans eile, en raison de l'ordre de grandeur analogue des deux

jit cvaleurs et -y/R), on peut admettre qu'il n'y a pas lä non

plus une coincidence due simplement au hasard. On est alors

conduit ä conclure ä une relation entre le magnetisme d'une

part, et la gravitation et la rotation des planetes d'autre part,
de sorte que 1'on aurait avec la gravitation des phenomenes

magnetiques analogues ä ceux que l'on a avec l'electricite, mais

seulement beaucoup plus petits. Cela est etonnant dans l'etat
actuel des theories physiques, et nous ne devons pas y insister.

Une autre remarque est d'ailleurs susceptible de conduire au
meme resultat numerique. Dans les atomes des elements alca-
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lins, la valeur du rapport ^ des valeurs absolues des moments

magnetiques et de rotation de l'electron n'est pas forcement

mais 2ir— 2 etant le facteur numerique de Lande,
in c ° %mc °
introduit pour l'explication de l'effet Zeeman anomal dans ces

2; + I
elements. Ce facteur a pour valeur ^ ^ j et I designant

1
deux nombres dont le premier peut prendre les valeurs —,
3 5

2 > 2"! etc-- et le second les valeurs 0, 2, 4, 6, etc.

1 2
On voit que pour j — et I 2, on a g et par suite

5t^-c En remplacant — par a/K, on obtient la relation
!\1 m 1mvapproximativement verifiee numeriquement par la Terre:

5.011 c

HvF — a/k-'
En tout etat de cause, retenons du moins la coincidence de

l'ordre de grandeur des valeurs trouvees.

XIX. — Jetons maintenant un coup d'oeil retrospectif sur
les valeurs des nombres trouves tant dans l'etude des orbites
des planetes que dans celle de leurs rotations propres ou de leurs
inclinaisons d'axe. Nous avons trouve de nombreux rapports
simples, d'autres moins simples, mais jamais compliques cepen-
dant, les uns et les autres etant verifies ä tres peu pres par les

nombres exacts deduits de nos operations. En outre, nous

avons trouve de nombreuses valeurs numeriques entieres, que
nous avons generalement designees par n aux paragraphes II,
III, XV et XVI en vue de la recapitulation que nous voulons
en faire ici. Nous constatons que, meme en ne tenant pas compte
des satellites, pour lesquels nous avons eu cependant des

resultats tres suggestifs, ces nombres se groupent de la facon
suivante:

23 d'entre eux, sur 27, different de moins de 0,1 d'un nombre
entier; les 4 autres en different de moins de 0,2.

Si on laisse encore de cote les nombres relatifs aux petites
planetes, ne gardant que ceux relatifs aux orbites, aux
rotations et inclinaisons d'axe des grosses planetes (sauf Pluton),
on trouve que sur 20 nombres n, 10 different d'un nombre
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entier de moins de 0,02; 2 autres en different de 0,05 au

plus; et les 8 autres de quantites comprises entre 0,05 et 0,11.

XX. — II nous reste maintenant ä nous demander encore

une fois si les proprietes numeriques curieuses que nous avons

signalees ne pourraient pas etre simplement l'effet du hasard.

D'abord, pour en juger, il faut remarquer que ce n'est pas

d'apres une seule serie de proprietes que nous voulons avancer
nos conclusions, mais bien d'apres huit series de proprietes

concernant respectivement ma,—, m^/a, m\/a(1—e2),
rp ^ ^

T-y/a cos 9, S»o, sans parier de la propriete
ya a cos 9

du rapport des durees de revolution, ni de la propriete magne-
tique, ni des coincidences d'astrophysique et de mecanique
celeste rencontrees: toutes choses cependant qui pesent d'un
poids serieux sur le jugement qu'on doit faire.

De plus, dans chacune de ces series, les resultats obtenus ne

paraissent guere pouvoir etre seulement l'effet du hasard.
Considerons en particulier les resultats obtenus pour les rapports

des ^ pour les huit planetes de Mercure ä Neptune. lis compor-

tent en particulier que, parmi tous les rapports que donnent ces

huit nombres les uns par rapport aux autres, il en est quatre
independants les uns des autres qui different extremement peu
des carres parfaits 22, 32, 42 et 92; les racines carrees de ces

nombres different de nombres entiers respectivement de moins
de 0,03; 0,02; 0,01; 0,006.

Si l'on cherche ä evaluer la probabilite d'un tel resultat avec

huit nombres pris au hasard, on a affaire a un probleme assez

complique d'analyse combinatoire. Nous avons du nous borner
ä traiter le probleme experimentalement. Nous nous sommes
fait donner vingt series de huit nombres de l'ordre de grandeur

de ceux que nous avions trouves pour les valeurs des et

nous avons cherche combien, parmi les rapports qu'on peut
deduire entre ces huit nombres dans chaque serie, il en est dont
les racines carrees different de nombres entiers des quantites
au plus egales ä Celles que nous venons d'indiquer.
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Sur ces 20 series de huit nombres, 10 ont comporte des

rapports dont les racines carrees differaient de moins de 0,03
d'un nombre entier; parmi elles, 3 series presentaient chacune
deux fois cette propriete, et 2 la presentaient trois fois; aucune
ne la presentait quatre fois

Quatre de ces 10 series presentaient, chacune une fois seule-

ment, la meme propriete avec la limite de 0,02 au lieu de 0,03:
elles sont comprises dans la statistique ci-dessus relative ä la
limite 0,03. Une seule serie la presentait, et une seule fois,

avec 0,01.

Enfin, aucune serie ne presentait la propriete avec limite
superieure 0,006. Sans doute ce n'est lä que de la statistique.
Encore ne porte-t-elle pas sur des nombres tres grands, puisqu'il
s'agit de 20 series seulement. On connait bien la difference de

principe qu'il faut faire entre la statistique et la probability.
II n'en reste pas moins que ce sondage donne un argument
important contre l'attribution au hasard de ce qui ne serait
d'ailleurs qu'une partie de Fun des huit groupes de proprietes
signalees.

On pourrait penser que le resultat sur les moyens mouve-
ments co, qui est peut-etre le plus important et le plus precis de

tous ceux que nous avons donnes, conduirait ä un probleme de

probabilites plus abordable theoriquement. II faudrait cher-
cher la probability pour que, trois nombres au moins co quel-

conques etant donnes, on puisse trouver trois nombres entiers

p, q, r au plus egaux ä 3 (comme dans la plupart de nos exemples
ci-dessus paragraphe VI), et tels que Ton dit:

p <x>i + q o>2 + '' <*>3 — d
>

ä moins de 27T.10"10 pres, par exemple. En fait, le probleme
demeure tres ardu. On peut le simplifier en reduisant les

nombres co ä 2, entiers et inferieurs ä 1000 par exemple et en
admettant la relation pu>1 + q<i>2 0 comme rigoureuse. On

trouve bien alors une probability tres faible. Mais on n'a
aucune relation entre cette probability et l'ordre de grandeur de

celle qu'on chercherait dans le probleme veritable. Neanmoins,
nous ne croyons pas nous hasarder beaucoup en estimant cette
derniere tres faible aussi.
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XXI. — Ces constatations justifient la recherche d'une

explication comme celle que nous venons d'exposer.
II faudrait leur aj outer la coincidence magnetique rencontree

en dernier lieu, si eile venait ä etre confirmee. Si Ton admet que
ces faits justifient la conclusion de l'existence d'une onde

cosmique, on voit que ce n'est pas seulement pour les pheno-
menes corpusculaires, dits quantiques, que peut etre donnee

une theorie ondulatoire des faits mecaniques. II existerait
seulement ä ce point de vue une difference d'echelle, mais non
de nature, entre les domaines atomique et cosmique. La cons-

tante h n'aurait, si grande que soit son importance, aucun role

special, mais representerait seulement la valeur que prend, pour
les electrons, une grandeur figurant dans tous les phenomenes

physiques oü interviennent des ondes. Et, ä toute echelle, dans

ce genre de phenomene, les resultats ä prevoir seraient differents
suivant que Ton tiendrait compte ou nom de l'existence de

ces ondes.

XXII. — Resume des principaux resultats obtenus:

1. Les demi-grands axes « a» des orbites des planetes verifient
des relations de la forme:

2
A

a n' —
m

A etant une expression dependant de l'excentricite de

l'orbite et un peu de l'inclinaison de son plan, m la masse de

la planete, n un nombre entier ou « demi-entier».
Les valeurs trouvees pour n sont tres voisines de:

4 ; 10 ; 16,5 ; 24 ; 29 ; 31

Les unes sont relatives ä Mercure, les autres ä la Terre,
prises respectivement pour termes de comparaison.

2. Les rapports des energies des planetes, ou, ce qui revient

au meme, les rapports des quantites ~ sont des carres de

nombres entiers ou des rapports simples de carres de
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nombres entiers; on trouve en particulier que quelques-

uns de ces rapports sont:

Si l'on rapporte les energies des quatre planetes inferieures ä

celle de Mars, on trouve:

et si l'on rapporte les energies des quatre planetes de Jupiter
ä Neptune ä celle de Jupiter, on trouve:

Mernes resultats et parfois plus frappants avec les systemes
de satellites.

3. Les rapports des moments quantites de mouvement

»I \/KMa(l —e2) sont des rapports assez simples. Celui
de Venus rapporte ä celui de Mercure est egal ä 20; ceux de

7
Venus et de Mars rapportes ä celui de la Terre sont et

; celui de Jupiter rapporte ä ceux de Saturne, Uranus.

Neptune donne:
_5 34 23
2 ' T ' ~3 '

le tout, avec des erreurs tres faibles.
Mernes resultats et souvent plus frappants pour les systemes
de satellites.

4. II y a de nombreux rapports simples des durees de revolution-
II y a surtout de nombreuses relations de la forme:

2

PI01! V P2W2 V P3O3 — 0

entre les moyens mouvements « et des nombres entiers p
positifs ou negatifs, generalement tres petits. Nous signa-
lons 17 de ces relations, en nous bornant ä Celles qui sont
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tres bien verifiees. Sur 56 coefficients p qu'elles contiennent,
50 sont egaux ä 1, 2 ou 3; 6 seulement sont superieurs ä 3;
parmi ces 6, il y en a 2 egaux ä 4; 2 egaux ä 8 et 2 egaux
ä 9.

Ces relations generalisent la relation de Laplace entre les

moyens mouvements des trois premiers satellites de Jupiter.

5. Si T designe la duree de rotation propre des planetes, et d
T d

leur diametre, les valeurs des expressions —-r= pour les
V a

diverses planetes sont dans des rapports simples et souvent
dans des rapports entiers.

Pour Neptune, la Terre, Saturne, Jupiter, ces rapports

sont particulierement simples, les valeurs des —j= etant
V a

entre elles comme:

12 ; 24 ; 32 ; 48

6. Si 9 designe l'angle de Taxe de rotation de chaque planete
avec la perpendiculaire au plan de 1'orbite, les expressions

Ty'a cos 9 sont entre elles, pour la Terre, Jupiter, Mars,

Saturne, Neptune, comme:

44 ; 44 ; 55 ; 55 ; 88

Elles sont done dans des rapports simples et souvent
entiers.

7. Les expressions —-— sont dans des rapports simples. Pourr a cos <p
x-i 1

les diverses planetes de la Terre ä Neptune, rapportees ä la

Terre, on a les rapports tres bien verifies:

(ä suivre)
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