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1945 Vol. 27 Novembre-Décembre

SUR LA MECANIQUE ONDULATOIRE
DES CORPUSCULES ELEMENTAIRES

PAR
Bernard KWAL1
(fin)

REsUumE.

Nous étendons le principe fondamental de la mécanique
ondulatoire relativiste & toutes les grandeurs physiques, ce qui
nous permet d’aborder I'étude des équations d’onde associées
au moment de la quantité de mouvement.

Nous formons tout d’abord les équations primaires pour le
corpuscule de spin 14, nous passons ensuite au cas du spin 1
et du spin 3/,. Nous écrivons les équations composées pour le
spin 15 dans le cas général et les équations primaires et compo-
sées pour le corpuscule de Dirac. Nous terminons par les
équations composées pour le corpuscule de spin 1.

7. LE PRINGCIPE FONDAMENTAL DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE
RELATIVISTE ET LES I:IQUATIONS D’ONDE ASSOCIEES AU MOMENT
DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT.

7.0. Le théoréme fondamental de la mécanique ondulatoire
relativiste s’exprime de la maniére suivante:

« Les équations primaires, qui définissent les états possibles
du corpuscule de spin 15, s’établissent en remplacant par les
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212 SUR LA MECANIQUE ONDULATOIRE

opérateurs —m}%bh + %Ah et %Dt + eV les composantes p,

W ; - . .
et — du quadrivecteur quantité de mouvement-énergie, dans

la formule de transformation relativiste, reliant a la valeur de
ce quadrivecteur dans le référentiel de 1’observateur, la valeur
que possede ce quadrivecteur dans un des référentiels pos-
sibles du corpuscule. »

En placant Iobservateur dans le systéme propre du cor-
puscule, la méthode de composition nous fournit les équations
de Dirac et les équations valables pour les corpuscules massifs
de spin quelconque. En plagant ’observateur dans un référen-
tiel galiléen arbitraire, on aboutit aux équations qui sont
applicables également aux corpuscules limites, se mouvant
avec la vitesse de la lumiere.

Le principe, tel qu’il se trouve exprimé plus haut, met en
vedette le quadrivecteur-quantité de mouvement-énergie. Il
est susceptible d’une extension a toutes les grandeurs physiques,
associées au corpuscule, en lui donnant 'énoncé suivant:

« Les équations primaires qui définissent les états propres
d’une grandeur physique, associée au corpuscule de spin 15,
s’obtiennent, en remplacant judicieusement par les opérateurs
quantiques, les expressions non quantiques correspondantes,
dans les formules de transformation relativiste, reliant la
valeur que posséde la grandeur physique en question dans un
des référentiels possibles, a la valeur qu’elle posséde dans un
référentiel galiléen arbitraire. »

7.1.  Les équations d'onde associées au moment de la quantité
de mouvement du corpuscule de spin Y.

Illustrons le principe fondamental par un exemple préeis,
celui du moment de la quantité de mouvement. Considérons
deux matrices, la matrice X

Ty — T3 xy + iay
X = ' ' , (g = ct) (7.1 a)
T, — 1%y, X4+ iy
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et la matrice P — p2pt

w .
— F P —(pr - ipy)

P — w (7.1 b)

— (pr— ips) , ”c‘—Ps

X et P obéissent aux transformations de Lorentz
X=¢'X9*, P=¢"PY. (719

Il en résulte, pour 'expression M = X-PS, la transformation

M= {¢TM . (7.14d)
En posant
M, M
= ‘ v ‘ (7.1 ¢)
M, M,
nous avons
M1 = Mo”|" M43+ iM12 > Mz = Mal_Mn_i(Mzs"‘ M42)
Ma — _’(Msl =+ M41) 4 i(M42_‘M23) 3 M4 = MO——M43—iM12
W .
My =2y — — 23p3 — %3 p2 — 211 M,y = x;p),—a, p; (i,k =1,2,3,%)

4

Nous allons quantifier 'équation (d) en D'écrivant tout

d’abord comme suit:
M/ ¢ = $M (74d)

et en posant ensuite:

h y w’ h
th_"i‘ak= P, =

¢ i [ (7'1 g)

ce qui nous conduit & «’équation d’ondes primaire, associée
& Popérateur moment de la quantité de mouvement, relatif au
corpuscule de spin 15 »:

My = ihyM (M) + My = ih[4,2M, + 4,5 M%) l

(7.1h)

|

€1€&2

M= XA (MP— X.D®, M, =X

(7.1 1)
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En explicitant cette équation, il vient:

My + My, = i/h (9 M, + 3 My)
My oy + Myyw, = t/h (b My + ¢4 My)
My by + My gy = t/h (9 My + ¢y My)
My gy + My, = t/h (b My + ¢4 My)

\
/\ (7.14)
(

]

7.2. Les équations d’onde associées auw moment de la quantité
de mouvement du corpuscule uniondulatoire de spin 1 et 3/,.

Comme dans le cas des équations, associées au quadrivecteur
quantité de mouvement-énergie, nous avons deux systémes
d’équations primaires pour le spin 1, quatre pour le spin 3/,,
ete.

SpIN 1.

Premier systéme.

[1 x M]y = i/h¢[1 x M] ou M;d = i/hdM
(7.2 a)
[M x 1) = i/h [M x 1] ou M,;¢ = i/h{ M,

Nous allons écrire également ces équations en notation
spinorielle:

8

My,

8 8 9 - 82 ) 3
: + Mxlel (YI’I 1(1_2 ? = L/h’ [¢.118112 1\jl":'.]_ : + 4”&1 10{282 MOJ

1,38 3 € 8 82 _ 8 3 3 )
M, Ya ! ® e Mocz_ 24)0‘1 152 t= ik [Lpaq lazazMaz s L!)al 10‘2 2M0:|

1 *x2

o2 €1

Deuzxiéeme systéme.

[1 X M*¥]¢ = — i/hY[1 X M*¥] ou M*¢ — — i/hyM* / =

;o

[M x 114 =  ihYMx1] ou My = hdM; | =

YL S g G v 82— o[, f1 Sang. - b,oT1 8 ]
MOL'!)BlYlaz s MB:I ¢E1 Ylaz M= —L/h[qJBl 1Otz 21\151 ‘g ¥8; laz 2M0] 4

o Y1 8 A . : , :
M, q)ﬁlhaz 2 4 Mazw ¢Blv1€2 32 __ i/h [%lhaﬂsz ME2 82 4 {’bfh {1a2 N Mo] \

(7.2 ')

(7.2 ")
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SPIN 3/,.

Premuer systéme.

My = ihgM2, M2y = ih M2, M2y = ifhyM¥2
(7.2 ¢)
8 8 8 1 8 3 8
MOLIJ“I 1OCZ 213 8 . erlalq‘a 1 2 3

1 ®2 &3

— i g1 82 &3 & , 81 82 38
- L/h I:Lpdl xXs o3 MEI + val g s MO]

;, 81 82 33 g2 8 8 83 __ -
M, Yo a2 a3 + Maz q'JOC1 g as %
RN |
o o 81 =2 8 32 81 32 & [~
o L/h I:Lpal 2o g I\JEZ + q"ozl [¢3)] g MO] -
81 83 &3 g3, 81 82 83 _
MO “I‘)oq oXo A3 + *MCL:«; va’,l ®a €3 —
.- ;, 81 d2 &3 33 8 3 383
- i/h [lel [+ 5} g Aiaa + 4}(11 o X3 MO:I
Deuxiéme systéme.
*3 . 3/, 3 . 3 / .
Mg = — i yM>, M= M2, MY = oM
(7.24d)
. Y1 82 83 g1, Y1 82 83 _
M, Lpﬁl x2 a3 + MBl Yo a oam
e, 7 Lf1 82 B3 M1 . Y1 82 8
- t/h [LPB; a2 o3 ME1 + L1’JB1 az o3 MO]
. Y1 82 83 €2 . Y1 2 83 _ ey
M, qJBl oz a3 + erz ¢BI g3 a3 X3
WD .Yr s S3ar B2 ,. Y1 82 33 >
t/h !:q).[h o ug N[sz + L-)B; %z o3 MO]

. Y1 82 8 g3 4. Y1 02 B3 _
M, 4’31 %z oy &a Mcxa 4"81 oy €3

—_ . v1 8 ) Y1 S 8
- I’/h [qJBl 10t2 20!383 MS:; P ¢B1Y10¢2 20¢3 3M°:}
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Troisiéme systéme.
Mi/zq) — i/h!,‘)Mi/2, M;‘3/2¢ _ i/hq)M:‘*:’z , M:.fzq_, — i/hLbM:/g
(7.2¢)
81, vz 9 e 81, Y2 &
My B e . 3 4 Ju:u 14,51 1{.32‘{20: 3

a1 P2 oa: 3

@ Cye 8 3 1. va 83
= l/h [¢a131 BZY o3 3ME1 L + LLC([ 132 2{13 Mﬂ]

g Si. vz 8 . E2 31. Y2 B3 _ .
M, Ya1 B2 g i Mﬂz Lpai ez a3 Y
. !
_ - 51, €2 B3 pp. Y2 8. v2 83 3]
- L/h [q)oq 132 20!3 3M52 + q}dl B2 a3 MO]
81. va 33 3 81, va O3 _
M, Lpdl Bz as T Mfia "pou B2 e
e 2 31. v2 = 3 81, Y2 8
= ifh H’al 162 20:3 3M€3 P+ 4}051 B2 a3 M"]
Quatriéme systéme.
M3 = ihoM2, Mg = iRy M2, Mg = —ifng M
(7.21)
51 d2. v e R
M, kp051 laz B3 P+ Mou ! LI"51 as B3 \
— T en &, ¥ 3 51 8. Y3
= tfh [q)at 1052 Bs 3ME1 + ('I)Ou a2 (3 MU]
81 2. va E2 81 B2, va P
M, %1 w By T Maz qjoq ez Pz S~
™
=~

_ 81 e, ¥ 8a B 8. ¥
- L/h [Ll)al 10:3 2[33 SMEB + 4)11 10‘2 253 3Mﬂ]

81 2. v3 . 3 81 82, vs _
M, q"ml a B3 T Mﬁa ¢¢1 o o

2 €3
vy i 8 82, sayf. Ys B 82, vs
o th HJM a [ MEs + LIJO‘] az  Bs M°:|
7.3. Equations composées et miztes composées.

Afin d’obtenir les équations composées, relatives au spin 14,
nous prendrons deux systémes simultanés d’équations primaires
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avec des fonctions d’onde '¢ et 2¢ respectivement, et nous
poserons:

i A N P (A
= Wb = N — | W = My i — 1 — it
=My + i, W M | W= 1 %

. * . = ; * R !
= 1y + 12, — 1Yy —L2¢; Wy = M, + 13y — 1 — 13, /

on obtient

(M, + (M8, + M8, + M;B;) +
+ Mios + Moy + Mioy| ¥ =

(7.3 b)

= i/h[B:M, + i(Miag + Myoi + Myog) + \
+ MiB + Mg, + MIBY

Or les opérateurs (3, correspondent aux composantes du

tenseur B/*, antisymétrique gauche en trois derniers indices:

1 234 2 314 3 124 4 123
B — B + B —B . B —B et B — B
(7.3 ¢)

Il s’ensuit que 1'on peut écrire les équations précédentes de
la maniére que voieci:

[M 0 a: T i/ 2 (Mnm Bnm44) T+ M4n o‘nﬂ T = ? =

o

= hfi"™ A1 M, Brym e T e My, g + My B0, | =
ou, d'une maniere plus générale:

[ Mo + ify M, ™™ + M, o™ ] = =

o~

= B [ My B o+ s Mo i + My B ¥

le tenseur £”™*! = 0, si deux des nombres n, m, k, I sont égaux
et = 4 1 suivant que ces nombres forment une permutation
paire ou impaire par rapport a 1, 2, 3 et 4.

(7.3 a)
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7.4. Retour au corpuscule de spin Y5 de Dirac.

Nous avons montré que les équations de Dirac sont des
équations composées de premier rang du corpuscule de spin 15,

dans le cas ou les équations primaires correspondent a la trans- .

formation de Lorentz entre le référentiel, ou le corpuscule est
au repos, et un référentiel possible. Ecrivons les équations de
Dirac sous la forme suivante:

o; 0, = o&%mo(m}) ; avec
0010 0 070 0-100
0001 0 00 ¢ -1 000
== ’a2: " ,13: ° 5
1000 -1z 000 0 001
0100 0-100 0 010
1000 P10 00.
0100 10 -1 00
a4: y =
0010 0 0-10
0001 o 0o 01

Quelle forme prendrons dans ce cas les équations d’onde
associées a l'opérateur du moment de la quantité de mouve-
ment ? Dans le systéme propre nous avons:

My, = My; = M, =0, My, =—axmyc , M, = xymyce .

(7.4 b)

L’équation primaire, associée au moment de la quantité de
mouvement, s’écrira donc:

MY = ifhmye X * avec ¢ = 4

= |y, (7.4¢)

ou, en notation spinorielle:

Moy, + M4, = ifhmyex, ¢° (7.4 ¢’)

(7.4 a)
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En explicitant, nous avons:

[My— My; — 1 Mypp]4;, + [k(lwal — My) + i ( My + M42)J $y = |

.My C
= L—;: [—— (g — x5) @

*

+ ey i) ;]

2

[]”31 + M41 - i(jwz;z - ﬁlzs):l ‘1’1 + [Mo + M43 -+ iMm} ‘1’2 =

*

== iy s L) 4’2] . !

Pour obtenir les équations composées, nous allons écrire une
deuxieme équation primaire:
M2y = ilhmyc X 2% (7.4d)

et nous allons poser:

. a . " . : > p
\Flz%‘:‘l%a 1}2:‘;'1*1927 ‘1‘3:”2—5—161: ‘?4:"4’2‘—591:

Il vient alors:

-1 000 | 00011 0 00 i
0-100 | 0010 0 0370
M, 1+ iM iM M
Mot el Oiﬂl—f—“% o100 T 0-io0o0
0 001[ 1000 —i 000 |
0010 00 {0 0-100
oy 0001+M 000;:+M 1 000/
Talt000 T Sivoo0 1o 001 B
0100 | 0-i 0 0 0 010
100 0 0 i 00 0 01 0
_imge| 010 0+m ~i0 00 0 00 -1 .
h 1 " 001 o oo o0 27 00 o0
000 -1 00 —70 lo-10 o0
0 0-10
4 0 0 0 i
1
19 0 00

0 -z 00

(7.4 ¢”)

(7.%¢)

(7.41)
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Equations qui s’écrivent d’une maniere condensée au moyen
des matrices de la théorie de Dirac:

[ag My + My o + iM,, 0|V = imge/h[— axy + iz, o]
(7.4 g)
ou, d’'une maniere plus générale:

[aj M, + Mjk o + iM'mocjli Y = imyc/h I:_ ax; + 1y, “hj]qﬂ
(7.4 k)

oa]-" et ocj’” sont les opérateurs-tenseurs & deux indices (densité
de moment magnétique et électrique) et a trois indices,
antisymétrique gauche (pseudo-quadrivecteur de spin).

1.5. Les équations d’onde associées au moment de la quantité
du mouvement du corpuscule de spin 1.

Nous aurons affaire ici 4 deux fonctions de la forme ¢, 2

et 2¢ 1‘31&282 et & deux fonctions de la forme 141%8152;{2 et

216 . . ; s et 3
¢ 1~r1a2 2, et les équations seront représentées par le systeme

simultané suivant:

e

M, (1)¢ 81 82_:_ M, -1(1),\;, 51 32 _

. 1 3 3 3 1 I} Ba 1
= ik [()¢al 10(2 2M21 1, ()%‘1 1m2 2Mo] .

S
%
3 3; & =
Mo(l)q)alslaz 2 | ];/Imea(l)q)m1 152 2 _
i ' 32
= i"’/h [(1)4)4:11810:282 "\Isgsz P (1)4,“131“2 ‘VIO:I
3 3
1, (2)4,“1 1(12 2 Mdlal (2)¢a1511232 - \
. 2 3 3 : 82 7
= R[4y, M+ Oy, B ] [
D
B

M, (3)4) 31 82+M 82(2)¢ 31 32:

— L/h[(z)q)alﬁl SzM 32_1[_ (2)¢ & 62M]
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‘Mu(l)q)al&ﬁzﬂ.{z I Ma1€1(1)¢518182. _ \

Y2 |

— [y c1Be. 8 Uy S1Ba.
— L/h[ Ll)al 1 ZYZMEI 1 p ( Lpal 1 z"rzM[’]

)
) 0
)y 81Ba L. Wy Biba. 21
M, l'pou ' va + M2“':’2 qutl ' 2é2 o
L pTWy B1ea. pp. B2 (g, B1Bs. -
= - L./h[( )‘I"o: lszszsz 't “bou ' 2Y2M"] !
VRO Bi. @ga. B2 _ ‘
My I'YL0¢2 t M 151 liEI‘Ylmz -
-7 T(2) )y B Ba nge L @B, 8
= — ,,/h[( )4,!318.1 2 2 M&1 2+ ( q)Blnaz 2M0] <
o)
[

M, ('3)4)@‘1_}

12

82 2 @R, 8
+M2a2 "I)l-\{ 2

pEe &

= iR[Pyh, M, S Db Sy

Y102 Y102
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