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SUR LA MECANIQUE ONDULATOIRE

DES CORPUSCULES ELEMENTAIRES

PAS

ISci'iiaril KWAL i
(suite)

DEUXIEME PARTIE

Resume.

Apres avoir developpe dans la premiere partie de ce travail
la theorie des corpuscules de spin quelconque, caracterisee par
une seule fonction d'onde associee (ä plusieurs composantes),
nous etudions maintenant les corpuscules, caracterises par
plusieurs fonctions d'onde associee (chacune avec son cortege
de composantes). Conformement au plan adopte precedemment,
nous commen^ons par l'etude des equations primaires et tout
d'abord par celles relatives au corpuscule bi-ondulatoire de

spin 1, s/2 et /, ensuite celles relatives au corpuscule tri-ondula-
toire de spin 3/2 et j, et celles relatives au corpuscule g-ondula-
toire de spin gj2 et / > gl2-

Nous etudions ensuite les equations secondaires: equations

composees du premier degre du corpuscule bi-ondulatoire de

spin 1 et du corpuscule g-ondulatoire de spin /; les equations
mixtes du corpuscule bi-ondulatoire de spin 1, du corpuscule
tri-ondulatoire de spin a/2 et du corpuscule g-ondulatoire de

1 Memoire redige dans le Stalag II A allemand et transmis par la
Croix Rouge Internationale, service de secours intellectuel.



6 SUR LA MECANIQUE ONDULATOIRE

spin /. Enfin, nous ecrirons les equations mixtes composees

pour le corpuscule bi-ondulatoire de spin 1, pour le corpuscule
tri-ondulatoire de spin 3/2 et pour le corpuscule g-ondulatoire
de spin /.

Parmi les proprietes des corpuscules multi-ondulatoires, il
convient de signaler les deux suivantes: 1° Le corpuscule a un
nombre impair des fonctions d'onde admet comme spin fonda-
mental (spin le plus bas possible) un spin demi-entier, tandis

que le corpuscule ä un nombre pair des fonctions d'onde admet

comme spin fondamental un spin entier. 2° Les equations ä

un nombre pair des fonctions d'onde sont insensibles ä Taction
du champ electromagnetique et semblent convenir ä la theorie
des corpuscules neutres. Gela etant, nous avangons Thypothese

que la statistique basee sur le principe d'exclusion de Pauli
a trait aux corpuscules ä un nombre impair des fonctions
d'onde associee, tandis que la statistique de Bose-Einstein a

trait aux corpuscules ä un nombre pair des fonctions d'onde
associee.

3. Equations d'onde des corpuscules de spin quelconque
a plusieurs fonctions d'onde associee.

Les corpuscules elementaires de spin quelconque dont nous
avons etudie les equations d'onde dans la premiere partie de

ce travail, presentent deux traits caracteristiques essentiels. En

premier lieu, leur comportement ä l'etat stationnaire est definie

par la donnee d'une seule fonction d'onde associee, qui, d'ail-
leurs, possede un certain nombre de composantes, responsables
du spin et des proprietes relativistes. Deuxiemement, les equations

d'onde, qui determinent les etats stationnaires, sont
sensibles ä Taction du terme figurant le champ electromagnetique
exterieur, et qu'on introduit, en remplagant dans ces equations
les Operateurs differentiels par les Operateurs Dt + eAt, les

Aj etant les composantes du potentiel-vecteur.
Dans ce qui suit nous allons essayer de generaliser la meca-

nique ondulatoire des corpuscules elementaires afm qu'elle
puisse rendre compte des corpuscules dont le comportement
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ä l'etat stationnaire fait intervenir plusieurs fonctions d'onde

autonomes, chacune pourvue de son cortege de composantes.
Parmi ces corpuscules multi-ondulatoires, une classe, comme
nous le verrons, celle qui est caracterisee par un nombre pair
des fonctions d'onde associee, comprend des corpuscules essen-

tiellement neutres, c'est-ä-dire insensibles intrinsequement ä

Taction du champ electromagnetique. Les equations d'onde de

ces corpuscules sont telles en effet, que bien qu'on remplace
les Operateurs par ~bi + sAt, les termes en At n'y inter-
viennent point, car ils s'en trouvent automatiquement eli-
mines.

On comprend l'interet de ce type d'equations pour la theorie
des corpuscules neutres, comme les photons, les neutrons, les

gravitons, etc.

3.1 Equations primaires.

3.11 Equations primaires des corpuscules ä deux fonctions
d'onde associee.

Le corpuscule ä deux fonctions d'onde associee admet comme

spin fondamental (le spin le plus bas possible) le spin 1. Comme

dans la theorie du corpuscule uni-ondulatoire de spin 1, il
existe ici deux systemes d'equations, comprenant chacun deux

groupes. Nous allons les ecrire explicitement, en supposant tout
d'abord nulle la masse au repos du corpuscule:

ö3) ö3) 2^ + 2^ (öj + iö2) —1^2(Öx+ id2) % 0

2<k(öi — id2) — ^1 (öx — tö2) 2^ + 2^ (öt + ö3) — 1dJ2(dt + ö3)2+i 0

2+2 (ö,- ö3) 1^—:ös) 2+2 + 2<h (öx + iö2) 1^a-1+2(ö1 +iö2)2^2 0

2<MÖ1— iö2) — id2) 24j2 + 2^2 (Ö(+ Ö3) — 1d'.2 (öj + ö3) 2^2 o

2tMd( — Ö3) — 1t^1 (Öf d3) 2^!+ 2^2(0!+ id2) — + iÖ2)2<]j2 0

2<h (ö1 —; d2) ^—id,) 2^ + 2<h (öt + ö3) ^ (ö( + a,) 24», 0

2^i(öt-ö3)^2-^2(ö(-ö3)2^+^2(ö1+ ida)^2 —»«p. (di+ida)'<l'» 0

2<k(di— ^(öj— iö8) 2<Jq + 2l)j2(öt + — 1^J2 (öf -j- ö3) 2^2 0
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<Möt — ös)1^ — 14'i (öt— ö3)2^1 + 24']L(ö1+ — liMöi + 0

4-1 (d1-id2V^-1^(d1-id2)^1 + ^1(dt+ d3)^2-^2(dt + d3)^ 0

+i(d(-ö3) (öt-d,)»+, + "«Md, + £öa) (Ö! + idt) 0

—id.) «^ + »<11,(0,+ ö,) 14», —14«. (öt + ö3) »+, 0

+i (ö( + ö3) %-% (dt + ö3) (öi + i ö2) % + ^ (a, + id,) 0

-"'Mdi-idjJ^i + ^ifdi —idjPtW + aiMdj-dsJ^i-^dj-da)2^!! 0

+ —1+2 (öt + ö3) 24ji — 2<Mdi+ id2)2i|;2 + 1iMöi + iö2)2<jj2 0

-24,i(öi-iö2)14i2 + 14j2(öi-^ö2)2i{ji + 2^2(öt-ö3)1^a-14;2(d(-Ö3)2t};2 0

Nous allons condenser l'ecriture de ces equations, en faisant
appel ä la multiplication exterieure des matrices et en intro-
duisant deux sortes d'operateurs differentiels: les uns 1Di et

2crfz 15i agissant sur les fonctions 1i|», les autres ^ et
2SI/Z 2af2 2i>i agissant sur les fonctions 2<\>.

[l X { (2ö{ + 2S,/z) — (!df + iS54) }J [24> X ^] 0 (3.11a')

[{(2ö( + 2Syz) — (!öt + iS*4)} x l][24< x 0 (3.116')

[l x {(2ö( + 2S1/z) — (1dt + 1S1/2)}] \2i> x ^] 0 (3.11c')

[{ (25f— 2S1/2) — [1dt — iS54)} x l] [2^ x ^] 0 (3.11d')

Avec les notations introduites au § 2.1, nous pouvons ecrire

encore:

[(X + 's;) - (löt + V)]^ x »«W 0 (3.11a")

[('X + X) - (X + ls!)] N X X<M 0 (3.116")

[Cöt + X) - (X + X)]^ xl« 0 (3-llc">

[(X - X) - (X + X)][2+ x '«w o. (3.ud")

Nous avons ecrit les equations d'onde du corpuscule avant
d'ecrire l'hamiltonien correspondant. Celui-ci a la forme
suivante:

"X „ *[('S;_'S;) + es;-'s;» (3.11«)



DES CORPUSCULES ELEMENTAIRES 9

Un complement de definition s'impose lorsque cet Operateur

agit sur des expressions contenant en plus des fonctions d'onde

1iJ; et les variables xv x2, xa et t, explicitement. En cas d'une
derivation ordinaire portant sur une fonction f (xt,
2<Mzi))> 011 a

a
__

8 a a1^ a a2^
d1^ dao ö2t^ da^

or dans la theorie du corpuscule bi-ondulatoire nous devons

poser
ö

_
8

|

ö d2 ^ d

dxi 8a^ ö2^ da^ ö1^ da^

et completer la definition de Fhamiltonien de la maniere que
voici:

Y [ ("S* + V — V) + (XS* + 's1 — V) ] (3.22e')

avec

^ - 1 x XSI/2 XS* - xSi/2 x 1 j

" 61; 1

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que Fhamiltonien

(3.lie') correspond effectivement au corpuscule de spin 1.

Nous allons deflnir tout d'abord 1'Operateur « moment de la

quantite de mouvement» par les expressions suivantes:

^2 (§3 + 2Ö3- ^3) - «3 (»2 + 2Ö2 -^ j

(3.11 g)

On verifie aisement qu'on obtient une «integrale premiere »

if, c'est-a-dire un Operateur qui satisfait ä la relation 3t £ —
£31 0, en posant

(3.IIA)
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ce qui montre precisement que l'hamiltonien (3.lie') est relatif
au corpuscule de spin 1.

Passons maintenant au corpuscule de spin 3/2 dont les quatre
systemes d'equations d'onde s'ecrivent de la maniere suivante:

[("ÖJ + 2s^)-(1ö( + 1s^)][c>x c^] 0

[ (% + X'2) - Cöf + 'S3/2) ] [c> X cM 0 (3-"0

[(vxv(vis:/!)][^x c;+] o

t c*. + 2«:/a) - (s + ^:/2) ] w x c>] - <>

j

[ Cdt + 2S32/2) - Cöt + X c>] 0 (3.11/)

[Cdt + X!2)~(ldt + Xl2)][c> x c>] 0
j

[(^-^-(^-'S^j^X^] o (3.11*)

[(2öi + 2s:/2)-(iöt + x/2)][^xc>] o i

[ cö( - 2s:/a) - C0* - is:/a) ] E.+ x c>] o •

[ (2öt + 'S*) ~ (\ + %'*) ] x *)] 0
j (3.1«)

[(2öt + 2s3/2) - {\ + ,s'1/,)]['1<i' x c;+] o
^

Dans ces equations les fonctions C2^ et ^ sont ä 2Cl et 2Cl

composantes respectivement, c1 et c2 etant des entiers non nuls,
tels que cx -j- c2 3, c'est-ä-dire pouvant prendre deux valeurs
1 ou 2. Dans le cas general du spin /, il existe (2/ — 1)22,_1

systemes d'equations primaires, comprenant chacun 2/ groupes
de 22) equations, les deux fonctions d'onde et etant ä
2Ca et 2Cl composantes, respectivement, cx et c2 etant deux
entiers non nuls, tels que cxJrc2= 2/, c'est-ä-dire pouvant
prendre chacun une des 2/ — 1 valeurs: 1, 2, 2/ — 1.

Posons

Ai=at + s>n, A>n=a(-s>n. (3.11m)
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Dans ces conditions, les equations du corpuscule bi-ondula-
toire de spin / s'ecrivent de la maniere que voici:

('AJ-'AJ^ X o (X -'A^ X c>] o

•••(X-1A',3)[c^xc>] ° •

(2) X c^] 0 ...(X—x c^] 0

- 1 -»[.: X c>] 0 CM,)[c> x c>] 0 •

(3) (2Ai-lA:)[c^-c^] 0, ('Ai-X)^ X c>] 0,

C'A^! Iii* x f^] ; ^Aj2j —*A5^e^ X t^] 0

;-l) ^A^ — XAJ) [cl<l> x c^] 0 ('AJ-'A^ x ^ 0

X c>] o X ^ 0

2M) *(K~Ai) [c> x c;+] o, ^A; ou -\AJ ou, ^rc^ x c^]

^2Aj l0UJ ^-'AJ l0UJ ,1)[C>X^] 0,...(jA',-;Mj)[c>X

Quant au terme de masse, il peut etre introduit de la meme
maniere qu'en theorie uni-ondulatoire. Nous allons imposer
aux fonctions 2<^ et la condition:

X — X2 [2<> X »<M (3.11o)

* i et / + 1 lorsque 2/ est un nombre pair, /—y, et / + y>

lorsque 2 / est un nombre impair.
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c'est-ä-dire:

x 1+] -*[»+ x

(3.llo')
ou encore:

(2n„-tri-22ö(iöt + 2SJi2Sjl + 1Sjl2Sjl)[^ X X W
(3.llo")

On verifie sans difficulte que cette condition nous fournit les

memes termes de masse que ceux qu'on a trouves en theorie
uni-ondulatoire.

3.12 Equations primaires des corpuscules ä trois fonctions
d'onde associee.

Le corpuscule tri-ondulatoire admet comme spin fondamental
(spin le plus bas possible) le spin 3/2. Soient 1ip, 2<^ et 3<J> les

trois champs ondulatoires, associes au corpuscule, et ftdj,
2 feD{ les Operateurs differentials n'agissant que sur

l'une des trois fonctions Nous avons quatre systemes
d'equations du corpuscule tri-ondulatoire de spin fondamental,
qu'on peut obtenir en remplagant dans les quatre systemes
d'equations du corpuscule uni-ondulatoire de spin 3/2 la
fonction par le produit exterieur X X ^ et les Operateurs

Dj + S'/2 et 7>t— S1/2, respectivement pour les operations:

{ - Cöt + W) + + 'S54) - (3öt + 'S*) }

et {— ('öj — V2) + (2ö( —2S1/z) — (3Ö( —3S,/2) } (3.12a)

Pour le corpuscule tri-ondulatoire de spin 2 il y aura ä

envisager les fonctions c^|>, ® ^Cl, ^Cs ^C3 c0mP0_

santes, respectivement. Les nombres cx, c2 et c3 sont des entiers

non nuls, tels que cx + c2 + c3 4, done pouvant admettre
les determinations suivantes:

cx 1 1 2

c2 | 1 2 1

c3 || 2 1 | 1
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Dans le cas general du cor puscule tri-ondulatoire de spin

— 22'"1 systemes d'equa-

aux systemes (3.11«), Ecrivori

13

/ > 3/2, il existe —
Options primaires admettant tro.s fonctions d'onde c®r[r, ca<jh

ä 2C", 2Cl et 2Cl composantes respectivement, c3, c2 et c3 etant
trois entiers non nuls tels que c1 + c2 + c3 2/, ce qui donne

— ^ — combinaisons possibles.

Les systemes d'equations s'ecrivent de la maniere analogue

s-en le premier Systeme:

aA3 + >AJ ~ X X c^]
+ + /

(— 'An + 'An — 'K) X X d+1 0 } (3.12A)
\ + + + / I

| X c> x c>] o

Remplagons dans ces equations les Operateurs mc)i par les

expressions mZl + eAi; les At etant les composantes du poten-
tiel quadrivecteur electromagnetique. On verifie aisement que
les equations du corpuscule tri-ondulatoire de n'importe quel
spin sont sensibles ä Taction du terme electromagnetique. II est

done naturel d'attribuer ä ce corpuscule une charge electrique.

3.13 Equations primaires des corpuscules ä un nombre quel-

conque des fonctions d'onde associee.

Le corpuscule multi-ondulatoire ä g fonctions d'onde associee

admet pour spin fondamental le spin g/2. Soient Lp,

hf\>, 9ij;, les g champs ondulatoires qui definissent les etats
du corpuscule et 2Oy2k~ül les Operateurs difTeren-

tiels n'agissant que sur l'une des g fonctions II existe 22ff_1

systemes d'equations primaires, pour le corpuscule ä g
fonctions d'onde associee de spin fondamental, systemes qu'on
peut obtenir en remplaijant dans les systemes d'equations
primaires du corpuscule uni-ondulatoire de spin g/2, la fonetion
d'onde <]; par le produit

l<jr X 2<|r X X X X ai/ II m<l> (3.13a)
1
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et les Operateurs i)t ± S^2 par les Operateurs

(\ ± 'S54) — (2d( ± 2S,/2) + (3d( d 3S1/2) +

+ (ö( ± mS54) + + (_ 1)9-1 (gdt ± ssy2)

9

2 (— l)m~l (mdt + mSI/2)

l

(1)

(3.136)

Dans le cas general du corpuscule g-ondulatoire de spin

/ > g/2, il existe systemes d'equations admettant g

fonctions d'onde cg^, c^, ä 2°s, 2Vi, 2C-,

2Cl composantes respectivement; les nombres cm etant g
g

entiers non nuls tels que 2 cm 2/, ce qui donne precisement
l

Cf'ij possibilites. Ces systemes s'ecrivent de la maniere que
voici:

£(_1 yn mAj
i +'

Ucmi> 0, 2 (—i)m mA5a

l +2

2 (— l)m mAJ.
l +

nem^
i m

(2)

S(-l)mmAJ
i +1

n cm4«

i m

o 2(-i)m"W23
l +

o 2 (— i)m mAlr}
>i +

n 4,°mT
1

n cm+
i m

ncm+
i m

0

0

..(2(-irmA|t_1
1 +

ncm*
1

m o, 2 (— i)m mA3223 n cm4-
Lm

1

(2/+1)

2 (—l)m mA[

2 (— i)m mAJ,
i +

n cm+

i m
o

i +!
n cm+
1

o

n cm+
i m

o 2(— i)mmA>2 n cm+

i m
o

(2Vi)
2(_ i )mmA3 ncm^

1
m

o, (2(-irmA) OU3_1/2
.1 +

2(-ir-A)+10UJ+1/2 n
i m

o 2 (— i)m A\

l
"

9

ncm<ii
i m

0
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Dans le dernier groupe, on prendra / et / -f- 1 lorsque 2/ est un
nombre pair, /— 34 et / + 34 lorsque 2/ est un nombre impair.

En imposant aux fonctions la condition:

2 (- i)m mA3nj (2 (-1)' m'A{ + x2 j n
l

0 (3.13d)

'A1
2

+
2A*

1
+

on obtient les memes termes de masse qu'en theorie uni-ondu-
latoire.

En rempla?ant les Operateurs m7)i par 'n5i + sAj, on verifie

que, lorsque g est impair, dans les equations subsiste, apres la
substitution, un terme en Ai et que, lorsque g est pair, ce terme
est automatiquement elimine.

3.2 Equations secondaires.

3.21 Equations com~pose.es.

Gomme en theorie uni-ondulatoire, nous obtenons les equations

composees de degre /i, en considerant un Systeme de

k + 1 equations primaires, ecrites de maniere ä faire apparai-
tre dans le terme de masse le produit de memes fonctions m(Ji,

qui figurent dans le reste de l'equation, et non pas leurs
complexes conjugues.

Ecrivons premierement les equations composees du premier
degre, relatives au corpuscule bi-ondulatoire de spin 1. Nous

allons nous contenter de l'un des deux systemes:

— 1A^[24' X 14' — 29 X 1cp] x[ct' X ct][2^* X 1<]i* — 2tp* X hp*]

— *A^ [24< X — 29 x hp] x[ct X a'] [24>* X 1<]1* — 29* X 1cp*]

2AI iaiA \ [2<\> X 14<* — hp X 19*] x [ct' X ct] [2tj;* X *4» —- 29* X 19]

1
+

2

'A1
1

"T

'A1
2

LAi

— *A*^ [2<\> X 1(jr* — 29 X hp*] X [ct X CT'] f2^* X — hp* X *9] |

— XA^ t2^* X 19 + 29* X 14<] x [ct' X ct] [2i[< X hp* + 29 X hp*]

— *A^ [2<|j* x x9 + 29* x !i|d x[ct x ct'] [2<|r x hp* + 29 X *4;*]

— t2^* X J9* + 29* X 1ep*] - x[ct' X p] [24> X 29 + 1(p X 1i]j]

— "Aj'l [2i|r* X hp* + V X VI X ct'][2<J; X'9 + '?X !<>]

(3.21 a)
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Posons

1f1 ^ + i xcp "F2 [a x er] (!<>* + iy |
2T1 24, + £ 2<p 2T2 [a X er] (24* + i V 1

et considerons les nouvelles fonetions d'onde suivantes

(3.216)

i\p __
npi
l\p2

et 2Y
2Vpi

2*p2

Dans ces conditions les equations (3.21a) s'ecrivent, compte
tenu des relations: a'cr —acr' et aa* —1.

2A2— Aa, x[a'(TXl]
+ +"

2 A 1 1*1x[ct'ct x l], A;

2AX—XAX x[l X <r'ar]

x[l X a'a], 2A*— 1A|

[2XF X 1XF] 0

[2VF x XT] 0

(3.21c)

Considerons maintenant le cas general du corpuscule g-ondu-
latoire de spin /(> g/2). Envisageons un Systeme quelconque

et, appartenant ä ce Systeme, un groupe d'equations caracterise

par l'indice n (place de 1'Operateur S1/2 dans le produit Sjj. Ce

groupe d'equations s'ecrit:

S (_!)"• mAjn)s;

(l 1 ou 2), 011

n. x Si n; cmJ* (3.21 cL)

n; cmJ est un produit de g facteurs pris

parmi 1i];... -'ip, iqx.. 9<p, a<\/*, 1<p*... 9<p*. 2^ et S2 sont
9

/
9

des sommes des produits II' et II' contenant respectivement
11 12

un nombre pair p1 et un nombre impair p2 2 k -j- 1 de

fonetions 9 ou 9*. Dans les sommes 1/ les produits IT sont
affectes du signe + ou — suivant que px est un multiple
pair ou impair de 2 et dans S' les produits II' sont affectes
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du signe + ou — suivant que k est un multiple pair ou

impair de 2.

En posant

a}n [ct' X ct" X X ct(_1) X ct X a(n+1) X X ct(23>]

le produit a}n contenant au total un nombre impair des matrices

CT.

Posons:

mY1 + • m mrf + _ (3>21e)
Lm cm cm XLm vm '

En tenant compte des relations:

era — a ct lorsque ct; ^ ct) — 1

les equations (3.21d) et (3.2id,') prennent la forme:

£(— l)mnWn, x
i +

x(-l)2j
2j

x n <

2j -

CT^ X IIct
1

s (— i)m mA3n
l

11 rmT
l m

0 (3.21/)

3.22 Equations mixtes.

Considerons de prime abord les equations du corpuscule bi-
ondulatoire de spin 1. Nous avons deux systemes d'equations
primaires. Le premier est forme de deux groupes (3.11a) et

(3.11&), le second de deux groupes (3.11c) et (3.11c?). Nous
allons former les deux systemes mixtes, en interconnectant par
les termes de masse soit le premier Systeme avec le second, soit
le premier avec le complexe conjugue du second, et ceci de

la maniere suivante:

(1)

(2)

2A^ —X x [ct X ct][2<Jj* X !+]
+2 + 7

2A* —1 Ax\ m x ^*] — x[ct X a][2^* X bKMI

(3.22a)

2A[ — XA^ [2^ X tx [l X l] [3+ X '+*]

'A1 — "A1^ x !+*] fx[l x l] [a^ x

Archives. Vol. 27. — Janvier-Fevrier 1945.
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(1)

(2)

^ ^ A, — x ix[l x i][24<* x y
2 A 1 lAlA [«f X ix [1 X 1][26 X

(3.22 b)
' /2 A 1 1 A 1A \[24<* x x[o x o][2i> x X!

2 A 1 1 A 1A \ [X X X — x [or X a] [X X X]

D'une maniere plus generale et, en posant ""F les

equations precedentes s'ecrivent (memes notations qu'en meca-

nique uni-ondulatoire):

dt —*0t + [CT' x CSn — 1Sn) ]) [2,F X "F] x[ofe X a X a][2T* X 1XF*] j

dt — 1dl + jV' X (X, —X,) ]j [2Y X "F] ix[<yh' X 1 X 1][2Y X 1XV] \

(2.22a'

Öt — 1öt + [</ x (X — X) jj [2Y x "F] ixX' x 1 x 1] [2Y x "F]' |

d( —X + [V X (X — 1Sn')])[2XF X 1T] X-X X a X a] [2Y* X iY*] ^

i (3.22 b'

Considerons maintenant les equations du corpuscule tri-
ondulatoire de spin fondamental. Nous avons quatre systemes

primaires auxquels correspondent quatre Systeme mixtes. Nous
allons ecrire explicitement le premier Systeme:

Premier groupe:

sa®/ä + 2a^—x y x y] *[5xix xv x y* x yy
3A3/2 + X!-Xs\[är X y: X X1] x[a X a X a][X* X V* X X*]

3A3/2 + 9A3/2 —'AXj X111 X X" X yn] x[o X a X a] [Xv* X XY* X Xv*]

*A»/. + X Xv X T] x[a X a X a] [X"* X X"* X X"*]
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Deuxiöme groupe:

2A*2 + 2A''2 —'A^[V X V X V] x[o X a X a][V* x V11* X y*]
y + X V1 X V] x[a X a X a][y X Vv* X Vv*]

3A3/2 + y-'A3'^ [V" X V" X y | x[a X a X a] [V* X V* X V]
3A3''2 +yx Vv X y] x[a X er X a] [V X V1* X V]

Troisieme groupe:

3A3'2 + 2A3'2 — 'A3,2| [V xVxV] x[a X a X a][y* X ->IV* X y]
y2 + 2A3 2 — 'A3'2^3^11 X V X y] *[a x a X a] [V* X V'1* X y*]
3A3 2 + SA['« —'AJ'*! V" X V" X X[a X a X a][V* X >n* X >"*]

3a32 + y2—y^y x y x y] *[<* xax aj[y xy x y*].

Nous pouvons ecrire ces equations de la maniere condensee

suivante:

ö, + y -"ö, + [a, X 1] X r-3S3 '2 + 2S3'2 -V3'2] }

d( + sd — ia( + [i x ct3] x [-ss3'2 + y-yj}
dt + 2Ö( - *ö( + [a3 X a3] X [-V'2 + ,S1S/2-1S*/>]]}

3

ny
1

3

ny
i

ny
i

K^[1Xa,]X

x
^

[ax X1]X

x ^[ax X ax] X

3

Ca
1

3

riy
i

(3.22 c')

3

üa
1

3

nyi

3

na
1

(3.22rf')

3

riyi
(3.22e'J

Les trois autres systemes, nous les ecrirons uniquement de

la maniere condensee:
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Deuxieme Systeme:

{3öt + 2Ö(- 1dt + [1 x 1] X [- V/a + 2S3/s - *£

{ X + X ~ X + [«. x «J x [- X1' + V'2 -2S3'2]}

{ - 8ö( + 2ö( - 'ö, + [1 x o3] x [- 3S3/2 + 2S3/2 - 'S8'2]}

3 / 3 j 3

nm<\> x [lXffJX na nm^*
i 1

I

(3.22/)

3 / " 3 i " 3

ix! [ctx X 1] X m nm-i
1 i 1

_ i
(3.22 g)

nm^
1

ix [öi X Ci] X
3

m
i

3

nm6
i

(3.22 h)

Troisieme Systeme:

{ - Söf + + [c3Xcr3] X [-3S8'2 + Xk-Xk] } nm<i
1

ix [lXCTj] X

3

m
i

3

nm4>

(3.22 i)

{-3ö( + 2öt-'ö( + [ixi]x [-3s3/a + 's'J'-s'J']}

{-3d( + 2öt —1öt + [c3X 1] X [-V^ + 'S^-'S3'2]}

nm^
1

nm+

X [<?! X 1] X

3

IIa
1

3

umr
i

(3.22 j)

IX I [(J! X CTj] X
3

ni
3

nm4
i

(3.22 k)

Quatrieme Systeme:

{-X + x-x + [i x a3] x [-3s3/2 + -sy«—'sy-

{ - X + 2ö( -^ + [a.X 1] X [-3S3/2 + 2S3'2 1

{-3dt + 2ö(-1ö( + [1X1] x [-3S3/2 + 2S3/2-1S3/2J}

nm^

umi>
1

nm^

ix [1 x di] x

ix j [Ojj X 1] X

X [<?! X Ci] X

" 3 " 3

ni i n
_ i i

_ i
(3.22l)

' 3 "
i

" 3

m n
_ i \ i

3

IIa
1

(3.22 m)

3

nm4*
1

(3.22 n)
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Dans le cas general du corpuscule multi-ondulatoire ä g fonc-
tions d'onde associee du spin /'(> g/2), nous avons ä distin-

guer deux types de groupes d'equations:

1° le type A:

£ |-i)«a| +
f m — \

s; n'c" x (s(-irms^
i V i

se nemT
i

2j-i 2j
sl n„aÄi x s: n.«e XAe

1
e e

1
s;ney

1

(3.22 o)

2° le type B:

S (~l)mmd +
' m= 1

2j'-l / 5

s; nea» x s(-ipmsj,
i \ i

2j-l 2j

s; neaM x s;nei
1 1

s:nsa (3.22 p)

Comme en theorie uni-ondulatoire, pour une suite de nom-
bres cm (m 1, 2, g) donnee, il y a c£- systemes admettant
r groupes du type A et 2/ — r groupes du type B. Les matrices
ah, akl, 1 et er''® satisfont aux memes relations de compatibility;

que les matrices correspondantes de la theorie uni-
ondulatoire.

3.23 Equations mixtes com~pose.es.

Commenpons par former les equations mixtes composees du

premier degre, relatives au corpuscule bi-ondulatoire de spin 1.

Partons tout d'abord du Systeme mixte (3.22b):

x x x[axa][«V(2)1^ + (1)14<* (1)1+*]

X —X xferx a] P'V (2)14 + (2)24-*(1»^]

L(1)2? x (2)1<p + (2)24i x (1>2<]/] - X[ax o] [(1)V (1)1<];* - <2)2+* (2)V1

AA [(1)24> X (2)1+* + <2>2<j; X «V] X[ax o] [(1)V (1)1^ - (2)V (2)1+]
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X X (2)1i}j] ix[ixi][(1)V2)14 + «V1^]
f2 +1/

W-'A1^ [(1)24- x —(»»4, x (2>V] ix [1 x 1] [(1)2+ (2)1+* + (2)2+ (1)V]
+2 W

2AX
-'A1^ [(1)2^ x (2)14> + (2)2^ X <XH] IX[l X l] [(x)24 W1«]» - (2)1+

2AX - XAX\ [(1)> x (2)14-* + (2)2<p x (1)1+*] ix [i x l] [(1)2v (x)x<t* — (2)1+(2)x<],*]

Et introduisons deux nouvelles fonctions d'onde 1VF des com-
posantes iY((1)lxF, <2>lxF) et (2>Y((2>lxF, (2)2T), defmies

comme suit:

«Up (1)1 ^ + (2)1T ^ ^((1)1^* +
(3.23 c)

(1)2T (1)2^ + -(2)2 ^ (2)2^ c((l)2^ + £(2)2^*)

Dans ces conditions les equations (3.23a) et (3.236) s'ecrivent:

/ \ 2 -

(y2dt-ldl q. 03X1]X [V-1SX]j[2TxllF]= ix ö! X 1 X II 1 [2VP X 1XF] (3.23a')

/ \ [ 2

\dt-löt + C1 x^ x rS2-[2TXXXF] ix IXffjXlH [2XFx 1VF] ^.23 b')

En appliquant le meme procede aux equations (3.22 a) on
aboutit aux equations que voici:

(2dt-1dt + [lxoj x [V-V]) [2XF' x 1T'J ix

(2ö(-xd, + [0,xl] x [V-V]) pT'x^F'] ix

lxoix n i
1

2

Bjxix n i
i

[2Y'xlxF'] (3.23 d)

PY'x^r] (3.23 e)

Les deux systemes composes sont-ils equivalents comme ce

fut le cas en theorie uni-ondulatoire Pour qu'il en füt ainsi,
il eüt fallu qu'il existät des transformations unitaires portant
sur les fonctions 2XF et 1XF,

<?vp __ 2y i\jf/ __ ly i\p* 23/)
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et amenant le changement d'un Systeme en l'autre. Mais alors,
etant donne la relation

2T' x 1VF' [2V X W] [2Y x "F] (3.23 g)

il eüt du s'ensuivre que

2V x W — ([1 x 1] + [>! x <jx] + x ct] + J>3 x c3] x
X [1 X 1]) U (3.23 h)

egalite qu'il n'est pas possible de satisfaire, car la transformation

IJ agit globalement sur le produit 2lF X 1VF, en echangeant
entre elles une partie des composantes du champ 2VF avec une

partie des composantes du champ 1VF, et done ne peut pas etre
assimilable ä un produit exterieur de deux transformations

agissant l'une uniquement sur le champ 1VF et l'autre sur le

champ 2VF.

Nous allons ecrire maintenant les equations mixtes compo-
sees du premier degre, relatives au corpuscule tri-ondulatoire
de spin fondamental.

Premier svsteme:

J\ -L 2d( - 1

d( + [os X a3 X 1 ] X [- V'2 + V'2 - 'S3'2] -x^XlXaJX

-3ö( + 2ö(-'ö( + [a3XlXa3] X [-3S]/2 + V/2-'S]/2]—xKX^XlJX

"A + 2ö(_lö( + L"3Xo3Xff3] X [—3s]'2 -f V^-'S^j-xfusXajXaJx

Deuxieme Systeme:

3

ni
i

3

m
1

3

ni
1

j3
nmT

11

/3nmT
; 1

3

nmY
1 1

0

0 > s
i &

0

3d( + 2dt -' ö( + [1 X 1 X o3] X [- 3s;/2 + V/s- 's]/2] - x [<j3 X Oj X Oi] X

3 "
1 3

— x[a X 0 X c<3] X m nmT
1 ' I

3 -
1

"
3

— x[l XOjXl] X in 1

1
nmT

1 1
1

3 3

- X [<J3 X CTX X CTj] X ni nmr
1

1

__

1

0

0
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Troisieme Systeme:

ö( + V
3öt + %

\ +\
\ +\
\ +\
\ +\

-1ö( + [a3XtXl]X

-1ö( + [1 X OjXl] X

^dt + [1 Xl XOj] X

-^4- [lXff3Xl] X

-Xöt + [osX 1 X 1] X

" 3 "

— x[lxt XoJ X ni
_

1

3 -

-K[OX O3X <r3] X ni
_

1
\

3 -

x[a3 X (T, X aD X m [

i

3

n m,f
i

3

nmT

3

nmY
i

Quatrieme Systeme:

3S3/a + 2S3/2-1S3/al-x[lxlXG1] x

-3S3'2 4- 2S3'2~tS3'2] —x[l x <rxx 1] x

3s3/8 + 2g3/2 _lg3/s j _ xp0i x ^ x 0s] x

" 3 " 3

rii { UmxY
_

1
\

1

3 " 3

ni {

1
nmT

_
1

i
_ i

ni
1

3

jjmvp
1

Dans le cas general du corpuscule g-ondulatoire de spin /,
nous savons que d'une part on doit partir des groupes d'equa-
tions du type A:

2j-i / a

n cli x 2(—l)"""^2 (— i)m dt +
m 1 I \ 1

2j'-l 2}

II <Jhi X II a
i— 1 1

2; n, wcy
m= 1

y' rr
l Ul cm (3.23 m)

(oü t 1 et 2), et, d'autre part, des groupes d'equations du

type B, doublees d'une maniere analogue. En posant

(l)tti\p _ (l)m^ (2)m^
^

(2)m\p —

(3.23 re)

nous obtenons, compte tenu des relations de compatibilite, les

relations suivantes:

2(_l)m md( +
1

2j-i / g

c3 X n a(V" x S (—
1 \m= 1

2j~i 2 j
ax X n x IT 1

1 1

z, nicmT
1 1 um

0 (3.23o)
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2(_l yn möj +
2j'-l / g

1 X n a^n' x 2 (— l)mmS>n,
i V i

2j'-l 2j
1 X II x Iii

1 1

s;n 0 (3.23 p)

Remarque: L'emploi des sommes 2j a pour but de pouvoir
former les equations composees de la forme 0p [2VF xw] o,
sinon on aboutit au Systeme 0p [2tF X 1XF] =0 et

0p' [2VP X 1T*] 0. Rien d'ailleurs actuellement ne permet
de ehoisir entre ces deux manieres de voir.

Pour une suite des nombres c-,, c2, cm, cg donnee, il
existe C^- systemes admettant r groupes, derives des groupes
du type A et 2/ — r groupes, derives du type B, done, au total
22j~1 systemes. En tenant compte de toutes les determinations

possibles des nombres cm, nous arrivons au total ä Cf^1. 22j_1

systemes. Tous les systemes relatifs au nombre pair g des fonc-

tions d'onde associee sont insensibles au champ electromagne-

tique et semblent convenir aux corpuscules neutres. Leurs

spins fondamentaux sont entiers, mais, par ailleurs, ils peuvent
avoir des spins entiers ou demi-entiers. D'autre part, on con-
nait le caractere purement conjectural de la liaison des statis-

tiques quantiques, celle de Fermi-Dirac et Celle de Bose-Einstein

avec les valeurs de spins demi-entiers ou entiers, respectivement.
On doit se demander s'il n'est pas plus correct de lier les dif-
ferentes statistiques avec Pimparite ou la parite des nombres
des fonetions d'onde associee, plutöt qu'avec les valeurs de

spin. Dans ce cas les corpuscules charges, caracterises par un
nombre impair des fonetions d'onde et, par consequent, par
les valeurs demi-entieres des spins fondamentaux, satisferaient
ä la statistique de Fermi-Dirac. Tandis que les corpuscules

neutres, caracterises par un nombre pair des fonetions d'onde,

et, par consequent, par les valeurs entieres des spins fondamentaux,

satisferaient ä la statistique de Bose-Einstein.

(A suivre.)
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