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196 SEANCE DU 1er JUILLET 1943

un element (vecteur, ou fonction) propre, repondant ä la valeur

propre (periode ou frequence) l. Et dans ce cas l appartient au

spectre ponctuel.
Si © (x) 0, alors I (x) est lie d'une maniere plus compliquee

ä l'ensemble des valeurs spectrales.
II est done naturel d'attacher ä l un simple caractere 0 ou 1

suivant que ® 0 ou © > 0. Le rang de x sera cette valeur 1°

ou l1 et se designera par r(x).
Deux elements auront meme rang si, et seulement si, ils ont

meme l et en meme temps deux © nuls ou deux © different de

zero.

r(x) < r(y) si l(x) < l(y)
ou si

l(x) l(y) avec ff>(x) 0 et ©(y) < 0

Cette relation de rang est transitive, l'egalite est symetrique...
Soit alors xn une suite d'elements tendant fortement (comme

d'ailleurs dans I et II) vers un element x°.

On peut comparer r {x°) avec lim r (xn) et demontrer.

III. Le rang est semi-continu inferieurement:

r(x°) < lim r(xn)

II est possible que l(xv) > l(x°) alors © (x°) 0.

Lucien Feraud. — Statistique mathematique: Distributions de

produits interieurs.

1. De deux distributions « semi-normales » definies respecti-
vement par les fonetions de frequence

xK* 1
e a*x y^y 1

e ayy
T(\) ' r(x,

(oü x, olx, Xx; y, « X sont tous positifs) on deduit, en les

considerant comme independantes, la distribution de la
difference z x — y.



STANCE DU 1er JUILLET 1943 197

II suffit d'effectuer, les changements de variables:

V
x — y z —-— t dans le demi-quadrant x — y > 0

x — y

V
y — x z —-— t dans le demi-quadrant x — y < 0

y — x

On obtient pour fonction de frequence de la distribution
de z:

XX ax"«-y ^x^'^y
e-— ^ N-K+Vl

r(\)K + »„>
* ' ' «)

oü W represente la fonction hypergeometrique confluente de

Whittaker 1.

Ce resultat a ete etabli, dans le cas particulier xx oty, en

passant par l'intermediaire des fonctions caracteristiques par
S. Kullback 2.

Dans le cas particulier oü Xx ly X la fonction de

Whittaker se reduit ä une fonction de Bessel et l'on obtient

pour fonction de frequence:

f(,)=-L ^ .e"'^|z|X"^K
t [N-K + ^l

v"rWK + ./4 2 '
(2)

oü R qest la fonction de Bessel de seconde espece, d'argu-
2

\ment purement imaginaire, d'ordre X — —

2. Le resultat ainsi obtenu permet de retrouver les

distributions de deux produits interieurs.
Soit n distributions normales ä deux variables, definies par

1 Cf. Whittaker and Watson, Modern Analysis, chap. XYI.
Cambridge University Press.

2 Annals of Mathematical Statistics, 7 n° 1, 51-52, 1936.

C. R. Soc. phys. Geneve, Vol. 60, 1943. 13
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leurs fonctions de frequence

l (x) üpyy Vj\

i Ä
2(1~p2)U 4/

J_

2^^^(1-P2)2
/ 1, 2, n

oü figurent les meines parametres <jx, ay, p, avec ax > 0,

Gy > 0 et | p | < 1; ces distributions etant regardees comme
independantes, il s'agit d'etablir:

A) la distribution du produit interieur

n

2 xi yj
Z ~ /f1 — P2)

'

B) la distribution du produit interieur

n

2 (*i ~ toj — my>

_ j= 1

P ~~
CTj/ f1 — P2)

avec

1 n l n

m- n^xi'my
1 1

Le changement de variables

xi °x ("i — Vj) ' Vj («i + "j)

transforme les distributions initiales en

i fi-ä^[4(1-p)+4(1+p)]

71 (1 p2)
2

A. En posant
* 71 n

tr
1 2 1 2

5 1=7 huJ' * r=T« 'J
1 1
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le produit interieur
n

2 xi vi
z

°x °y — P2)

devient z \ — vj.

Chacune des expressions £, y) est, ä un facteur pres, la
somme des carres de variables normalement et independam-
ment distributes. On sait qu'une teile somme de carres admet

une distribution semi-normale; compte tenu des constantes,
on obtient pour distribution simultanee de yj, qui sont inde-

pendantes, la fonction de frequence

II en suit immediatement que la fonction de frequence de la
distribution de z s'obtient en appliquant la formule (2) ci-
dessus; ce qui donne:

n n

e-(i-p)5 (1 + p)2 ^ e-a+rti

n
n-1

(3)

B. En posant

le produit interieur
n

2 — mx> (»j — my>
1

°,«y(l -P2)
devient p £ — tj.
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De meme que sous (A) on eonnait les distributions des

expressions £ et ce sont des distributions semi-normales.

Compte tenu des constantes, on obtient pour distribution
simultanee de i;, rh qui sont, elles aussi, independantes, la
fonction de frequence:

IrflljT-'.-a-.ii +

r(¥) r(V)
La fonction de frequence de v, s'obtient done comme celle

de z, en appliquant la formule (2) et le resultat se deduit de (3)

en substituant, dans celle-ci, v ä z et n — 1 kn.

Dans les deux cas, on retrouve, exclusivement par des

changements de variables, les distributions que Wishart et
Bartlett1 ont etablie en passant par les fonctions caracteristi-

ques.
En outre, la propriete qui permet de deduire la distribution

de v de celle de z, en substituant n — 1 ä n, apparait
comme une consequence de la propriete classique, tout ä fait
analogue, selon laquelle la distribution de

/ Sa:i\2 2
Elaq — 1 se deduit de celle de Sij

(les xx etant independamment et normalement distribuees), par
la meme substitution, de n — Ian.

Jean Piaget. — Interpretation probabiliste de la loi de Weber

et de celle des centrations relatives.

La loi de Weber exprime le fait que la sensation s'accroit
en progression "arithmetique lorsque l'excitant est modifie
en progression geometrique: la sensation constitue ainsi le

logarithme de l'excitation. II nous a semble qu'une telle loi

1 Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 28,
455-9, 1932.
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