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196 SEANCE DU 1er juiLLET 1943

un élément (vecteur, ou fonction) propre, répondant a la valeur
propre (période ou fréquence) [. Et dans ce cas [ appartient au
spectre ponctuel.

Si @ (x) = 0, alors I (z) est 1ié d’'une maniére plus compliquée
a 'ensemble des valeurs spectrales.

Il est donc naturel d’attacher & [ un simple caractére 0 ou 1
suivant que @ = 0 ou @ > 0. Le rang de z sera cette valeur [°
ou I! et se désignera par r(z).

Deux éléments auront méme rang si, et seulement si, ils ont
méme [ et en méme temps deux @ nuls ou deux @ différent de
Z€ro.

riz) <rfy) si Iz <y
ou sl
lx) = ly) avec @(x) =0 et @y <O .

Cette relation de rang est transitive, I’égalité est symétrique...

Soit alors z™ une suite d’éléments tendant fortement (comme
d’ailleurs dans I et II) vers un élément z°.

On peut comparer r(z°) avec lim r(z") et démontrer.

111. Le rang est semi-continu inférieurement:

r(z?) < lim r(z")

Il est possible que [(zP) > [(z° alors @ (2°) = 0.

Lucien Féraud. — Statistique mathématique : Distributions de
produits intérieurs.

1. De deux distributions « semi-normales » définies respecti-
vement par les fonctions de fréquence

a)‘x oy

X A1 e Y Ay—1 —Oy Y
xXx e "% =Yy e

T T Y

X

(ou z, ay, Ay Y, a,, A, sont tous positifs) on déduit, en les
considérant comme indépendantes, la distribution de la diffé-
rence z = — .
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11 suffit d’effectuer, les changements de variables:

T—y =3, ¥1y=t dans le demi-quadrant * —y > 0

Yy—x =3, Y _— ¢ dansle demi-quadrant z —y <0

y—x

On obtient pour fonctlon de fréquence de la distribution
de z:

Oty Ol A+ Ay

A A

o.* o,y —2Z- -

x Y e 2 1zl * W, _s
lx"{“}‘y c X

T (0 (o + 2) 2 A

ou W représente la fonctlon hypergéométrique confluente de
Whittaker 1.

Ce résultat a été établi, dans le cas particulier o, = a,, en
passant par lintermédiaire des fonctions caractéristiques par
S. Kullback 2,

Dans le cas particulier ou A, = A, = A la fonction de
Whittaker se réduit & une fonction de Bessel et ’on obtient
pour fonction de fréquence: | |

b2

X .
f(z) = L . e Xy e 2 lzll_?K |2l - (o + “y):l
D) (o + o)

(2)

ou K, 1 est la fonction de Bessel de seconde espéce, d’argu-
2

. .. 1
ment purement imaginaire, d’ordre A — 5

2. Le résultat ainsi obtenu permet de retrouver les distri-
butions de deux produits intérieurs. :
Soit n distributions normales & deux variables, définies par

1 Cf. WHITTAKER AND WATSON, Modern Analysis chap. XVI.
Cambridge University Press.
2 Annals of Mathematical Statistics, 7 n° 1, 51-52, 1936.

C. R. Soc. phys. Geneve, Vol. 60, 1943, 13
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leurs fonctions de fréquence

x? 2
_ 1 (_1;_2"" i, ’LJ)
W\ @ 3

1
2
21 o, Gy(']. — %)

T = 1.2, cou B

ou figurent les mémes parameétres ¢, 6,, p, avec o, > 0,
c, >0 et ’pl < 1; ces distributions étant regardées comme
indépendantes, il s’agit d’établir: '

A) la distribution du produit intérieur

n
Z %Y
j=1

z = 1~—p2)‘

o, o'y(

B) la distribution du produit intérieur

n
Em—m y; —my)

J=

g =
0.0, (1 — o)

avec

:!|.—‘-

;n 12%"

1

Le changement de variables

2 = opluy — o),y = o, U + )

transforme les distributions initiales en

1 2 2
1 o= l-_uj(i—p)+vj(i+p)]

m(1 — p?)?

A. En posant

E:

n 1 n
2 Z:Z
hpz?uj’ T 210,-



SEANCE pu 1er jurLLeTr 1943 199

le produit intérieur

g = =

n
DY
i=1
O, cy (1 — pZ)
devient z = § — .

Chacune des expressions & = est, 4 un facteur pres, la
somme des carrés de variables normalement et indépendam-
ment distribuées. On sait qu’une telle somme de carrés admet
une distribution semi-normale; compte tenu des constantes,
on obtient pour distribution simultanée de &, m, qui sont indé-
pendantes, la fonction de fréquence

A
g Mt
{1 — P)__ £ 2 1 o~ (1-0)E (1 + ¢) .
r E) T E)
(3 ;
I1 en suit immédiatement que la fonetion de fréquence de la

distribution de z s’obtient en appliquant la formule (2) ci-
dessus; ce qui donne:

n
7 n
03 B—(H—p)n

w3

n—1

fa) = f;?ﬂn " 2% K, (13) - (3)
B F(—z—) 2

B. En posant

— 1 n
=t S5
le produit intérieur .
n
1
[ %
o0, (1 — ¢

devient ¢ = f — ;]
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De méme que sous (A) on connait les- distributions des
expressions £ et y: ce sont des distributions semi-normales.
Compte tenu des constantes, on obtient pour distribution
simultanée de &, v, qui sont, elles aussi, indépendantes, la
fonction de fréquence:

n—1 n—
9 —1 5 n-1

(1—p) " 7' pgtwz (1+0)

r ff_i)
"

La fonction de fréquence de ¢, s’obtient donc comme celle

de z, en appliquant la formule (2) et le résultat se déduit de (3)
en substituant, dans celle-ci, v azetn — 1 a n.

Dans les deux cas, on retrouve, exclusivement par des
changements de variables, les distributions que Wishart et
Bartlett ! ont établie en passant par les fonctions caractéristi-
ques. R

En outre, la propriété qui permet de déduire la distribu-
tion de ¢ de celle de z, en substituant » — 1 a n, apparait
comme une conséquence de la propriété classique, tout a fait
analogue, selon laquelle la distribution de |

1 7

in 2 ) 3
E(x. — —n—-) se déduit de celle de Xz

(les z; étant indépendamment et normalement distribuées), par
la méme substitution, de n — 1 a n.

Jean Piaget. — Interprétation probabiliste de la lot de Weber
et de celle des centrations relatives.

La loi de Weber exprime le fait que la sensation s’accroit
en progression arithmétique lorsque D'excitant est modifié
en progression géométrique: la sensation constitue ainsi le
logarithme de I’excitation. Il nous a semblé qu'une telle loi

! Proceedings of the | Cambridge Philosophical Society, 28,
455-9, 1932, :
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