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1943 Vol. 25 Mai-Juin

L'APLATISSEMENT TERRESTRE
CALCULE EN SECONDE APPROXIMATION

PAR

Jean RDFFET

Introduction.

Nous nous proposons de resumer dans les pages qui suivent
les resultats relatifs ä la figure de la terre obtenus dans notre
these « L'aplatissement terrestre calcule en seoonde approximation

».

Nous avons d'abord repris dans une premiere partie la belle
methode du procede uniforme proposee par M. Wavre et

exposee au chapitre IV de son livre «Figures planetaires et

geodesie » en employant un developpement initialement different.

Nous avons developpe en serie suivant les puissances
de la vitesse angulaire « non plus le rayon vecteur R mais
l'inverse du carre du rayon polaire r. Les figures d'equilibre
etant voisines des ellipsoides, il etait naturel de prendre une
coordonnee radiale qui eüt un developpement fmi et non illimite
pour les ellipsoides.

Dans une seconde partie, nous avons applique le procede
uniforme en developpant suivant les puissances de la vitesse

angulaire non seulement l'ellipticite et la pesanteur, mais

egalement la masse totale 1. L'etude de la constante (ilt qui

1 En 1937, Mlle M.-J. Perau, de Bruxelles, a applique le procede
uniforme jusqu'ä la troisieme approximation en diV^olupjiBUl 1,1 ^

masse en serie dans un travail manuscrit dont M. Wavre a
sance et qui, crovons-nous, n'a pas ete publie. | ij'v'
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84 l'aplatissement terrestre calcule

s'introduit dans cette recherche, a permis de resserrer l'inter-
valle de variation de l'inverse d'aplatissement. Rappelons que
les donnees fondamentales sont: le rayon polaire, la pesanteur
au pole, et la constante p de la precession generale; leurs
valeurs numeriques que nous adoptons sont celles rappelees

par M. Wavre dans son ouvrage «Figures planetaires et
geodesie ».

Le developpement de r.

Rappelons que dans le probleme des figures planetaires, la
condition necessaire et süffisante pour qu'il y ait equilibre
relatif s'ecrit sous la forme du tableau fondamental donne par
les formules (102) et (103) de la page 78 de « Figures planetaires
et geodesie ». Nous avons pose r R-2 et q — 2p et avons
developpe l'inverse du carre du rayon polaire en ecrivant

1

r -^-(1 + 7]) ou t represente le rayon de la sphere de meme

pole que la surface de niveau, 7] etant une fonction de t, du

complement de la latitude geocentrique 0 et de la longitude ip.

Apres avoir substitue le developpement formel de tj et de en
serie de puissances de w2 dans le Systeme fondamental, on
obtient une expression formelle que 1'on ordonne suivant les

puissances de w2 et relativement ä toute valeur de p.
Symboliquement, ecrivons

V m2n p(n) 0 ^
- J P

n

L'approximation d'ordre n consiste ä poser F^n) 0.

L'identification des termes en w2 conduit ä la deformation

A (t) sin2 0

qui ne differe de e(1) que par une quantite constante. Le coefficient

A est lie ä a par l'egalite A — 2a. On retrouve les

resultats classiques, seuls les ellipsoides de revolution repondent
ä cette deformation.

L'etude de la seconde approximation donne des formules
algebriques qui presentent une analogie avec celles obtenues
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en developpant le rayon vecteur. En particulier, l'expression
de la deformation ä l'exterieur de l'astre s'ecrit

M(t) — 2 Xco2 (ts + uf2) + A2 to4 (— 3;6 + 4u2r4 + Vr4)

N (t) — X2co4(3t6 — kut + 7Yr4)

Enfin, ä l'approximation demandee, l'inverse d'aplatisse-
ment devient

La premiere approximation suivant cette nouvelle methode
est dejä plus voisine de la seconde approximation, eile donne

une meilleure idee des resultats numeriques ä cet ordre de

precision. En partant des valeurs admises par Poincare, on
obtient pour l'inverse d'aplatissement

valeur qui est inferieure de 1,5 ä celle determinee par M. Wavre
ä la page 121 de son livre. Par contre, les resultats numeriques
sont, en seconde approximation, avec un ecart insignifiant,
ceux obtenus par M. Wavre au chapitre VIII, Geodesie et

precession, de « Figures planetaires et geodesie ».

Enfin la correction ä partir de l'ellipsoide de comparaison
s'exprime en fonction de la constante u par la relation lineaire

7] M(i) sin2 6 — N (t) sin2 0 cos2 0

avec

£ _ _2 i_
(X hi I 2

1
- 296,8

a

6350 5

8 (583,7 ± l)2

avec

0 < u < — •

3

2"

Dans le cas de la terre, on trouve en seconde approximation
une valeur moyenne de 6,1 metres.
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Le developpement de la masse M.

Nous avons repris l'etude des approximations successives en

developpant egalement en serie de puissances de la vitesse

angulaire « la masse M qui intervient dans l'equation de

Poincare. On trouve des formules algebriquement semblables
ä Celles obtenues par M. Wavre dans « Figures planetaires et
geodesie » sans developpement de la masse M.

Nous avons introduit dans l'expression de la deformation e

la constante px de 1'ordre de t% liee ä Mx par la relation
iM-j i* iai Cherchons ä en determiner les valeurs limites.

Developpons la masse par la formule f p dV en exprimant
l'element de volume ä co4 pres, c'est-ä-dire en premiere approximation;

on obtient

f-i f P d(a-r3)
0

avec
t

la surface libre correspondent ä la valeur t 1.

M. Wavre donne au § 65 du chapitre VI de son livre, les

expressions en premiere approximation des moments d'inertie A
et C dont la difference s'exprime comme ceci

1

C — A a2 J pd(aT5)
0

Rappelons enfin que la constante u est liee ä cette difference
des moments d'inertie, ce qui permet d'ecrire

1

8ni fu —— j p a(aT5)
o

Ces expressions de px et de u sont des invariants integraux
pour toutes les repartitions des densites qui laissent inafteres
les elements stokiens Sl5 w, M.



EN SECONDE APPROXIMATION 87

Formons la combinaison lineaire suivante et integrons par
parties nos seconds membres

ifiLZjüi!
0

Or, nous avons, quelle que soit la valeur de t: a > 0 et dp < 0,

d'oü l'inegalite
3 — 5 u > 0 ;

3
le signe convient au cas de la masse homogene avec u - •

Ainsi la limite inferieure de p,x est fonction de la constante u

dont la valeur pour la terre est legerement inferieure ä l'unite

5
[Ii > — u

Cherchons maintenant ä etablir sa limite superieure; pour
cela, revenons au developpement de la page 115 de «Figures
planetaires et geodesie ».

M0 represente la masse totale Ms des spheres et M0 + co2 Mx

la valeur de la masse M.

A notre approximation, le quotient ^ est egal ä la quantite
IVIQ

P que nous majorons en prenant sa valeur sur la surface libre

et que nous exprimons en fonction de nos constantes, ce qui
permet d'ecrire fmalement

fi < 2 + "g u

En remplagant, dans le cas de la terre, u par l'unite, nous

avons une limite superieure de [Xj, fortement majoree et que
nous chercherons ä abaisser au moyen d'un procede indique par
M. Wavre

la masse homogene donne ~.
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Loi DE Lipschitz.

Reprenons l'inegalite

3 [xx — 5 M

87zi < — j" a(t3 — i5)d p

Majorons encore cette expression en prenant pour a sa

valeur ä la surface et choisissons comme loi de variation des

densites la loi de Lipschitz qui s'ecrit

P Po(l — <XTn)

oü p0 est la densite au centre et oc et n deux nombres positifs.
Remplagons ä nouveau u par 1 dans la deformation aq et

exprimons la masse M0 en fonction de la densite moyenne dont
la valeur est

Di p«!1 -r+ia
Ces substitutions effectuees, l'inegalite prend la forme apres

integration
12 n 1

3 (Xi — 5 M <
_

3 (n + 3) (n + 5)

a 3 + n

1
Exprimons enfin le rapport — en fonction des densites pj

et Dx et de n

a Di — Pi

L'inegalite devient, en majorant encore une fois en mettant
l'unite ä la place de u,

^ < I + 4 (4 - 57)

en posant



EN SECONDE APPROXIMATION 89

en particulier
1

cp(n — 0) —» j
Prenons des donnees numeriques vraisemblables dans le cas

de la terre: la densite moyenne Dj^ 5,5 et la densite super-
ficielle pj 2,75, chiffre peut-etre legerement trop eleve mais

1

qui permet d'exprimer le rapport des densites sous la forme -
On montre sans difficulte que la constante pq est limitee supe-
rieurement par la valeur 2 pour 0 < n < + co Finalement,
si l'on tient compte que l'on a continuellement majore l'inegalite,

~ u < < 2

La limite superieure — obtenue precedemment est plus

rigoureuse puisqu'elle ne fait pas appel ä une loi de densite mais

par contre trop defavorable comme nous l'avons dejä remarque.

Hypothese d'un noyau central
ET UNE CIRCONSTANCE EXTREME.

Proposons-nous de determiner une limite superieure de

l'expression
1

— I a (t3 — t5) d. p

o

en ne supposant qu'un seul saut de densite pour la valeur t
rendant notre parenthese maximum; ce qui revient ä se placer
dans le cas le plus defavorable. Nous aurions par consequent un

noyau central homogene de densite p0 entoure d'une ecorce

homogene de densite pr
Le maximum de la parenthese a lieu pour la valeur t+

D'apres nos hypotheses, t+ est la valeur de t pour laquelle la
densite subit le saut. Calculons notre densite moyenne intro-
duite dans cq; ce qui donne apres integration

Di (Po — Pi)t1 + Pi •
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Notre inegalite devient alors

En limitant superieurement u, on a

inegalite analogue ä celle du cas le plus defavorable deduit de

la loi de Lipschitz (n—* 0), mais obtenue actuellement sans
introduire la loi des densites.

LES RESULTATS NUMERIQUES.

Les valeurs numeriques auxquelles conduisent les formules
algebriques donnent pour l'inverse d'aplatissement des resul-
tats legerement plus eleves. Le centre de l'intervalle de variation

de l'inverse d'aplatissement parait etre 296,4; le chiffre 297

reste exclu.
En tenant compte des modifications apportees par l'intro-

duction de la constante p de la precession generale, on peut
donner les resultats suivants

avec — u < Hi < 2

7
la limite eleve ä 297,08 la valeur maximum.

Avec trois decimales, nous avons 0,958 < u < 0,965.
g g

Enfin le rapport x — donne lieu ä la double inega-
Oeq.

lite

296 < - < 296,7
a

0,005274 < x < 0,005286

Ces limites de x et de l'inverse d'aplatissement contiennent
les chiffres donnes par Helmert en 1915 et rappeles par M. Wavre
dans son livre k la page 122.
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