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112 SEANCE DU 7 MAI 1942

diminuent progressivement. La souche est pourtant identique,
de méme que son milieu de conservation. Les conditions
culturales requises, suffisantes au début, ne le sont plus et les
exigences du microorganisme semblent avoir augmenté. Pour
parer & cette « dégénérescence », il elt été facile de repiquer
notre souche sur un milieu riche a base de peptones. La souche
serait alors devenue pléomorphe et nous n’aurions pu inoculer
nos milieux d’expérience avec des aleuries. La souche utilisée
devra étre régénérée par un passage sur l'animal. Il serait
d’un grand intérét d’établir en quoi consiste cette dégénéres-
cence et si elle n’est pas liée a des pertes nouvelles et progressives
de pouvoirs de synthése.

Nous exprimons notre reconnaissance au département
scientifique des établissements F. Hoffmann-La Roche & Co.
pour son appui et pour les produits qu’il nous a fait parvenir.
Nous exprimons également nos remerciements a la Fondation
de Giacomi pour l'aide accordée & I'un de nous.

Université de Berne.
Institut et Jardin botaniques.

Rolin Wavre. — La décomposition spectrale des opérateurs
hermitiens.

Dans une note précédente (séance du 19 février 1942) nous
avons introduit les itérés d’un opérateur hermitien A (f)
supposé défini pour tout élément f d’un espace E isomorphe
a l'espace d’Hilbert et a l'espace fonctionnel.

Nous poserons

l0l1 e lr gr = Ar’(go) >

lﬂz HgOHa ng” =1’ ?':'1, 23
On a
0<y<l<.., I[=Imi,
- I 1
» =1 0 < @(g) <y

077 ..

Si l'opérateur est complétement continu l'on a dans tout
E, ® # 0; mais la condition @ £ 0 est plus générale et répond
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a des opérateurs que j’appellerai réguliers, bien qu’ils recou-
vrent une partie de la théorie des équations intégrales singu-
liéres. Les valeurs propres qui lui sont attachées et prises en
valeur absolue forment un ensemble bien ordonné, donc
numérotable au moyen des ordinaux transfinis; nous appelle-
rions volontier, pour cette raison, ces opérateurs des opérateurs
transfinis. Ils n’ont cependant pas-de spectre continu, celui-ci
ne pouvant se présenter que si @ = 0.
Voici quelques lemmes utiles pour la suite:

I.

1.
111.

IV.

VI.

VII.

St @(g,) # 0 les itérés g,, convergent fortement vers
une limite g de E.

Si @ (gy) = O les itérés g, convergent faiblement vers
I'élément zéro.

Sif = ¢ + ¢ les trois nombres [ liés & f, ¢ et { sont
tels qu'aucun n’est supérieur aux deux autres.

Une parenthése indiquant le produit scalaire, on a:
(8, 8) = @(gy) et gy — @(gy) g est orthogonal & g.

Si @ (g,) # 0, la limite g est solution non nulle (vecteur
propre) de ’équation homogéne

A%(g) = BPg .

Si g est un vecteur propre quelconque de E et si A, est
orthogonal & g, tous les itérés A, et la limite forte ou
faible % est orthogonale a g.

o 9 . ¢
Soient N; une suite de valeurs propres distinctes et
§; les vecteurs propres correspondants. Posons:

P = Z a; g , Z | ;> convergente ;
i=1

alors !(p) = borne supérieure des |Ni|. Si la borne
n’est pas atteinte @ () = 0.

Il résulte de VI que pour un opérateur régulier (@ £ 0),
les valeurs propres peuvent étre «bien ordonnées »,
par ordre de grandeur. Elles forment donc une suite
numérotable au moyen des ordinaux transfinis de
la classe 11.
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Ces lemmes précisés, partons d’un élément fz =f de E,
formons [(f) et @ (f) et la fonction limite f, et posons:

f=f=off+f )

puis d’une maniére générale, ce qui définit de nouveaux
a+1,
restes fr':

=)+ . (2)

En vertu du lemme V les f*, vecteurs propres, seront ortho-
gonaux entre eux.

En vertu du lemme IT on a: I*"' <{I* car I* est le [ du premier
membre de (2) et du premier terme du second. Si l'égalité
était vraie on aurait en itérant par A les deux membres de (2):

@ = o) + ol

ce qui n’est possible que si [y ou ly de f*** est nul. L’élément f***
serait donc soit I’élément zéro, soit un antécédent de zéro.
Dans ce cas nous arréterions le procédé a 1’équation faisant
apparaitre un tel élément. Nous poursuivons au contraire
si l'on a

loc+1 < I* .

Les {* diminuent donc constamment. Le procédé sera pour-
sulvi indéfiniment ou méme transfiniment jusqu’a

liml* = 0 .

Comme on a l; <[ on aura également lim [, (f7) = 0.
On aura donc

=D+ hk, A =D FalHiF; (1)

%

si le procédé a été suspendu A est zéro ou un antécédent de
zéro: A (h) = 0.

Sil'opérateur A", pour un entier r, est complétement continu,
on a déja lim " = 0, le procédé ne nécessite pas 'emploi des
ordinaux transfinis, il permet de retrouver le théoréme d’Hilbert-
Schmidt de la théorie classique des équations intégrales.
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Pour les opérateurs réguliers, le procédé transfini peut étre
nécessaire dans de nombreux cas. La seule difficulté réside alors
dans Pobtention d’un élément f° qui n’a pas de précédent
immédiat (nombre de deuxiéme espéce). Nous écrivons alors:

f=2V8)fF+ £, Lmif) =xr, I(f)>>r.

a<pP

Il suffit de montrer que l(ff) < A; s1 non l(]‘f) = A+ &,
k> 0.

I1 existerait, alors, un ordinal v tel que

W <a s et fr= 3 o+

0
y=a <
mais alors en vertu des lemmes IT et VI:

zﬁwgwy<x+§
ce qui est contradictoire. Les [ s’abaissent donc toujours.
D’ou le théoréme suivant: La décomposition spectrale d’un
élément peut se faire pour tout opérateur hermitien régulier
(@ # 0) par simple itération & partir de cet élément et des restes
successifs. S1 Popérateur est complétement continu, les restes
successifs peuvent &tre numérotés au moyen des entiers
ordinaires. S'il est régulier (@ # 0) cette numérotation exige
un ensemble dénombrable d’ordinaux transfinis. En plus ce
procédé n’exige pas la détermination de tous les éléments
propres (fonction fondamentale) mais seulement de ceux qui
interviennent dans la décomposition de I’élément donné.
M. J.-P. Vigier a étendu la méthode exposée dans notre
note précédente au cas des opérateurs hermitiens gauches et
retrouve ainsi les résultats relatifs au noyau symétrique gauche,
ou aux matrices antisymétriques. Il a en plus reconstruit par
cette méthode le théoréme d’Hilbert-Schmidt pour un noyau
continu quelconque, en considérant les opérateurs hermitiens
AA* et A*A,

Nous espérons qu’il pourra exposer ses résultats prochaine-
ment.
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