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UNE METHODE NOUVELLE
DE LA

QUANTIFICATION DES CHAMPS

PAR

E. C. <». STUECKELBEUG
(Avec 6 flg.)

(suite

PARTIE II

La quantification du champ non chargA

§ 7. — La quantification symetriqije
(statistique Bose-Einstein).

La theorie des quanta associe ä toute grandeur physique a

un Operateur hermiteique (que nous designerons par le meme

symbole a).
Deux grandeurs a et b peuvent etre mesurees avec une

precision limitee par les incertitudes Aa et Ab. Celles-ci sont
reliees entre elles par le principe de Heisenberg:

Aa Ab > i I j[a, I (7.1)
4 ' '

Dans le deuxieme membre [a, i](_) est l'operateur anti-
hermiteique defini par la (deuxieme) equation:

[a, 6](±> ab ± ba (7.2)

/ est un Operateur antihermiteique, qui commute avec tous les

autres Operateurs de la theorie. j[a, est ainsi un Operateur
hermiteique. ä est l'esperance mathematique de l'operateur a.
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262 QUANTIFICATION DES CHAMPS

La quantification de notre theorie introduit un Operateur
hermiteique D(~'

[»W4, "(2/)b](_> /D(_)(^, 2/)ab (7-3) 1

qui doit avoir les proprietes suivantes:

1° Satisfaire ä l'equation d'onde par rapport ä (xA) et (yB);
2° Etre antisymetrigue en (xA) et (?/B) (equations (3.13) et

(3.14) pour D(n->);

3° Disparaitre pour des grandes distances spatiales
(R2 >>x-2).

Tandis que les conditions 1° et 2° sont des consequences
mathematiques de la definition (7.3), la condition 3° contient
un argument physique: Elle postule qu'on peut mesurer simul-
tanement u (x)4 et u (y)B avec une precision arbitrairement
grande, si les deux evenements sont situes spatialement et ä

des grandes distances. Cette condition est necessaire parce
qu'une mesure faite a l'evenement x ne peut influencer que
des evenements y qui sont en rapport causal avec x (y situe
temporellement par rapport ä x, soit R2 < 0) et des evenements y
qui sont «spatialement tres pres» de x, soit R2 ~ x"2.

La condition (7.3) aboutit ä la statistique de Bose-Einstein
(BE) pour les quanta associes au champ. Toutes les fonctions
D("~' du § 3 ont les proprietes voulues.

§ 8. — La quantification antisymetrique
(statistique de Fermi-Dirac).

Les grandeurs Ja et T0113 peuvent- etre considerees comme
formees par l'operation

Ja (x) e yaAB U (x x)AB ;

(8.1) 2

T«V) h lim d«(y) ßßAB U (x, y)
x y

1 Cette relation doit etre completee, si uA ^ ma, par

[<, «B](_) D^b et [it+, u;](_) Lab •

2 Ja est ecrit pour des rep. biv. et pour des rep. univ., mais
(8.1) s'applique aussi dans les autres cas avec y et ß interchanges.
(8.1) n'est valable que pour la theorie sans interaction (§6).
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avec ba(y) 5/i)2/a, operant sur une fonction ä deux indices
(double fonction)

u(*>2/)ab u+(x)a u(v)b) • <8-2)

Pour que les lois de conservation soient satisfaites, il suffit de

demander que la double fonction UAB soit solution de l'equation
d'ondes pour (xA) et (yB) (comme l'etait D^'). Le deuxieme
membre de (8.2) est une fonction particuliere de ce type.

L'algebre des grandeurs non commutatives a, b, c et d

contient 1'identite suivante:

[ab cd]'"' + a[b cj'^' d ± [a, c]'^' bd

+ ca[b, d](=F) ± c[a, df^b (8.3)

Si Ton identifie (x)A avec a, u(x)B avec b, u+(y)a avec c

et u(y)TI avec d, (8.3) montre que le commutateur a la forme
(nous supprimons les indices pour ces discussions de 1'ordre
de grandeur)

[U (x x) U (y I/)]'"' j\J(x, y) D'"' (x y) (8.4)

(avec D('' D(~'), si Ton utilise la formule (7.3). Mais l'equation

[u(x)A, u(y)B]{ + > D'" ' (x, y)XB (8.5) 1

amene au meme resultat (8.4) (avec D('' D'+'). Or une
theorie qui est basee sur (8.5) avec un D(+' qui satisfait aux
conditions 1°, 2° 2 et 3° du § 7, donne les memes resultats pour
les incertitudes des densites d'energie et de charge, soit:

AT(ü).AT(y) > \ThdV(x, j,) |

A J (x) A J (y) > | J e D (x y) \

Les densites d'energie ou de la charge ne peuvent etre mesurees

qu'ä une precision AT pres, qui est proportionnelle ä une « den-

1 Voir note de l'equation (7.3) avec [, ]+ a la place de [, ]~.
2 A lire « symetrique » en condition 2°.

«
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site moyenne » T. Si T (x) ~ T (y) ~ T, la relation prend la
forme

L'erreur en pour cent diminue ou si la distance spatiale R2

augmente ou si, pour un R2 donne, | T j (ou | j|) augmente.
Les incertitudes disparaissent pour des grandes distances

spatiales R2»x~2 et pour des densites d'energie (ou de

charge) tres fortes. L'erreur (ou la fluctuation) devient alors

negligeable. Autrement dit, pour une «grande densite de

quanta », la fluctuation de ces densites devient minime.
Ges raisonnements s'appliquent ainsi aux deux lois (7.3) et

(8.5). Mais, en utilisant la loi (7.3), on a introduit le champ itA

comme une grandeur physique, qui peut etre mesuree avec une

precision limitee par (7.1) et (7.3). La loi d'anticommutation

par contre, n'admet jamais une connaissance de u(x)A, meme
ä deux endroits differents. Le champ anticommutatif est

inobservable.

§ 9. — Les seize theories a priori possibles.

En theorie classique, nous avions quatre types de theories

distinctes, qui etaient ä priori possibles. D'ahord itA pouvait
appartenir ä une rep. biv ou ä une rep. univ. Ensuite, nous
avions le choix entre uA nA ou sj ^ ur

Pour des raisons de causalite, nous avons du exclure les

theories qui faisaient correspondre ä l'energie totale une
grandeur Hu negative ou identiquement nulle. II ne restait
de ces quatre theories que celle avec nA eka pour la rep. biv.
et celle avec wA uA pour la rep. univ. ((5.16) et (5.20)).

A ces 2x2 4 possibilites classiques, la theorie des quanta
ajoute l'alternative entre la statistique FD et la statistique BE.
Ensuite, l'existence de deux types de fonctions D(an' ou D(2n+1>

permet de choisir dans chacun de ces 2x4 8 types entre
l'application de D(0) et D(1' L Pour pouvoir choisir entre ces

>
[ e D (x y) |

J
(8.7)

1 Ou D(2n> et D(2«+1) si D(2") DO).
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24 16 types differents, nous avons besoin de deux criteres

physiques:
Le premier critere est celui, dejä existant en theorie classique

soit Hu > 0.

Le deuxieme critere demande que les differences entre les

valeurs propres de Yenergie totale par onde de frequence Jc* cm-1

soient les multiples entiers de hk\:

Hr + constr) ; Nr en tier (9.1)

Pour soumettre ä ces criteres les seize theories, nous consta-

tons que les quantifications FD (8.5) et BE (7.3) ont pour
consequence les deux relations operatorielles cf. (3.9) et (3.13):

S(>c(m-) — x) [<t(|x), a(n')]<jJ ([i/n') (9.2) 1

Par integration sur 1'indice continu p, (cf. (5.3)) et ä la suite
de l'introduction de 1'indice p, cette formule devient avec les

definitions de ar en (5.5):

[Vp <W3(±)
7- p') (9 • 3) 2

p(n:l:) peut toujours etre mis sous la forme (cf. § 5):

0(«±) __ Jn) j _ (9 41 2

P(mp), (m'p') Pm mm' \; I \v-^l
\ PP' /

Dans le cas FD, (9.3) contient une contradiction algebrique
si un seul p£P < 0. La seule possibility est alors uA 0 et
D 0. Dans ce cas toutes les grandeurs disparaissent. D'autre
part, les valeurs propres de la grandeur

4" 1 (amp amq amq ampl ~ j (n) I (9.6)
j Pm j

1 p(n±) est une malrice quelconque qui definit la fonction gene-
rale (3.20).

2 L'indice m, distinct de r, implique un Systeme S (mp/x)A arbi-
traire qui existe aussi si une force yBA est presente.
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sont donnees par:

val. prop. Mm — (9.7)

si p^ > 0 pour tout m. Dans le cas BE, la condition > 0

n'est pas necessaire. On introduit Mm par la definition:

2~(amp + amq)
| (n) |

Mm • (9-8)
I \

Les valeurs propres sont:

val. prop. Mm |, 1 + 1 j + 2 (9.9)

Si les «forces» sont identiquement nulles, toutes les

seize theories (cf. (5.8) et (5.19)) donnent des valeurs propres
ä difference entieres, ou une seule valeur propre, si on pose
D() D(n) et ut =znuA.A A

En effet, l'operation «A e«A ne fait que substituer ± amp

pour amq, parce que p^/p^0 ± 1.

Par contre, si la «force » y(x)BA depend du temps, la matrice
e (3.15) n'est pas diagonale ni dans le Systeme m, n, ou
p(1) est diagonal, ni dans le Systeme p., v ou p(0) est diagonal.
Done (ou a*p) du § 6 est une combinaison lineaire entre

amp (ou aw) et anp (ou avn) qui appartient ä une autre solution

du Systeme (cf. figures 1 ä 4) x. Ceci montre que dans ce cas

general, oü y (x)BA depend du temps, le premier terme de

l'expression (6.15) ou (6.16) (multiplie par /, si l'on a FD) 2

a la forme (9.1) seulement si l'on definit:

"a UA (9.10)

1 Le meme est vrai pour tout autre qui, commutant ou anti-
commutant avec am>p', fournit une matrice p(") /(e) p(°). Une
telle matrice produit les fonctions DAB generates discutees au § 3.

1 1
2 Et un facteur — pour FD ou — pour BE.
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En plus, il faut demontrer que
1

Ip^MP&'I k0>| • (9-11)

On verifiera ((9.17) et suiv., (16.5) et suiv.) que seuls p<0) et
p(1) satisfont ä cette condition. La condition (9.10) exclut les

theories uA ^ uA qui etaient possibles en theorie classique.
Ceci reduit nos seize theories ä huit types seulement.

La non-commutativite des Operateurs «A et uB demande

qu'on remplace la grandeur U(x, i/)AB en (8.1) par U^B' ou u(r>

u(*> y)iV Q)4[«(*)a. m(2/)b](±) <9-12)2

qui sont les deux des Operateurs hermiteiques.
Pour des rep. biv., l'energie totale, formee de ces Operateurs

a la forme (6.15) ou (6.16) (avec a a) multiplie par si

l'on pose U U(~'. Si l'on posait U U(+\ la symetrie des

yaAB n'aurait pour consequence qu'nree seule valeur propre
Hr const.

Analoguement, pour des rep. univ. (6.15) ou (6.16), avec la
Substitution (6.17), represente l'energie totale, si l'on pose
U U(_r). L'identification U U*"1 donne ici le resultat

Ilr const. ^Voir un facteur

Si l'on choisit pour les rep. biv. la loi de BE, il resultera

/ — D(4^ et l'energie totale par onde sera un nombre

donne, c'est-ä-dire, encore une fois, on n'aurait qu'nree seule

valeur propre. II en est de meme pour les rep. univ. avec la loi
de FD(UlB> iDiV').

Done, les seules possibilites qui fournissent une energie par
onde qui peut prendre differentes valeurs propres sont: ou

rep. biv. avec quantification FD ou rep. univ. avec quantification

BE. II nous reste ä choisir les fonetions D(n>. Ne peuvent
intervenir ä la suite de (9.11) que D<0+) pour la rep. biv. et

1 L'indice r se refere ä des ondes planes, tandis que m (ou pt)

denombrent un Systeme de solutions, cf. flg. 1 ä 4.
1 1

2 Le facteur — do it etre remplace par — pour le cas FD.
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D(0_) pour la rep. univ. parce que les deux fonctions D(1t) et
D<1-) n'existent pas dans ces deux cas, cf. § 4. Les seules

theories physiquement possibles parmi les seize possibilites sont:

Tableau I.
Les theories du champ non charge.

< : g statistique fonction D(n)

UK N + I FD D(°-)

uk N BE D<°-)

Pour pouvoir appliquer (9.4) et suivantes, il faut que p(0)

soit diagonal. On doit choisir le Systeme de fonctions p., v

(figures 1 et 2). (9.11) est ainsi satisfait.
Si nous utilisons la relation entre representation et spin, ce

resultat peut etre formule de la maniere suivante: Les quanta
assoeies ä une rep. bio. (rep. univ.) ont un spin demi-entier N + %
(respectivement entier N) et suivent la statistique FD (respective-

ment BE). La fonction invariante est la fonction D^0+)

(respectivement D'0_)).

Elimination de la zero-point energie.

L'utilisation de D(0) nous a amene ä l'expression (6.16).
Les valeurs propres de l'energie sont (2 implique la somme

sur p. et v)1:

a

Le critere 2° est satisfait.
Mais suivant (9.14) et (9.7) (ou (9.9)) une onde ne peut

jamais porter l'energie nulle. On peut remedier ä ce defaut

en defmissant

U(x, 2/)ab U(*. y)AB (9.15)

1 p[i0> Pr0>
< ^ K> etc-' voir note P- 27°-
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oü le signe — (respectivement +) se refert aux rep. biv.
(respectivement univ.). En effet, la fonction D'1-' contribue
ä l'energie totale pour a;4 « 0 (de la rep. biv.) en vertu de sa

definition (3.13) et de (5.7)

U f (dx)s^*limd*(y) D<l->(*, y)AB
* 1 x=y

iw y v P<°> i p«1*-1 i, „k* (9.i6)
4 i _j _Li _^_i n* pp' Fpi.pi "p'p"niu < I

y. p p' p"

Avec (i2)pp" — 8pp„ et 2Spp 2 le terme ajoute enleve
1

un =b en si on peut demontrer que Telement | p^-11 de

la matrice inverse p<1)_1 est egal ä | |_1.

Pour cette demonstration nous evaluons la matrice p(1) pour
les deux fonctions p. et v des figures 1 et 2. On a d'abord

pM /C.Ä /#>. °|.
Les lignes et colonnes de (9.17), (9.18), (9.20) et (9.21) se

referent ä p et v. (Les matrices i et 8pp, sont omises).

La matrice p(1> a la forme (± rep. ):r v r umv.

/(I + 6«) p«1» + aV/\ ab(P<1)±P^)\
P( öt • (9-18)1

2 \ab{p*1' ± p<x>) (1 + 62) p<x) + a*P?y

Cette relation est obtenue par une integration spatio-
temporelle. On a utilise le resultat suivant: « L'integration sur
le demi-espace-temps d'une onde plane donne la moitie de

l'integrale sur l'univers entier, si les contributions ä la limite
a?4 0 sont compensees ».

L'equation
p<°> p(«) &»$> + a'p« (9.19)

qui est une consequence de l'equation de continuity, et
l'identite

(0) (0) __ (1) (1)
"r "r "s '

1 Pour la definition de a et &, voir note p. 220 et les fig. 1 et 2.
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qui est une consequence de (5.11) et (5.13), donnent ä p(1) la
forme:

/Pp«, ajp«\
p(1) (9.20)

Up*1»

L'inverse de cette matrice est

P(1M I (9.21)
1 p(1>-i p(D-i(
6 Ps ' Ps /

Ainsi on a p^ 1 pj.1' x; p**' 1 p^ 1. L'energie ajoutee

par D(1_) en (9.15) vaut

(9-22>

Comme pj.1' change de signe avec k*, tandis que p£0) garde
son signe, on a

(")
h V \kiInH„ K + Ho A 2 K (M, + ^ jj V I IL

11

(9.23) 1

1 K
val. prop. Nu — + t Mu 0, 1 (9.23 a)

2 UÜ

L'energie est ainsi toujours positive ou nulle. La contribution
a la valeur propre d'une onde plane prend les valeurs postulees
dans le critere 2°.

Pour la rep. univ., les considerations sont les memes. On ri'a
qu'ä remplacer y4 par ß4 et D(1^' par D(lr) dans le premier
membre de (9.16). Le deuxieme membre reste alors, au signe

1 La somme sur p. est ä effectuer sur tous les ix et v des flg. 1 et 2.

Alors k* k* > 0 pour u. a et k* k* < 0 pour p v.
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pres, le meme, ce qui nous amene ä (9.22) change de signe.

L'energie a la forme

D(°)

Hu H;-H0 •

11
I Ppt I n

(9.24) 1

val. propr. M(i — i 0, 1, 2, (9.24 a)

On verifie que la charge totale eu est nulle dans les deux cas

(rep. biv. et rep. univ.).
Ceci nous amene ä la

§ 9a. — Conclusion.

La quantification du champ non charge est uniquement
determinee, si on demande que les valeurs propres de l'energie

par onde plane soient des multiples entiers et positifs ou nuls

(NjJ de A | A, |. Les rep. biv. ont des quanta satisfaisant ä la

statistique de FD(NJi 0,1). Ceux de la rep. univ. obeissent

a la statistique de BE(N|i 0, 1, 2

La charge portee par une ou par plusieurs ondes est toujours
nulle.

(ä suivre)
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