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Jean Piaget. — Les groupements de la classification complete
et de V addition des relations symetriques.

Soit un Systeme de classes Ax + E^; Bx + C^;

etc. groupees selon le principe de la classification « simple » 1.

II est possible, si les classes A^; B^; C/ contiennent les elements

suffisants, de retrouver en A' des classes d'ordre A (dont il
existe au moins A2); en B^ des classes d'ordre A, A' et B (dont
au moins B2); en C' des classes d'ordre A, A', B, B' et C (dont C2):

il y aura en ce cas classification «complete». Les classes A2;
B2; C2 existent toujours, mais peuvent etre singulieres,
auquel cas B2; C2; etc. ne sauraient etre subdividees elles-

memes. On peut alors construire un nouveau groupement, dont
l'operation directe est la «substitution complementaire » ou
« vicariance » (cf. loc. cit.): Ax + A' A2 + A^ oü A2 est une
classe incluse en A^ et oü A^ inclut A, (avec pour cas limite
Ax A2 et A2 AjJ. On a done A2 + A^ Bx.

Theoreme VIII. — Les substitutions complementaires ou
vicariances effectuees ä l'interieur d'une classification «complete

» forment un groupement.
En eilet, deux vicariances sont encore une vicariance,

puisque (Ax + At A2 -j- As) + (Bx + Bt B2 + B2)

(Ax + A^ + B^ B2 + B2) et si B2 Ax + Ax, alors

(Ax + Ai + Bj Ax + Ax + Bä); etc.
L'operation directe est l'addition d'une equation de type

(Ax + A^ A2 + A'j; l'operation inverse est la soustraction

1 Jean Piaget, Le röte de la tautologie dans la composition additive
des classes et des ensembles. C. R. seances Soc. Phys. et Hist. nat.
Geneve, 58, 102, 1941.

Le groupement additif des classes. C. R. seances Soc. Phys. et Hist,
nat. Geneve, 58, 107, 1941.

Le groupement additif des relations asymetriques (seriation qualitative)

et ses rapports avec le groupement additif des classes. C. R. seances
Soc. Phys. et Hist. nat. Geneve, 58, 121, 1941.

Sur les rapports entre les groupements additifs des classes et des

relations asymetriques et le groupe additif des nombres entiers. C. R.
seances Soc. Phys. et Hist. nat. Geneve, 58, 125, 1941.

C. R. Soc. phys. Genfcve, vol. 58, 1041. 10
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de l'equation; l'identique generale est 0 + 0 0 + 0 et les

identiques speciales l'addition d'une equation ä elle-meme

(tautologie) ou ä une equation d'ordre superieur (resorption).
L'associativite est immediate pour les suites homogenes et
«mediate » pour les suites heterogenes.

Les regies de calcul sont les memes que pour l'addition
simple des classes, mais le calcul comporte les complications et

plus que Ax se resorbe en et A2 en A^ et que A^ et A^ ne sont

pas tautologiques Fun par rapport ä l'autre; etc.

La « classification complete ». — II va de soi que l'on peut
joindre au groupement precedent les operations additives du

groupement de la classification « simple ». On a alors un
groupement general de la classification « complete », dont ces deux

groupements constituent des « sous-groupements ».

Les relations symetriques. — L'une des utilites de ce groupement

general est qu'il permet de construire un prototype des

systemes de relations symetriques. Celles-ci constituent, en

effet, lorsqu'elles sont positives, les relations d'equivalence
existant: 1° soit entre deux termes co-inclus dans la meme
classe, 2° soit entre deux termes ä la fois non co-inclus dans une
classe determinee et co-inclus dans la classe d'ordre superieur
ä la premiere. Or la « vicariance », propre au groupement precedent,

permet precisement de composer entre elles les relations
de ce second type

Hypotheses. — Si A est une classe (par exemple les fils d'un
meme pere) et que oq et oc2 lui appartiennent tous deux, on a

a beoq -<—» a2; on a de meme oq -<—> ßx; oq yx; etc... si oq et ßl7

etc. appartiennent ä la meme classe B (par exemple les petits-

fils d'un meme grand-pere), C, etc... Nous attribuons ä oq JL
oq

le sens « oq est le meme individu que lui-meme ». Nous pouvons
0'

d'autre part conferer une signification aux relations: oq a2
a

(par exemple si et a2 ont le meme pere, >«—, mais ne sont pas
0 0'a'identiques, «—>, alors ils sont freres *-»); ax a2 (par exemple
i A

k i A a
si aj et a2 ont le meme grand-pere mais pas le meme pere

a'
alors ils sont cousms-germams *«->); etc... (nous excluons
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naturellement par hypothese les parentes par alliances). Nous
a a'

devons, enfin, poser les relations oc «—> ß; oc «— ß, etc.; par
exemple « a n'a pas le meme pere que ß », « oc n'est pas le cousin-

germain de ß », etc. II va de soi que ces relations ne sont pas

les inverses de •*-»; etc..., puisque appliquees aux memes

termes, elles seraient contradictoires: ce sont simplement
d'autres relations symetriques, qui marquent la non-co-
inclusion.

Definitions. — Nous appellerons «relations d'equivalence
a b

positive» les relations etc., qui sont symetriques,
o

transitives et reflexives (avec pour cas limite l'identite -*—).

Nous avons dejä rencontre precedemment (cf. loc. cit.) les

equivalences entre les classes elles-memes (A JL A'). Nous
°'

appellerons «alterites positives » les relations du type -<—>;

a'
etc... qui sont symetriques mais intransitives et irre-

a
flexives. Les relations > seront dites « equivalences negatives »

a'
(symetriques, intransitives et irreflexives) et «alterites
negatives» (symetriques intransitives et reflexives). Enfin,
nous appellerons produit additif de deux relations symetriques
entre trois termes a, ß et y la relation symetrique de l'ordre le

plus faible determine entre a et y par les relations donnees

entre a et ß et entre ß et y, soit (a ß + ß -<—> y a y).
On peut aussi additionner les relations symetriques donnees

entre deux memes termes (a > ß + a ß) et, ä la limite,
les relations reflexives (a <—> a + a a)

Theoreme IX. — Toutes les equations vraies portant sur un
Systeme de relations symetriques d'equivalence et d'alterite
positives et negatives forment un groupement.

En effet, vingt types de composition sont possibles en asso-

ciant deux ä deux les quatre relations d'equivalence et d'alterite
positives et negatives reliant entre eux soit trois termes, soit
deux memes termes On constate d'abord que le produit de

deux relations d'equivalence positive entre trois termes est
celle d'ordre superieur (nous n'ecrirons pour simplifier que les
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relations elles-memes sans designer leurs termes, par exemple
a a a

a + a a signifiera a-<—»ß + ß-<—»y a*->y) Exemple:
a + a a; b + b b\ a 4- b ft; b + c c; etc...

La raison est est que si et a2 appartiennent ä une meme
classe (par exemple ä A) et si <x2 et ß co-appartiennent ä une

autre classe (par exemple B) tous trois appartiendront ä la plus
grande de ces deux classes, puisque la plus petite est alors

necessairement emboitee en eile. En second lieu, le produit
d'une alterite et d'une equivalence (ou l'inverse) positives
entre trois termes est celle des deux relations qui est d'ordre

superieur. Exemples:

a + a' a' ; a + b' b' ; etc.

et b + a' b ; c + a' c; c + b' c ; etc.

En effet, la relation d'equivalence exprime que deux des

trois individus appartiennent ä une classe commune X. Si

l'un de ces deux individus est en relation d'alterite avec le

troisieme qui appartient ä une classe Y non incluse en X alors
l'autre Test aussi, d'oü r + r' r' si r' > r. Si au contraire Y
est incluse en X, alors tous les trois appartiennent ä X, d'oü

r + r' r si / < r. En troisieme lieu, le produit de deux
alterites positives entre trois termes est celle d'ordre superieur
si elles sont d'ordre different ou bien est l'equivalence d'ordre
immediatement superieur aux deux alterites si celles-ci sont
de meme ordre. Exemples:

0' + a' a' ; a' + b' b' ; etc... et a' + 0'

a' ; c' + b' c' ; etc...

et 0' + 0' a ; a' + a' b ; b' + b' c ; etc...

En effet, quand les alterites sont d'ordre different, les deux
termes relies par l'alterite d'ordre inferieur, par exemple
0' + a' a' sont equivalents dans la classe d'ordre
immediatement superieur ä l'ordre de cette alterite, ce qui nous
ramene au cas de la composition entre une equivalence et une
alterite. Lorsque, au contraire, les alterites sont de meme ordre,
la composition ne peut plus reposer sur la tautologie et la resorp-
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tion des classes correspondantes, comme les symetries prece-
dentes, puisqu'elle exprime alors la vicariance de ces classes.

Soit, par exemple a! + a! b: la premiere de ces deux alterites

constitue la relation entre A-l et et la seconde entre A2

et A^; or, comme A' + A' B, le produit a' + a' ne saurait
etre que b (par exemple le cousin-germain paternel de mon
cousin-germain paternel a le meme grand-pere que moi, qu'il
soit mon cousin-germain, mon frere ou moi-meme).

II est done evident que toutes les compositions entre
equivalences et alterites positives derivent sans plus des tautologies,
resorptions et vicariances des classes correspondant ä ces
relations. Quant aux equivalences et alterites negatives, on constate
d'abord que la composition d'une equivalence positive avec une
equivalence ou une alterite negative entre deux memes termes

oq et oc2 derive de la soustraction des classes correspondantes.
Exemple:

b + a a' ; b + a' a ; c + b b' ; etc.

En effet, si oq et ß2 appartiennent ä la meme classe B mais

pas ä la meme classe A ils sont etc.
Enfin le produit de deux equivalences ou alterites negatives

entre trois termes sera:

a + a z ; a' + a' z ; etc.

et a + b z ; V + a' z ; etc.

equations qui traduisent, si Z est la classe la plus generale du

Systeme envisage, les vicariances (Z — Aj^ + Z — A2 Z),
etc.

Cela etant, il est clair que les equations exprimant ces
operations constituent un groupement, le produit de deux
relations symetriques etant toujours une relation symetrique
composee selon l'un des principes exposes precedemment.
L'operation directe sera l'addition d'une equation vraie. Par

exemple:

/a a' a' \
(z *-+y + y+->.s X <->- s) +

/ a' b' b' \ b' \+ \x > s + s *r-S- t r <—> t) (a t)
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L'operation inverse est, comme dans le groupement des

relations asymetriques, l'addition de l'equation formee des

relations converses, l'ordre des relations etant alors lui-meme
inverse. Or la converse de

x -s^> y est y x que 1'on pourrait ecrire: — (a: y)

L'identique generale, produit des operations directe et
0 a a 0

inverse est la relation soit (x y + y «—»• x) (x x).
Par exemple:

(a a' a' \^ y + y *—* s — x <—> sj +

fa' a' a \ f 0 \
+ * x — s <--> y + y <—* xj [x x)

a a
Les identiques speciales sont la tautologie (x <—» y + x <—» y

a abb— x -«—» y) et la resorption (x «—> y + x y x * y).
Quant ä l'associativite, elle est, comme dans tous les groupe-
ments, immediate dans les suites homogenes et mediate dans

les suites heterogenes.

Jean Piaget. — Les groupements de la multiplication bi-

univoque des classes et de celle des relations.

Nous aimerions chercher en cette note, ä quelles conditions
les « multiplications logiques » (A X B AB, oü AB designe
la «partie commune » a A et ä B) peuvent etre ordonnees en
« groupements » logistiques.

Hypotheses. — Soit A1 une classe donnee: multiplier Z par Ax
consiste ä trouver la classe ZAa contenant tous les individus
qui sont ä la fois Z et Av Supposons que tous les Aj soient des Z

mais sans que la reciproque soit vraie: il existe alors une classe

ZA'x contenant tous les Z qui ne sont pas des Ax. D'oü

ZAj -)- ZAt ZBV Tous les Z sont alors Bj^ et reciproquement.
Soit maintenant une autre classe B2 telle qu'on ait aussi
Z X B2 ZA2 + ZA2. Multiplier Bx par B2 consistera, selon

ce meme principe, ä associer chaque classe de Bj ä chaque
classe de B2, d'oü Bx X B2 AjA2 + AjA^ + A^A2 + A^A2
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