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On constate alors que, tandis que le glucose, retenu par la
membrane, occasionne une pression osmotique et provoque
un appel d’eau par osmose, 'urée, qui peut diffuser, n’agit
pas de la méme fagon.

D’autre part, il est surprenant de constater que le passage
de I'eau sous I'effet de la pression hydrostatique et celui dia a la
pression osmotique ne sont nullement comparables. Pour expli-
quer ce phénomeéne, on devrait peut-étre envisager que la
membrane présente en quelque sorte des fuites, c’est-a-dire
qu'une partie seulement des pores seraient devenus semi-
perméables, tandis que les autres laisseraient écouler la solu-
tion.

Jean Piaget. — Le rile de la tautologre dans la composition
additive des classes et des ensembles.

On sait qu’une classe (ou qu’un ensemble) réunie a elle-méme
donne la méme classe A + A = A, I'algébre des classes igno-
rant l'itération A + A = 2A. Nous nous proposons ici de
chercher a quelles conditions on peut composer un systéme
de classes emboitées en conciliant cette tautologie avec les
opérations algébriques générales 1.

Hypothéses. — Soient A, A’, B, B, ... des classes d’objets in-
dividuels. A équivaut & 4+ A dans le sens trés général de
«je pose A» Nous conférons un sens & — A: «je me prive
de A». Nous écrirons provisoirement A + A = 2A dans le
sens de «j’exécute deux fois I'action de poser A»; et — A — A
= — 2A: «j’exécute deux fois I'action de me priver de A ».
Puis nous écrivons des équations initiales (de définition):

B=A+A; C=B+B; D=C4+0C; ..;
LZ=Y+Y; ... (0)

Opérations I. — Ces équations peuvent d’abord se préter
aux opérations algébriques générales telles que I’addition

1 Nous tenons & remercier notre collegue et ami R. Wavre pour
ses indications qui nous ont été précieuses.
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membre & membre, le changement de signe — B = — A — A’;
le passage d’'un terme dans I’autre membre avec changement
de signe et la substitution d’un terme & d’autres de valeur
égale (par exemple B est substituable 8 A + A’ et réciproque-
ment; A est substituable & B — A’ et réciproquement, etc).
Aux équations (0) on peut toujours joindre les identités:

A=A e A—A=0. (0)

Alors toute I’équation déduite par les procédés I des équa-
~ tions (0) et (0") sera vraie algébriquement. Exemples:

B+D—A+A—Y+Y .. =B 4. +Z—Y + ... (1)

et aussi:
B+2A =38C+..—Y+ ... (2)

La lecture dans le sens logique n’est pas immédiate a cause
de 2A; 3C; etc... Nous introduisons alors les opérations sui-
vantes:

Opérations II. — Ce sont la tautologie A + A = A donc
2A = A et la résorption B + A = B. La signification en est:
« Une deuxiéme opération de poser A n’ajoute rien a la pre-
miére » et « S1 B contient déja A, 'action de poser encore A
n’ajoute rien a celle de poser B »,

Mais les opérations Il ne peuvent étre appliquées indifférem-
ment & des termes isolés des équations (1) et (2) sans donner
lien - & des absurdités algébriques et a des contradictions
logiques:

(¢) Exemple: B — A + A = A’ 4+ A donnerait B — A
= A+ A" ou A’ = A" + A, cest-a-dire A’ = B, ce qui est
absurde.

Il s’agit donc de préciser a quelles conditions les opérations 11
sont compatibles avec les opérations I.

Définition. — Nous appellerons «suite homogéne» toute
suite (de type 1 et 2) composée uniquement d’équations (0)
et (0).
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Théoréme I. — (a) Les suites homogénes (de signes quel-
conques) admettent la résorption logique et son cas limite la
tautologie (opérations II) aussi bien que les opérations I, et
cela quel que soit 'ordre dans lequel on les effectue les unes
par rapport aux autres, pourvu que chaque résorption porte,
non pas sur un terme isolé, mais sur une équation (0) ou (0'),
c’est-a-dire pourvu que les termes résorbés soient chaque fois
de valeur équivalente dans les deux membres de la suite.

(b) Les équations (1) et (2) perdent alors leur sens algébrique
général et acquiérent une vérité logique simple.

a) En effet, les éléments figurant dans le premier membre
figureront dans le second, car ils ont toujours été introduits ou
retranchés en méme temps, soit en ajoutant des équations (0)
ou en les retranchant, soit en faisant usage des identités (0'),
ou encore en transférant un terme dans I’autre membre, ce qui
revient a ajouter ou a enlever A aux deux membres. 1l en est
de méme dans la simplification A — A = 0, ou I'on n’ajoute
ni ne retranche aucun élément nouveau. Les éléments peuvent
figurer plusieurs fois dans chaque membre de (1) et de (2), mais
a chaque adjonction dans un membre correspond une adjone-
tion de méme valeur dans ’autre (de méme pour chaque retran-
chement). Par conséquent la classe totale des éléments intro-
duits dans chaque membre est la méme. Les équations (1)
et (2) sont donc logiquement exactes et se laisseront lire avec
la convention de la tautologie et de la résorption, mais a la
condition suivante: il faut, et il suffit, que lors de chaque
résorption, les termes résorbés soient de valeur égale dans les
deux membres de I’équation.

En effet, puisqu’une suite homogéne est composée unique-
ment d’équations (0) et (0') chaque terme de la suite corres-
pond, soit & un terme de signe inverse dans le méme membre
(A — A) ou de méme signe dans l’autre membre (A = A),
soit & un terme complémentaire et disjoint de méme signe
(A" pour A, dans le méme membre), avec lequel il compose un
terme supérieur dans Pautre membre (A" + A = B), ou de
signe contraire (+ A’ pour — A), dans Pautre membre, s§’il
est lui-méme retranché du terme supérieur (B — A = A’). Par



SEANCE pU 20 MARrs 1941 105

conséquent la résorption d’'un terme T (par exemple T = B)
dans un membre de la suite conduira & un résultat absurde, si
un ou plusieurs termes de méme valeur totale (par exemple B
ou A + A" ou C— B’) ne sont pas eux aussi résorbés dans
Pautre membre, et cela toutes les fois que T peut par ailleurs
étre simplifié avec un autre terme, ou soustrait & un terme
d’ordre supérieur (dans le méme membre), ou encore lorsque
I’on peut soustraire & T un terme d’ordre inférieur (par exemple
s1 T=DB et que — A ou — A’ se trouvent dans le méme
membre). Par contre, si les résorptions sont chaque fois de
valeur égale dans les deux membres, elles ne peuvent conduire
4 aucune contradiction: en effet, elles équivalent alors algé-
briquement a une simplification portant sur les deux membres,
bien que leur sens logique soit différent, la simplification reve-
nant & soustraire sans plus une équation d’ordre (0) ou (0)
(par exemple B = B), et la résorption a la négliger et cela
parce qu’elle a déja été écrite sous la méme forme (B = B) ou
- sous une forme plus forte (par exemple C = C).

b) est évident, puisque algébriquement on a (A = A)
+ (A = A) = (2A = 2A) tandis que logiquement on a
A=4)+(A=4)=@A=A)

(B) Exemple: (A + A'=B)+ A =A)=A"+A+ A
= B + A). Si Pon tautifie seulement les deux A du premier
membre, on a A" + A = B + A. Si 'on simplifie alors, on a
A" = B, qui est absurde. Par contre, si 'on tautifie A dans

chaque membre on a A" + A = B comme si I'on simplifie
avant de tautifier.

Corollaire. — Les suites homogénes composées les unes
avec les autres par addition membre & membre demeurent
homogeénes. :

En effet, si I’on applique les régles découlant du théoréme I,
les produits ne contiendront jamais que des équations d’ordre (0)
et (0') et seront donc homogénes.

Remarque. — Si I'on préfére résorber des termes isolés, on
peut remplacer I’énoncé du théoréme I par I’énoncé suivant,
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qui lui est entiérement équivalent. Théoréme Ibis: 1° Les suites
homogénes de méme signe (tous + ou tous —) admettent la
résorption et la tautologie a condition que celles-ci soient
poussées au maximum avant ou aprés toutes simplifications;
20 dans les suites homogénes de signes mélangés, il suffit pour
éviter les contradictions d’effectuer au préalable toutes les
simplifications possibles dans un méme membre (par exemple
B — A simplifiés en A’ ou — B 4+ A en — A’): le résidu ainsi
obtenu peut alors étre soumis, mais au maximum, aux résorp-
tions avant ou apres les simplifications d’un membre a I’autre.

En effet: 1° la condition de résorption maximum équivaut
a la condition énoncée par le théoréme I de I’égalité de valeur
des termes a résorber dans les deux membres, puisque la valeur
totale des termes & résorber dans un membre équivaut néces-
sairement, en une suite homogéne de mémes signes, a celle des
termes a résorber dans I’autre membre Quant a la condition
d’ordre qui prescrit d’effectuer ces résorptions maximum avant
ou aprés toutes simplifications, elle revient simplement a éviter
que les résorptions soient arrétées a mi-chemin et par consé-
quent plus poussées dans un membre de la suite que dans
lautre (voir exemple f3).

20 Dans les suites homogénes de signes mélangés, la simpli-
fication dans un méme membre s’impose au préalable, en vertu
de cette méme raison qu’il faut une résorption compléte pour
aboutir a I’égalité finale des valeurs résorbées dans les deux
membres: or, lorsque les signes sont mélangés, deux termes qui
seralent & résorber dans le méme membre (par exemple A + A)
ne le sont plus si le second seul a passé dans 'autre membre
en changeant de signe (— A).

L’énoncé I bis est donc équivalent & I’énoncé 1 du théoréme
que nous venons de démontrer, mais il est moins clair parce
que la signification des conditions d’ordre qu’il requiert n’appa-
rait pas immédiatement: or, elle revient précisément a exiger
I’égalité de valeur des termes a résorber dans les deux membres.

Définitions. — Passons maintenant aux « suites hétérogeénes ».
Nous appellerons «équation tautologique» une équation de
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forme A + A=A ou A 4+ B =B Une suite homogéne
résulte donc de I’addition membre 4 membre d’équations non
tautologiques puisqu’elle est composée exclusivement d’équa-
tions (0) et (0"). Nous appellerons «suite hétérogéne» une
suite résultant de l'addition membre 4 membre d’équations
dont une au moins est tautologique.

Théoréeme I1. — Les suites hétérogénes ne peuvent pas tou-
jours étre réduites sans contradictions ni par résorptions ni par
simplifications tant qu’elles sont de signes contraires. Par
contre, les termes une fois changés de membre de facon a
rendre les signes tous + ou tous —, il suffit de résorber au
maximum pour transformer de telles suites en suites homogeénes.

En effet, les suites hétérogénes comportent par définition
dans I'un des deux membres des termes qui ne figurent
pas le méme nombre de fois dans l’autre. Si 'on simplifie
avant de tautifier, on isolera donc des termes sans correspon-
dants, et il y aura contradiction & les composer ensuite (par
exemple A 4+ A = A donnerait A == 0 par simplification). Si,
d’autre part, en des suites hétérogénes de signe contraire, on
résorbe avant de simplifier, on laisse aussi sans correspondants
des termes isolés, et cela pour la méme raison. Par exemple
A=A4+A)+A—A=0)=A+A—A=A+A) (X
I'on tautifie, on a A — A = A qui est absurde.) Par contre, en
uniformisant les signes, on obtient des suites dont les termes,
une fois résorbés au maximum, cessent d’étre tautologiques et
ne sont donc plus formés que d’équations (0) et (0’), ce qui nous
rameéne au cas du théoréme I.

Jean Piaget. — Le groupement additif des classes.

Les deux théorémes établis dans la communication précé-
dente permettent de définir une notion qui nous parait utile
en logistique et dans ses applications & la psychologie de la
pensée: celle de « groupement », qui constitue I’équivalent, sur

1 L’équation A + A = A + A n’est pas tautologique en ce
sens, puisqu’elle résulte de ’addition de deux équations (0’) de
forme A = A,



	Le rôle de la tautologie dans la composition additive des classes et des ensembles

