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82 SEANCE DU 6 MARs 1941

Paul Rossier. — Sur les courbes anallagmatiques et circulaires.

Rappelons que I'on appelle. anallagmatique une courbe- qui
se transforme en elle-méme dans une inversion; les courbes
circulaires sont celles dont tous les points a l'infini sont réunis
aux points cycliques.

Darboux ! a montré que 'on engendre les courbes anallag-
matiques par la transformation suivante. Soit ¢ le cercle par
rapport auquel la courbe se reproduit par inversion, cercle
appelé cercle d’anallagmatie. Construisons la polaire = par
rapport & ¢ d'un point X; tracons le cercle orthogonal & ¢ et
passant par les deux intersections de c et x; les transformés X' et
X" de X sont les deux intersections de ce cercle orthogonal et
du rayon du cercle ¢ passant par X. Si X décrit une courbe
d’ordre n ne passant pas par le centre de ¢, X’ et X" décrivent
une courbe anallagmatique d’ordre 2n et qui a les points cycli-
ques pour points multiples d’ordre »n chacun.

Dans le cas particulier ou le lieu de X est une conique, la
transformation donne les cycliques. Ces courbes sont d’ordre
quatre et bicirculaires. On démontre 2 que toute courbe circu-
laire d’ordre quatre est une cyclique.

Nous nous proposons de montrer que dés que I'ordre atteint
cing, cette propriété n’est plus vraie et que les courbes circu-
laires ne sont alors généralement pas anallagmatiques.

Considérons une courbe d’ordre 2n possédant en chacun des
points cycliques un point d’ordre n. Donner un point d’ordre &
d’une courbe, c¢’est donner & (k 4 1)/2 conditions, soit n (n 4 1)
dans notre cas particulier. Pour déterminer une courbe d’ordre
2n, il faut 2n (2n+ 3)/2 conditions. Les courbes circulaires
d’ordre 2n constituent donc une variété & n* 4 2n dimensions.

Une courbe anallagmatique d’ordre 2n est engendrée par
la transformation de Darboux effectuée sur une courbe d’ordre n,
elle-méme déterminée par n (n + 3)/2 conditions. Comme il

1 G. DarBOUX, Principes de géométrie analytique, p. 484.
2 G. Loria, Spezielle ebene Kurven I, p. 120. '
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faut trois conditions pour déterminer un cercle, les courbes
anallagmatiques d’ordre 2r constituent une variété a

3 + n(rn + 3)/2 conditions .
Les deux variétés ne sont confondues que si

n(n + 3)

gt} = 3 + ——

=nn+2) =0

La seule racine positive de cette équation est n = 2. Les cycli-
ques sont donc les seules courbes pour lesquelles la condition
de circularité implique celle d’anallagmatie. Dés que I'on a a
faire 4 des courbes d’ordre supérieur, la variété des courbes
circulaires est plus étendue que celle des courbes anallagma-
tiques.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé pair I’ordre de
la courbe circulaire considérée. On passe facilement au cas
impair en considérant I’anallagmatique et la courbe circulaire
précédentes comme dégénérées et composées d’une courbe
d’ordre impair et de la droite & 'infini. Cependant la démons-
tration précédente est applicable au cas de l'ordre impair
comme suit.

L’anallagmatique d’ordre 2n—1 est engendrée par une
courbe d’ordre n passant par le centre de I'inversion considérée.
Le cercle d’inversion ne posséde alors plus que deux degrés
de liberté et les anallagmatiques d’ordres 2n + 1 constituent
une variété a 2 4+ n (n + 3)/2 dimensions.

La courbe circulaire d’ordre 2n — 1 a aux points cycliques
deux points d’ordre n — 1. Cela correspond a n (n — 1) condi-
tions sur les (2n — 1) (2n + 2)/2 qui sont nécessaires pour
déterminer la courbe. Ces courbes circulaires constituent donc
une variété a n® -+ 2n — 1 dimensions.

La comparaison des degrés des deux variétés conduit a la
méme équation que plus haut.

Le cas n =1 semble conduire & un paradoxe: la courbe
anallagmatique correspondante est le cercle, ou la droite si
la droite donnée passe par le centre d’anallagmatie. Excluons
ce dernier cas qui se raméne immédiatement au précédent en
considérant un cercle composé d’une droite et de la droite a
Pinfini.
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Le plan contient une triple variété de cercles qui peuvent
servir de cercles d’anallagmatie aux droites, en nombre double-
ment infini, du plan. Cela constitue une variété a cinq dimen-
sions, alors que les courbes anallagmatiques d’ordre deux sont
des cercles en nombre triplement infini et non quintuplement.
La contradiction disparait si I'on remarque que chaque cercle
est anallagmatique d’une double infinité de manieres, puisqu’il
existe une double infinité de cercles orthogonaux a un cercle
donné. '

Paul Rossier. — Sur une régle pratique de dessin géométrique.

A la suite de Wiener 1, on cite souvent 2 la régle suivante
de dessin géométrique: D'intersection I de deux droites est
d’autant mieux déterminée que ces droites sont elles-mémes
données par des points plus rapprochés de I.

Cette régle est inexacte.

Pratiquement, un point est représenté par une petite surface
dont nous admettrons qu’elle est circulaire et dont le diamétre 8
est de I'ordre du ou des dixiémes de millimétre. Une droite
tracée par deux points A et B est pratiquement contenue &
Pintérieur de la figure limités par les deux paires de droites
suivantes: les tangentes extérieures aux deux cercles images
de A et B; les tangentes intérieures a ces cercles.

Entre A et B, cette figure est pratiquement un rectangle
de largeur 3; nous qualifierons d’interpolée cette région.

A Dextérieur du segment AB, dans les deux régions que
nous appellerons extrapolées, la figure se compose de deux
droites formant un angle £ d’autant plus petit que les points
A et B sont plus éloignés. On a pratiquement

_ 23
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1 Darstellende Geometrie, 1.
2 ApLER, Geometrische Konstruktionen; THIEME, Grundlehren der
Mathematik, 11, 1: Die Elemente der Geometrie.



	Sur les courbes anallagmatiques et circulaires

