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Determination du potentiel detraction

a I'exterieur d un astro par la pesanteur a sa surface

PAR

Pierre DIVJE
Professeur ä la Facultü des Sciences de Clermont-Ferrand.

On connalt le theoreme classique de Stokes en Mecanique
celeste 1.

Lorsque la surface libre d'une planete est orthogonale au

champ de la pesanteur, le potentiel de l'attraction qu'elle
exerce sur un point exterieur ne depend que de sa masse

totale, de sa vitesse de rotation et de la forme geometrique de

sa surface.
Ce theoreme qui, primitivement, ne s'appliquait qu'aux

astres tournant en bloc a ete etendu par M. R. Wavre aux
astres fluides animes de rotations interieures barotropes —
dans lesquels le champ de la pesanteur est encore orthogonal ä

la famille des surfaces d'egale densite 2
—, puis, par nous, aux

astres fluides doues de rotations permanentes quelconques,
barotropes ou baroclines, independamment de toute hypothese
restrictive sur la disposition relative, des lignes de force de la
pesanteur et des couches ä densite constante interieures. Enfm,
un peu plus tard, M. Wavre est parvenu ä une proposition,
plus generale encore, qui s'applique ä une masse fluide animee
de mouvements tout ä fait quelconques 3.

1 Cf. Tisserand, Mecanique celeste, t,. II, 1891, p. 324.
2 Cf. R. Wavre, C. R., 184, 1927, p. 277 et C. R., 185, $27,

p. 1113.
3 Cf. R. Wavre, C. R., t. 194, 1932, p. 1447. i
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Dans notre these (Rotations internes des astres fluides, p. 36)

nous avons enonce le theoreme suivant qui peut etre rapproche
du theoreme de Stokes generalise, mais qui ne saurait etre
confondu avec lui:

Lorsque la surface d'un astre fluide, tournant en bloc ou
anime de rotations internes, barotropes ou baroclines, Supporte
une pression constante, le potentiel de Vattraction, ä Vexterieur
de cet astre, ne depend que de la forme geometrique de sa surface
et de Vintensite de la pesanteur superficielle.

Comme le theoreme de Stokes, cette proposition indique que
la connaissance du champ d'attraction exterieur d'un astre

n'exige pas Celle de la repartition des masses interieures qui le

produisent. Elle montre, en plus, qu'il n'est pas necessaire de

connaitre la masse totale de l'astre, ni d'avoir recours ä des

reperes exterieurs — qui permettraient de mesurer directement
sa vitesse de rotation dans l'espace, — pour determiner son

potentiel exterieur. Des operations geodesiques superficielles
d'arpentage et de gravite suffisent, en principe, ä donner tous
les elements du calcul de ce potentiel. L'action de la Terre, dans

tout son champ exterieur, pourrait nous etre connue, meme si

d'epais nuages la recouvraient et masquaient completement
l'Univers stellaire.

Nous allons donner une demonstration simple de l'unicite du

potentiel exterieur d'un astre quand on donne seulement la
forme de sa surface et la valeur de la pesanteur ge en chacun
de ses points.

Exprimons qu'en un point P„ de cette surface l'acceleration
de la pesanteur ge est egale ä la somme des projections sur la

normale des vecteurs representant l'attraction des masses et
la force centrifuge, on a:

ou U est le potentiel exterieur etudie;
dn, un element de la normale exterieure en Pe;

coe, la vitesse de rotation sur le parallele de Pe;

I la distance de Pe ä Taxe de rotation Os;

<
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l'indice e affectant, d'une fagon generale, les grandeurs consi-
derees sur la surface Se 1.

Or, pour toutes les rotations permanentes, barotropes ou
baroclines, nous avons, quel que soit l'ordre de connexion
de l'astre,

la derivee etant prise sur la surface limite Se sur laquelle la

pression pe a, par hypothese, la meme valeur en tout point.
Introduisons, au lieu de dl2, l'element correspondant dl

d'abscisse curviligne le long de la meridienne Ce de Pe, et la
latitude cp (angle de la verticale dne avec le plan equatorial),
la formule (1) devient

cos<p /3\
\dn +\dt )e sin <p

' U

fd\J\ dUe

\"5i/ ®^ant egal ä la derivee du potentiel superficiel sui-

vant la tangente ä la meridienne Ce.

La forme de la surface limite Se et la pesanteur ge etant im-

posees, peut-il exister deux solutions Uj et U2 repondant ä ces

memes donnees

Posons
V Uj — U2

(3) donnerait

£)esincp (S)ecoscp • (4)

Cette relation montre que le vecteur grad V, dont les compo-
santes suivant la normale et la tangente ä C„ sont

£). - (%
est, en tout point de Se, orthogonal ä l'axe de rotation Oz;ce
qu'on traduit en coordonnees cartesiennes par l'equation:

' •

1 Rotations internes... loc. cit., p. 31.
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La fonction

ÖZ OZ 02

est alors harmonique ä l'exterieur de S„, nulle sur Se, et nulle

ä l'infini comme les composantes Zx et Z2 des

attractions newtoniennes definies par les potentiels Uj et U2.

D'apres le principe de Dirichlet, H est done nulle dans tout
l'espace exterieur. On le voit immediatement sur la formule

H -//«•(£)(«,-«!, m

oü G designe la fonction de Green pour l'exterieur de Se.

Ainsi, V garde la meme valeur le long de toute parallele ä Oz,

et, comme il est nul ä l'infini (potentiel newtonien), il est nul

partout. On en deduit que l x U2 et qu'il ne peut exister

qu'une solution U du probleme pose.
Notre theoreme est demontre: U ne depend que de Se et ge;

ce que nous exprimons symboliquement par

U U(Se,ge). (9)

Quant au calcul effectif de U, nous avons montre, dans notre
these (loc. cit., pp. 33 ä 36), comment il se ramene a la resolution
d'une equation de Fredholm de seconde espece.

Faisons encore une remarque.
Dans l'hypothese des rotations barotropes, M. Wavre a

montre que la pesanteur ge, ä la surface d'un astre fluide, ne

depend, comme son potentiel exterieur U, que des donnees de

Stokes, c'est-ä-dire de la forme de sa surface Se, de sa vitesse

angulaire superficielle coe, et de sa masse totale M1:

Se Se(Se< "e> M) (10)

En tenant compte de cette relation, on voit que notre
theoreme, exprime par (9), permet de retrouver le theoreme de

Stokes pour les rotations barotropes.

1 Cf. R. Wavre, Figures planetaires, p. 42.
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