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COMPTE RENDU DES SEANCES

DE LA

SOCIETY IE PHYSIQUE ET B'HISTOIRE NATURELLE

DE GENEVE

Vol. 57, N° 4. 1940 Aoüt-Decembre

Seance du 7 novembre 1940.

Paul Rossier. — Sur la construction de courbes tangentielles
sans point.

1. — L'existence des fonctions continues sans derivee
conduit ä la notion de courbes sans tangente. Les premiers
exemples connus de telles fonctions ont ete construits de facon
exclusivement analytique. Plus recemment, von Koch1 a

donne une construction de geometrie elementaire qui, repetee
indefiniment, conduit ä la conception d'une courbe ponctuelle
sans tangente. Rappelons-la sommairement. Un segment
dirige AB est partage en trois parties egales, AC, CD, DB;
d'un cote determine du segment donne, on construit, sur le

tiers median CD, un triangle equilateral CDE; on supprime le

tiers median CD et on considere la ligne brisee dirigee ACEDB.
Repetons la meme construction sur chacun des quatre segments
la composant, et ainsi de suite indefiniment. Le lieu des som-
mets de la ligne brisee est continu, car dans tout voisinage de

Tun de ces sommets, on en peut trouver d'autres.
Une secante passant par deux des sommets ne tend vers

aucune limite determinee lorsque ces deux sommets tendent

1 Cf. G. Loria, Ebene Kurven, II, p. 177.
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l'un vers l'autre. La courbe de von Koch ne possede done pas
de tangente; tous ses points sont singuliers.

2. — Nous nous proposons d'etudier le probleme correlatif
suivant: trouver une variete continue de droites telle que
l'intersection de deux d'entre elles ne tende pas vers une limite
determinee lorsque les deux droites considerees tendent elles-

memes vers une limite commune. Plus brievement, le probleme
est celui de trouver une construction simple d'une courbe
definie tangentiellement et ne comportant aucun point.

On ne peut songer ä transformer simplement par dualite la
construction de von Koch, car cela reviendrait ä construire un
triangle equiangle d'angle donne, ce qui est impossible.

3. — En geometrie spherique, la construction de von Koch

peut etre etendue sans difficulte, relativement ä un segment
de grand cercle. La figure obtenue presente une difference avec
celle du plan: les triangles equilateraux successifs n'ont pas
leurs angles egaux; ils tendent vers tc/3 ä mesure que leurs cotes

diminuent de longueur. La courbe obtenue ne possede pas de

grand cercle tangent.
Construisons le grand cercle polaire de chacun des points de

la courbe. On engendre ainsi une variete continue de grands
cercles dont les intersections ne tendent vers aucune limite
lorsque leur angle decrolt au delä de toute limite.

On peut encore exprimer une solution spherique du probleme

par la consideration de triangles equiangles, dont l'angle est le

tiers d'un angle donne. Une condition necessaire est que l'angle
considere soit superieur ä n. Cela est toujours possible, ä

condition de ne pas se contenter de la conception elementaire
de triangle spherique, mais bien d'envisager celle de triangle
spherique general.

4. — On peut remplacer les constructions precedentes effec-

tuees en geometrie spherique par des operations planes, par
exemple en projetant stereographiquement la sphere sur un
plan: les angles sont conserves, la construction subsiste.

Cet artifice conduit ä faire jouer ä des cercles le role des

droites; du point de vue de la geometrie elementaire, on
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obtient ainsi la solution d'un cas particulier du probleme
suivant: engendrer tangentiellement par des cercles, une
courbe ne possedant aucun point.

5. — Pour construire dans le plan un lieu tangentiel de droites
ordinaires, on peut recourir ä la geometrie cayleyenne.

Dans cette geometrie, une conique, dite «absolu», joue un
role essentiel dans la definition des longueurs et des angles.
On appelle longueur d'un segment AB le produit, par une
constante, du logarithme du rapport anharmonique des deux

points A, B et des deux intersections de la droite AB et de

l'absolu. De meme, l'angle de deux droites est le produit par
une constante du logarithme du rapport anharmonique des

deux cotes de l'angle et des deux tangentes ä l'absolu issues du

sommet de l'angle.
A tout probleme metrique de la geometrie cayleyenne

relatif ä des points, correspond un probleme metrique corre-
latif, relatif ä des droites; les solutions en sont dualistiquement
identiques. Comme en geometrie euclidienne, la construction
de von Koch relative ä un segment donne une courbe ponctuelle
sans point. La construction correlative donne le meme resultat.
D'ailleurs, ä cause de l'identite des definitions des longueurs et
des angles, on passe de l'un des lieux ä l'autre par une
correlation relative ä l'absolu. L'inexistence des tangentes ä Fun
entraine l'inexistence des points de l'autre.

6. — La geometrie cayleyenne contient la geometrie
euclidienne comme cas particulier: il sulFit de supposer que l'absolu
est une courbe de deuxieme classe degeneree en deux points,
les points cycliques. Cette degenerescence dualistiquement
asymetrique fait disparaltre la symetrie des metriques lineaire
et angulaire. On peut, dans le plan euclidien, transformer la
courbe ponctuelle de von Koch par une correlation, en une
courbe tangentielle sans point, mais la definition de la
construction ne peut etre donnee simplement en geometrie tangentielle.

L'avantage d'avoir recours ä la geometrie non euclidienne
est precisement de permettre un enonce immediat en geometrie

tangentielle.
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7. — L'existence de varietes continues de droites ne possedant

aucun point montre que les termes tels que « geometrie tangen-
tielle», «courbe consideree comme lieu de ses tangentes»,
doivent etre definis avec soin. L'emploi du mot tangente fait
immanquablement songer ä la notion de contact, done ä la
derivabilite. La terminologie de la geometrie des droites peut
facilement conduire ä des difficultes analogues ä celles qu'a pu
creer, il y a un siecle, l'opinion erronee, quoique tres repandue,
de la derivabilite de toutes les fonctions continues.

Theodore Posternak et Hans Pollaczek, — Degradation enzy-
matique dhm peptide et d7un polyose phosphoryles.

Au cours de la degradation enzymatique de proteines et de

polysaccharides contenant des groupes phosphoryles (phospho-
proteines, amidon de pomme de terre), on observe la formation
de produits phosphores de poids moleculaire parfois assez

eleve (phosphopeptones et phosphopolyoses); ces produits sont
remarquables par leur resistance ä une action ulterieure des

ferments.
Cette resistance ä Faction des hydrolases peut etre due:

1° ä la presence des groupes phosphoryles, 2° ä la nature et au
mode de liaison des acides amines ou des Sucres qui entrent
dans la composition de ces peptones ou de ces polyoses.

Dans le premier cas, le depart des groupes phosphoryles, sous
Faction par exemple d'une phosphatase, devrait permettre une

degradation enzymatique normale.
Pour trancher la question, nous avons commence par ctudier

Faction des ferments sur des substances phosphorylees de

constitution simple. Comme modele pour l'etude des peptidases,
nous avons employe Vacide dipeptide-phosphorique de Levene
et Hill1, e'est-a-dire le compose forme de phosphoserine et
d'acide glutamique qui s'obtient par hydrolyse acide menagee
de la phospho-peptone de la caseine. Pour etablir l'ordre de

liaison des deux acides amines qui etait encore inconnu, nous

1 J. Biol. Chem., 101, 711, 1933.
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