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Sur la diffraction par un corps noir quelconque

do la Inmicre pravenant d'nne source punctiforme

et eqoirayonnante.

Integrale complete portee aux quadratures.

PAR

P. HAIilSECA
Privat-docent ä l'Universite de Messme (Italie).

1. — Resume. — Dans le present travail on obtient l'inte-
grale complete de l'equation indefmie de l'optique pour le cas

expose dans le titre et on indique brievement la fa?on d'en

deduire, peut-etre et dans des cas particuliers simples, l'inte-
grale generale lorsqu'on aura pu executer la quadrature. Nous

appelons completes (suivant J.-L. Lagrange) les integrales
generales lorsque leurs fonctions arbitraires degenerent en

constantes (arbitraires). La surface du corps est supposee
avoir une equation unique. Le probleme considere n'avait pas
ete encore resolu.

2. — La solution de l'equation indefmie optique:

d*V d2V Ö2V k-x\T
2 ~ öa:2 +

öj/2
+ dz2 — X2

' *

est bien connue L Pour la lumiere monochromatique, agissant

1 B. T. Whittaker, On the partial differential equations of
mathematical Physics. Math. Ann., t. 57, p. 342, 1903.
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avec une intensite constante depuis un temps infini, et pour
une source punctiforme, eile est:

n +„ ± —|(x-m)m6o+(v-n)8inOoiMcpo4(z-p)«inOosiiicpo|

V =fd9°f 6Y(6o. <Po. -(2)
0 —Tt

Les x, y, z sont les coordonnees cartesiennes des points de

l'espace et m, n, p Celles de la source. Lorsque la solution est

ainsi ecrite, une translation parallele des axes n'a evidemment

pas d'effet. Y est une fonction arbitraire, en general complexe,
X la longueur d'onde, 0O et <p0 sont deux variables auxiliaires,
lesquelles disparaissent lorsque la quadrature est accomplie.
Pour l'usage du double signe, on peut supposer notre corps-
obstacle ecarte, et envisager un point eloigne de la source, tous
deux sur Faxe des x (y 0, z 0, n 0, p 0). Lorsque la
lumiere se propage selon les x croissants, le signe doit etre

negatif.

3. — Songeons ä Y dans 1'integrale complete. Dans le

deuxieme de nos memoires cites icix, nous avons demontre,
d'une maniere generale, qu'il y a trois regions de l'espace:
1° la region des seules ondes spheriques, 2° la region comprise
entre l'onde qui touche 1'obstacle pour la premiere fois et celle

qui va quitter l'obstacle, 3° la region au delä de ce dernier
contact. Dans la premiere, Y ne presente pas d'interet, car
son V est bien connu. Dans la deuxieme, et pour Vintegrale
complete, Y varie ä chaque surface d'onde qu'on change, car
si on supprime la partie du corps qui n'est pas encore entree en

contact avec une onde donnee parmi toutes ces ondes, et si on
remplace la partie supprimee, cela ne portera effet que sur la

partie suivante de l'espace. II faut done, dans 1'integrale
complete, avoir des constantes arbitraires qui varient de chaque
surface d'onde ä la suivante et caracterisent les Y de chaque

1 P. Barreca, Sur la diffraction par un corps de revolution eclaire
selon son axe par une source lumineuse punctiforme. Archives des
Sciences physiques et naturelles, 1936, page 88.

Idem, meme titre, deuxieme memoire, 1937, p. 237; ibidem.

Archives. Vol. 22. — Septembre-Oetobre 1940. 17
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surface d'onde. Mais cela ne s' applique pas ä l'integrale gene-
rale, car lä les constantes arbitraires sont remplacees par des

fonctions arbitraires, lesquelles changent aussi de chaque
surface d'onde ä la suivante, mais automatiquement, c'est-ä-dire
qu'on peut les envisager comme etant uniques.

Dans la troisieme region, Y est partout le dernier Y de la
deuxieme region.

4. — Chercher Y de la deuxieme region, c'est done amener
l'equation (2) ä la quadrature. Le probleme a dejä ete resolu

par nous pour un cas particulier (memoires cites), qui est un
cas ä deux dimensions oü on envisage un corps noir de
revolution eclaire selon son axe qui est suppose aussi etre l'axe
des x. Dans l'integrale complete, on voit deux constantes
arbitraires, qui sont deux (xs, ys) des trois coordonnees xs, ys, zs

d'un point de la trace de 1'onde 1. Nous pouvons appeler ce

point le point conjugue (xs, ys, zs) de la surface d?onde ou du

point donne (x, y, z). Mais si on fait usage de l'equation de la

ligne meridienne du corps (c'est une donnee du probleme qui
change d'un cas ä l'autre), lesdites constantes arbitraires
deviennent une seule.

Dans ce cas particulier et symetrique, ce point conjugue
etait indifferemment un point quelconque de sa trace d'onde

(qui etait plane et circulaire). Dans la solution rappelee, il
existe aussi d'autres parametres, c'est-ä-dire les coordonnees

du point (ou des points) de contact de la derniere onde encore

spherique avec le corps et les rayons vecteurs de la source ä

certains anneaux parfaitement obscurs (reels ou imaginaires)
sur la surface du corps 2, mais ces parametres changent seule-

ment si on modifie le corps ou sa position, et ils ne changent pas
avec la surface d'onde qui passe en (x, y, z). Voilä pourquoi,
dans un passage ä l'integrale generale, ils ne deviendront pas
des fonctions de x, y, z. Un point conjugue etait aussi conjugue
ä lui-meme.

Essayons maintenant de voir s'il y a avantage, ici aussi,

1 Intersection de la surface d'onde avec la surface de 1'obstacle.
2 Ils etaient donnes par certaines equations.
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ä envisager un point conjugue (du point donne) place sur sa

trace d'onde, c'est-ä-dire si un tel point existe et si ses coor-
donnees xc, yc, zr. sont des parametres de l'integrale complete,
utilisables pour toute sa surface d'onde, selon le § 3. En cas

de reussite, il se peut qu'il y aura egalement d'autres
parametres ne changeant pas avec la surface d'onde.

5. — Remarquons tout de suite qu'un tel point, s'il existe,
doit prodiiire la valeur exacte (1) de AgV, soit qu'on considere

ses coordonnees xc, yc, zc comme de veritables constantes, soit
qu'on les considere comrne des fonctions inconnues de x, y, z.

En outre, cela nous autorisera ä en faire usage comme
parametres. Nous demontrerons ici encore que s'il existe, de tels

parametres conferent une valeur extreme (maximum ou
minimum) au mod. V. Appelons A l'integrale complete et ® celle

generale. Si le point conjugue existe, on a:

V A [x, y z; xc const, yc const, zc const }

<X> { x, y z ; xc(x, y, z) yc(x, y z) zc (x y z) } (3)

en designant par A et ® des valeurs numeriques egales, ainsi

que des operations identiques, effectuees sur les arguments. On

obtient A2V de chacune separement en calculant d'abord les

derivees premieres, ensuite les deuxiemes et en faisant l'addi-
tion des deuxiemes. Or si xc, yc, zc obeissent aux equations:

ö®da:c ö© dyc ö<l>özc

les derivees premieres de V exprime par 0, par rapport ä

x, y, 2, sont les memes derivees de A. Designons ces derivees,

qu'on obtient sans faire usage des regies des fonctions de
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fonction, par:

(5)

en faisant usage de doubles crochets.
Pour avoir les derivees deuxiemes, il faut deriver la premiere

(5) totalement par rapport ä x, la deuxieme totalement par
rapport ä y, la troisieme par rapport ä z. Nous aurons en

premier lieu les memes derivees deuxiemes qu'on obtiendrait
en laissant xc, yc, zc constants:

Ensuite, il faudra executer sur les (5) les memes operations
qui, dans les equations (4), sont executees sur <[>. RemplaQons
done dans les premiers membres des (4), O par les grandeurs
(5), ligne ä ligne. On obtient:

_ö_ ((d ö-h. + A f(d
dxc \\ öz // dz dyc\\dz)J dz dzc\[dz/) dz

Mais ce ne sont que les derivees par rapport ä x, y, z, des

membres premiers des equations (4), lesquels sont zero. Nous

avons done seulement les (6), e'est-a-dire la valeur de A2Y est

identique pour A et pour <E>. On voit aisement que e'est aussi

la valeur donnee par (1). II existe pour chaque trace dlonde des

points conjugues (au moins un, jusqu'ä present), car en general
les equations (4) doivent avoir des racines.

Remarque. — Lorsqu'on passe d'une surface d'onde ä celle

inflniment proche, un point conjugue doit se deplacer infiniment

peu, done il y a sur 1' obstacle des lignes de points conjugues. Le

point (ou les points) de premier contact des ondes et le point
(ou les points) de dernier contact, doivent aussi etre des points

ö //Ö®\\ö;rc ö //ö®\\ö2/c ö //ö®\\dzc
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conjugues de leurs surfaces d'onde et d'eux-memes. lis constituent

done les points extremes de ces lignes.
Nous ferons usage de l'index c pour les points conjugues,

et de l'index S pour des points quelconques de la surface S de

l'obstacle. Lorsque cette surface est de revolution et eclairee

selon son axe, et lorsqu'on suppose cet axe etre un des axes

cartesiens, tous ses points sont conjugues.

6. — II est aise de voir par les equations (4) que xc,yc, zc font
devenir extremal mod A mod ® mod V. En effet, lorsque
nous aurons l'integrale complete A, avant d'en faire usage il
nous faudra choisir un cas particulier, e'est-a dire une equation
de la surface de l'obstacle, par exemple:

et ensuite faire disparaitre en A une des coordonnees para-
metriques xc, yc, zc, par exemple zc. Nous avons done les trois
equations (4) et l'equation (7) pour en deduire trois inconnues

seulement, mais nous allons voir tout de suite qu'il n'y aura

pas contradiction. En effet, lorsqu'on decompose le troisieme
terme des equations (4), on en tire:

0X0 I ((—\\ 4- — — 1 + ^ \ /(d—\\ + — —-
1 =0da: \ \\dxj) dzc dxc j d® j özc dyc |

dxc { //ö<D\\ ((—\\ + — d— \ — 0
dy \ \\da:c// dzc dxc J dv l \\öyc// dzc dVc j ~

dxc I //d®\\ ö® dZ j d_Vc | //ö®\\ ö® ÖZJ _dz { özcö;rcj dz j dzcdyc \

Ici encore, nous avons fait usage de doubles crochets pour
distinguer les derivees directes, ou immediates, des autres. II
est done süffisant qu'on ait seulement:

zs Z(XS' 2/S) ' ou: zc ZK' 3/c) ' (7)
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Or, ces equations, lorsqu'elles sont resolues par rapport ä xc
et yc font devenir extremal O, car les nombres complexes (8)

etant zero, leurs modules sont zero, apres quoi ces memes
derivees (8) de O ne font plus changer lorsqu'on augmente xc

et yc inflniment peu (sans toucher ä x, y, z).

Remarque I. — Dans le cas des corps de revolution eclaires
selon leurs axes qui sont aussi les axes des Ox, on a seulement
deux coordonnees: x, y, xc, yc. Les traces d'onde sont planes
et circulaires. Dans une trace d'onde donnee, tous les yc sont

egaux ainsi que les xc, et la valeur extremale de est par cela

remplacee par une valeur unique tout le long de la trace, qui
est ä la fois une valeur maximum et minimum.

Remarque II. — Pour tirer de l'integrale complete 1'integrale
generale, il suffira de remplacer les parametres zc, xc, yc, par
leurs valeurs tirees des equations (7) et (8), sous reserve des

difficultes d'execution.

Remarque III. — Ilya, le long de la trace d'onde, autant de

points avec $ maximum que de points avec <f> minimum. Pour
cette raison, si la resolution des equations (8) ne fournit pas

une formule unique donnant tous les xc (ou les yc), on aura
eventuellement plusieurs solutions.

Remarque IV. — Dans les equations (8), on peut remplacer O

par A, voir equation (3). On a alors deux equations dont on

peut tirer, pour chaque point donne (x, y, z) de l'espace, les

deux coordonnees xc, yc, caracterisant son point conjugue qui
est place sur la surface-obstacle. La troisieme, zc, peut etre

calculee au moyen de l'equation de cette surface.

Mais on peut aussi en tirer les deux equations de toute ligne
conjuguee, c'est-ä-dire sans les x, y, z (ni point donne). A cet

effet, laissons de cote l'equation de la surface du corps, dejä
utilisee ici, et souvenons-nous de ce qu'un point conjugue d'une

surface d'onde est aussi conjugue ä lui-meme (§ 5), c'est-ä-dire

que, dans les equations (8), apres avoir accompli ses derivations,

on peut poser le cas particulier suivant:
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Les deux equations necessaires et süffisantes de la ligne,
qu'on en tire, sont done:

sans plus de x, y, z.

Determination de Y pour l'integrale complete.

7. — Expliquons d'abord par quel moyen restrictif nous
allons determiner Y. La formule (2) est par trop generale (voir
aussi le § 3 de notre premier memoire cite), car elle donne bien
la valeur juste de A2V, mais elle fait usage d'une fonction
arbitraire Y, qui est absolument quelconque, pourvu qu'il en

resulte dans (2) une integrale ayant une valeur unique et
determinable. Le resultat de ladite formule ne depend justement pas
de 0O et <p0, qui ne sont pas des donnees du probleme physique,
mais cette independance est due aux deux integrations defmies

avec limites fixes, et pour cette raison e'est la somme des inflnis
infiniment petits qui est independante, et non pas ces derniers.

Mais, au point de vue physique, il faudrait que l'expression
meme ä integrer le füt. Mais en supposant qu'on obtienne cela,
alors l'integration par rapport ä 0O et <p0 devient inutile, de

meme que la formule de M. Whittaker.
Dans le present memoire, aussi bien que dans le deuxieme

cite, nous suivons pour ainsi dire une route intermediaire,
e'est-a-dire que nous ferons usage de cette formule avantageuse,
mais nous affranchirons de 0O et de <p0 l'expression ä integrer,
en tous les points d'une ligne. Pour faire cela, nous envisagerons

une surface qui caracterise chaque cas particulier, laquelle est

donnee aussi, e'est-a-dire la surface S de l'obstacle, et sur cette
surface nous songerons ä une ligne conjuguee. Cela fera appa-

~C 'C

(8 bis)
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raitre xc, yc, zc dans les formules. Aux autres points de l'espace,
V est aussi independant de 0O et <p0, mais seulement par l'effet
des integrations definies. Pour le cas dejä rappele (corps de

revolution, etc., memoire cite), nous avons jadis affranchi
1'expression ä integrer sur toute la surface S, mais cela est tout
ä fait analogue, car tout point de S y etait un point conjugue
(§ 5).

8. — Developpons. Laissons Y inconnu dans l'equation (2).

Prenons des coordonnees geographiques: colatitude 0C des

points conjugues (avec origine sur l'axe positif des x), longitude

9c (avec le plan xoy en premier meridien), rayon vecteur pc

du pöle (place dans la source). Employons cette equation (2)

pour des points conjugues quelconques, dont on tirera aussi
des parametres de Y (§5, leurs coordonnees), car un point
conjugue (de toute la surface d'onde) est aussi conjugue ä

lui-meme. Partageons Y en deux parties, une qui ne donne que
des ondes spheriques (pour lesquelles nous appellerons 0 la
valeur de V) et une autre F. On obtient:

—{hisOc eos 0o + sin 6C his siii 00 tos cj ' sin *)c sin spc sin0o sincpo j-
~n /

*
\

vc — °c ,l'dQof 0f( 6». 9o. 0c 9c y) Po (9)
*0

— TT

'

car il est:

xc Pc cos 6c ' yc= Pc sin 0c cos 9c ' zc Pc sin 6c sin 9c •

Demontrons tout de suite que l'affranchissement, de 0O et
de 90, de la fonction ä integrer ne peut etre obtenu qu'en
posant:

QelR(ec 9c x O
V X ' (10)

0C cos 0o sin 0C tos ?c kin 0O ftk sp0 -*-vii 0C sin cpc sin 0O sin cp0}

Nous appelons Qe,R une fonction, qu'on doit encore deter-
p

miner, des seules variables 0C, <pc, qui sont les coordonnees
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du point conjugue. En effet, cette position simplifle l'integrale
et donne tout de suite:

car maintenant la fonction ä integrer ne depend pas de 0O et
de cp0, pour des valeurs quelconques des variables independantes

> 9c, Pc i 0o, 9o •

On ne peut se debarrasser de 0O et de 9„ par d'autres moyens,
car l'equation (9) etant vraie independamment des hypotheses
qu'on peut faire sur F, et F etant dans l'equation (9) la seule

grandeur qui ne soit pas explicite et connue, on ne peut extraire

que de F un diviseur efficient.
En outre, si on compare ce cas avec le cas particulier du

corps de revolution eelaire selon son axe qu'on choisit aussi

comme axe Ox, on voit que la solution est analogue (deuxieme
memoire, page 256). En effet, la partie en dehors des signes

d'integration est, dans cette formule, une fonction seule-

ment de 0», car il n'y avait que deux dimensions, et (§ 5)

tout point de S y etait un point conjugue. L'integrale, au lieu
de devenir comme ici:

i

TT +TT |(x-xc)fos0o+(y-yc)sineomcpo+(z-zc)sineosin9o /

ce qui est aussi l'integrale du quotient de deux fonctions qui
seraient egales, s'il n'y avait l'index S. Nous avons ecrit bes0

pour fonction de Bessel d'ordre zero.

9. — Avec ces operations, le probleme n'est pas encore
resolu. II faut encore determiner QelR. A cet effet, nous voulons

Vc - Oc 27T2QeiR (10 bis)

y etait:
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ignorer volontairement le facteur G des positions (10) et le

supposer encore inconnu (cela est legitime) afin de n'avoir pas
l'elimination de l'exponentielle dans l'equation (9), et pouvoir
ainsi la traiter par des precedes plus generaux. Nous ecrivons
done l'equation (9):

^27Ti — m®c 'os0o P sin 0C m cpc sin 60 mxo+sinS,. sin <pc sin 60 sintpo

-oc QeinfdQ0f ^G^60, «p., ec, 9C. x)d9o • (11)

Nous prendrons ici des deux membres de cette equation les

derivees:

ö2(Vc-Oc) ö»(V_Oc) ö2(Vc-Oc)
Ö0CÖ9C Ö9CÖ7]C Ö7)CÖ0C

en appelant:
pc

y]c arc tang y
et nous en tirerons QelR.

ö2 (V — O
10. — Evaluation de —_ _

ö0c dcpc

Posons quatre variables nouvelles:

0C + 90 ß ec — eo ' <> 9C + 9o f 9c — 9o (12)

Comme les degres de liberte doivent etre les memes qu'au-
paravant, choisissons-en deux, par exemple les lre et 3me (ou
2me et 4me) comme variables automatiques d'integration. Les

deux autres, au contraire, auront des valeurs fixes arbitraires.
On tire:

oc — ß
0O —yL t c'est-ä-dire: soit d0o

iL — t9o —g— ' * : SOlt dc?o

y soit d0o -

diji
: — soit du

aß
2

dx
' T

(13)
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et les limites des integrations seront:

(14)

/ Pour 0ft 0 soit a' % soit ß' ec

\ 0O 7C soit a" 0t + TC soit ß" ec — 7c

1 To — it soit ¥ 9C K >
soit t' 9C + t

90 + 7T soit r Tc + * soit T" Tc 71

Dans les deux cas, on a:

a" 0c + 7C 4/"=Cpc+ 7T

/-j exposant
IJ. —Uj+ H y —

J'l
fi e

\/e
a'=0c tj/ <pc—JT

„ „ Pc a+ß a-ß .a+ß it + T a — ß J) - T
exposant de e ± 2 tt i — J cos ——^- cos —+ sin ——t- cos l—— sin —cos -V— 1-

a I 2 2 2 2 2 2

a+ß <1> + t a-ß di-T
+ sin —y- sin -Ly- sin sin -Ly—

^" — Qc—TZ t" <Pc— 7t

mSme exposantr r n

-T-1 (-JW / e«i^ V' • -v-T)mt| •

ß' °C T'=cp,. + 7T (15)

De meme dans QetR il faut supposer avoir exprime 0C et cpc

par les nouvelles variables.
Remarquons que la deuxieme integration de chaque equation

se fait en gardant toujours constants a, ß, et en plus encore
une des deux grandeurs t et ij;. L'integration, soit par rapport
ä iji, soit par rapport ä t, doit s'etendre le long d'un cercle

entier. Songeons maintenant ä ce que les grandeurs qui
varient pendant cette integration sont seulement:

+ + T i> T 1 ,1cos — cos J— — COS T + — COS lp

lt+T.lll T 1 1
sin —-— sin -L—-— — cos t —— cos i|i

2 2 2 2

et partageons le cercle en deux parties ä fonctions egales, car
ces cosinus ont des valeurs deux fois positives et deux fois

/ P. pla~ß a+ß + + T Pc 1
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negatives. (Chaque partie aura des valeurs positives et des

negatives.) La separation doit etre faite dans les points ä

cosinus + 1 et — 1, c'est-ä-dire:

if"" TT 9C + cp0 if"' 0 <PC + 9o ;

t"" TC 9C — <{/'" t'" 0 cpc — <;/"

De la sorte, les equations (15) deviennent:

a"=6c + rT 6""

(16)

^ dx

mönie exposant qu'auparavant
G (meines arguments) dty

tJ ta' Gc <]/'

ß"=0c—7t t""
/> exposant, etc.

(17)

v.-o.-5p u e G (memes arguments) (d-r)

ß' 0c t'"

Nous pouvons faire disparaitre les signes d'integration par
des derivations par rapport aux limites inferieures, selon la

regie:
*2 1/2

Ö 5 - t/*E(x, y)dy + E t/x)

»1 yi

x et y etant deux variables independantes. Faisons les operations

en deux temps successifs: premierement, derivons par
rapport aux limites inferieures a', iJ/'"; ß', t'", sans songer ä

des valeurs determinees des dites limites. Comme ()elR est en
dehors des signes d'integration, il n'est pas assujetti aux dites
limites en general et par cela ne subira pas de changement,
c'est-ä-dire que ses arguments a, i]/, ß, t ne doivent pas recevoir

d'apex. C'est que les limites d'integration sont des variables

independantes des variables d'integration et des autres, dans

les formules ou elles apparaissent. Avec cette premiere operation,

le premier membre des equations (17) devient:

d«(Vc-Oc) ö2 (Vc Oc)
S0lt "War ' S0lt

öß'-öV •
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Deuxieme operation: remplafons les dites limites (toutes les

grandeurs avec apices) par leurs valeurs (16) et autres, et aussi

les grandeurs sans apex par leurs valeurs (12). Le premier
membre deviendra:

öa(Vc-Oc)
ö0cö<pc

Dans l'autre membre, l'integrale sera remplacee par la fonc-

tion ä integrer des limites, mais nous ferons usage des positions
demontrees en (10); ainsi ce remplacement donnera tout de

suite et toujours 1, car le remplacement des valeurs limites
sei a fait identiquement dans G et dans l'exponentielle.

On a done:
da (y _ o

2 —VFV— ~ QelR ' <18>
0o fc

11. Remarque I. — Si au lieu de deriver de la facon exposee

par rapport aux limites les deux membres de l'equation (11),

on fait simplement la derivation habituelle par rapport ä 6C

et 9C, on a maintenant, G etant connu:

d'Vll°J + ;",wQea '""re"®'*

Voir aussi l'equation (10 bis). On en tire:

*(ve-oc) =2b,£^. (19)
Ö0CÖ!Pc öecö(?c

Mais nous verrons cela plus loin.

Remarque II. — Si, au lieu de deriver dans les equations (17)

par rapport aux limites inferieures, on derive par rapport aux
limites superieures, on obtient des equations analogues,

car les a, ß, t sans apices ne changent point, tandis que
les a", ß", t]t" remplacent les a', ß', cp', t', mais n'en
different que par quelques tc en plus ou en moins, et le

facteur G, qui doit subir les memes modifications des expressions

qu'on obtient toujours ä partir de (9) ou de (11), doit
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initialement etre encore ce (10). L'autre facteur reste, ici aussi,
ä determiner.

Remarque III. — La derivation des integrales definies, qu'on
vient de voir, donne toujours un monöme lorsque la fonction
ä integrer est un monome. Lorsque, dans cette fonction, il y
a un facteur explicite qui ne depend pas des variables d'inte-
grations primitives, il faut le porter avant tout en dehors des

signes d'integration. Lorsque ce meme facteur est sous-entendu,
il faut discuter les resultats finaux.

Remarque IV. — Nous avons dedouble une certaine integrale
en passant des equations (15) aux equations (17). Sans cela

nous aurions trouve un QetR avec une valeur double, mais cette
solution ne serait pas conforme au cas particulier dejä resolu.
Nous reviendrons sur ce point.

Ö» (Vc — Oc)
12. — Evaluation de —; ; — D'une facon analogue

ö<PcÖ7)c

ä la precedente, nous pouvons poser:

a 7]c + 60 8 YJC — 0O (Jj 9C + 9o T 9C — 9„

Choisissons deux parmi ces quatre dernieres variables1,

par exemple la premiere et la troisieme (ou 2me et 4me) comme
variables d'integration et les deux autres comme arbitraires
fixes. Faisons-en usage dans l'equation (11). La derivation nous
donnera deux equations analogues aux equatiosn ci-dessus

P

ecrites, dans lesquelles —, lorsqu'on l'ecrit explicitement, est
A

C'est une correction tout ä fait analogue aux corrections

qu'on aurait obtenues dans le paragraphe 10 pour 0C et cpc.

t pc
7)c arc fang —

devnue:

1 Les deux dernieres positions ne sont pas nouvelles.
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L'arc cpc subira aussi des corrections. Les arcs corriges seront
les memes dans chaque equation (aussi pour G), mais ils
seront differents d'une equation ä l'autre. Nous en tirerons des

conclusions analogues, c'est-ä-dire que G, ayant subi des

modifications pareilles ä Celles de l'exponentielle, etait meme,
initialement, son reciproque. Un autre facteur sera QelR. Les

deux derivations par rapport aux limites, apres le dedoublement
de l'integrale deuxieme, (si on prend par exemple les limites
inferieures:

a Y)c 8' i)c (J)'" 9c t'" <pc)

transformeront 1'equation (11) en:

ö2(vc-oj
ÖCPC ÖT)C

QelR

Öa (V — Oc)
13. — Evaluation de —öq—• — Ioi, nous pouvons

choisir comme variables, deux variables du paragraphe pre
cedent le dernier et deux nouvelles, c'est-ä-dire:

a 9C + 60 ß 9C — So 5 v)c + ?o S % — ?o •

(Le dernier terme de chacune est i'ancienne variable d'inte-
gration, tandis que le premier est la grandeur par rapport ä

laquelle on veut deriver). II en suit:

soit d0o ~ soit dd0 —^
dl J dZ.

soit d cp0 — soit d cp0 —

et les limites d'integration seront:

Pour 0O 0 soit a' 0C soit ß' 0C

0O n soit a" 0C + it soit ß" 0C — n

<Po t soit 5' V)c 7T soit C 7)c + 7C

9o + 7t soit 7jc + n soit £" 7]c — 7t
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Dans les deux choix on a done:

a"—bc+n ^"=7)c+tc
» exposant

v.-0.-5?- uiR

4

a'=0c Z'=r,c-r.

o 5+U a+ß a-ß • a+ß 5 + S • a-ßexposant ± 2 tt i tang cos —jt-5- cos ——l + sin ——— cos —— sin ——1- cos — 1-

A A Id A A A A

oc+ß S + t: oc—ß c j

+sm-2~ m~r Sl"~2~ m~r i

rX=bc-n Z,"=r\c—n
mftme exposant qu'auparavant

(20)

r* f* r

j'^'ßv.-ot 5^ | | (J G{ memes arguments} (— d£)

ß'=6c C^c+ JI

De meme dans QetR il faut supposer effectues les change-
ments des variables.

Songeons seulement ä la deuxieme integration de chaque

equation. II faut toujours laisser a, ß (et en plus une des deux
autres grandeurs E et £) constants. L'integration, soit par
rapport ä Ei soit par rapport ä s'etend le long d'un eercle entier.

La fonction ä integrer est le produit des trois exponentielles
(et des G correspondents):

n a+ß a-ß\±2m tang —— \tw —«8 j
e

Z+Z( a+(3 a-ß Z+Z £-£\± 2m (Win -g-1 sin sin — m —e»s — /
g

(20 bis)

Z +Z( Ot+S a-g Z+Z Z-Z\±27ittnn|—Bin — nn —^— sin —g—/

e

L'exposant de la premiere est le produit d'une constante

par la tang, laquelle changerait de signe quatre fois le longEtdu cercle si l'arc etait (ou — dans l'autre choix). Comme

l'arc est ici E (ou Q eile changera de signe seulement deux fois
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et dans des points diametralement opposes, que nous allons

appeler A et B.

L'exposant de la deuxieme est le produit de la meme tang
par un exposant dejä vu dans le paragraphe (10), qui change
de signe aussi deux fois et en d'autres points C et D. Un tel
produit change done de signe dans les quatre points A, B, C, D,
du cercle, deux ä deux diametralement opposes et ä des

distances inegales. Les secteurs opposes ont le meme signe. Enfin
l'exposant de la troisieme expression (20 bis) change de signe
d'une faijon analogue dans les memes quatre points A, B, C, D,
diametralement opposes deux ä deux.

L'exposant total de toute la fonction ä integrer et aussi

son G, change done de signe dans ces quatre points.
Prenons deux secteurs consecutifs (c'est-ä-dire un ä signe

positif et un ä signe negatif de l'exposant) pour chacune des

deux parties de l'integrale, qui reste ainsi dedoublee.

Remarque I. — L'arc du cercle etant E (ou £), tandis qu'on
£_)_ r

a ä faire ä tang ——, le diametre AB a une inclinaison qui

depend de £ (ou de E).

Remarque II. — Pour la deuxieme et la troisieme exponen-
tielle (20 bis), nous avons aussi fait usage de Fare E (ou de Q.
Cela ne laisse pas de cote le cos £ (ou le cos E) qu'on voit dans

les equations qui precedent les expressions (16). Car le produit
f_Lr j £+L\

cos £ tang —- ou 1'autre, cos E> tang ') peut etre reuni

ä la premiere exponentielle, sans que les diametres AB, CD se

deplacent.
On tire alors des equations (20):

a"=öc + 7T

/-» meme exposant qu'auparavant
QeiR

2

memi

da / ga{ memes arguments j dZ,

(21)

s'=ec K"

Aechives. Vol. 22. — Septeinbre-Octobre 1940. 18
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En derivant par rapport aux limites inferieures de chaque
integrale et en se souvenant de ce que G doit affranchir 1'ex-

ponentielle de 0O et de 90 (et pour cela etre toujours son reci-

proque), on tire:
da (V — O

2—^-c- c QetR (22)
ö*)c ö6c

14. — Nous avons done:

ö2 (V — O ö2 (Y — O

I 2

m)
'

Ö7)c ö6c "Q

et l'equation (10 bis):

0e,K
2tc2 ^

Derivons la premiere par rapport a y)c, la deuxieme par rapport

ä 0C, la troisieme par rapport ä <pc. Comme cela donne:

dQelR _ öQe'R _ öQeiR
dylc ~ dec ~ dfc

et que (Vc — Oc) ne differe de QetR que par la constante
1

2^5", tous deux sont fonction du seul argument:

const x (0C + cpc + i]c) •

En outre, on deduit des (23):

Vc-Oc ö2(Vc-Oc) ö2(Vc-Oc) ö2(Vc-Oc)
4tt2 d0c09c ö9cö^c ölf)cd0c

On en tire done:
~l~ 9c 4 flc

n ^
vc — Oc const. + const.
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Cette equation, lorsqu'on en fait usage pour le point t de

premier contact (Vt 0(), qui est aussi un point conjugue,
devient:

Of + ft + nt

p
271

0 const. + const.

Soustrayons-la membre ä membre de l'avant-derniere equation:

/ + Vc ~ v<t \
Yc — Oc const. ye — e 2Tt / • (24)

Mais nous verrons, dans un paragraphe prochain, par une

comparaison avec ie cas particulier dejä resolu (des corps de

revolution, etc.) que cette formule n'est vraie que sur une

partie des lignes conjuguees, tandis que, pour une autre
partie, eile a besoin de quelques modifications. Nous y deter-
minerons aussi la constante de 1'equation (24), au lieu de le

faire ici. Sans le dedoublement d'une certaine integrale (§ 11,

remarque IV), nous aurions eu une valeur double de QelR, et le

denominateur des exposants dans l'equation (24) aurait ete

27t\/2, mais cette solution ne serait plus conforme au cas

particulier.

15. — Resumons, avant de faire cela, quelque peu les for-
mules trouvees tout ä l'heure. On tire de l'equation (11) et
du § 11:

TT TT 2Tri f ~\

± -y. I (x-xc) («8 00 + (v-yc) sin 00 (OS 9o + (z-zc) sin 0O sin cp0 j
V O + QeiR d6„ g d,p0 (25)

0 —TT

Lorsque (x, y, z) est un point de ligne conjuguee, il est aussi

conjugue ä lui-meme et on en tire:

Vc — Oc 2 TT2 QeiR (25 bis)

ce qui est conforme ä une equation (19) que nous avons dejä vue.
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Remarque I. — Par cette equation (25), A2V a toujours la
valeur juste (1), car on doit se rappeler (§§ 5 et 6) qu'il ne faut

pas deriver aussi par rapport a xc, yc, zc.

Remarque II. — On a, de la sorte, une fonction arbitraire F
differente pour chaque corps different, car l'equation de sa

surface (supposee equation unique de toute la surface) peut etre
ecrite:

Z (xs,ys) ou Zc Z (xc, yc) (26)

De meme si on a une fonction F, avec laquelle on peut ecrire

une equation analogue ä l'equation (25), on peut theoriquement,
et par comparaison avec l'equation (25), en deduire une equation

(26), c'est-ä-dire un corps. Ainsi le degre de generalite
est tout juste ce qu'il faut.

Remarque III. — Nous pouvons resumer comme suit notre
demonstration de la formule (25):

1° II ne peut pas exister d'autres fonctions (en plus des

fonctions exprimables par la formule de M. Whittaker) qui
donnent la valeur juste (1) de A2V, car cette formule est une

integrale generale;

2° II est legitime et utile d'affranchir de 0O et de f0 sur les

lignes conjuguees la fonction ä integrer dans cette formule;

3° On ne peut faire cet affranchissement qu'en divisant de

la maniere que nous avons adoptee (voir § 8);

4° Sauf une constante (equation 24) qu'il faut encore
determiner, on voit que les fonctions arbitraires de l'equation (25),
c'est-ä-dire xc, yc, zc ne laissent pas d'incertitude sur l'integrale
complete.

Nous obtiendrons done une formule generale d'integrale
complete.

Determination de la constante de l'equation (24).

16. — Determinons la constante de l'equation (24) par
comparaison avec le cas particulier, dejä rappele, des corps
de revolution. Dans le deuxieme memoire cite, les equations
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finales sont differentes pour les points conjugues « anterieurs »

et les points « posterieurs ». La separation des dits y est donnee

par une ligne ayant pour equation:

Os

e 2" max

Ici l'element analogue sera constitue par les points (sans

continuite et detaches) des lignes conjuguees, dans lesquels

on a:

e 2i _ max ^ c'est-ä-dire: 0C + <pc + tjc max (25 bis)

et pour cela, les coordonnees 0max, 9max> rimax de ces points
sont de nouveaux parametres pour la distinction ä faire ici.

En faisant usage de l'index c au lieu de S, les equations
finales (18) et (18 bis) des dits memoires deviennent:

P'2a

6s + r,s

o 2tt

V — oca ca - V2L

V — ocp cp —

Pia

P2p

A

2 r.

0S + 7)S

p 2tt + e

max

2tt

2 P
0S + 7)S

e

max

2tt + e
max

2tt

(27)

+ >)<;

l'index S etant un index generique. L'index ca concerne les

points conjugues anterieurs et l'index cp les posterieurs. L est

la puissance lumineuse de la source. L'index t se rapporte au

point de premier contact. L'index max concerne le point de la

ligne oü l'exponentielle est maximum. L'index 2 concerne les

coordonnees geographiques de certains anneaux parfaitement
obscurs (reels ou imaginaires) qu'on determine par certaines

equations. C'est-ä-dire que la est l'index d'un anneau anterieur
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et 2p d'un anneau posterieur. Le signe vertical de Cauchy 1

concerne le remplacement de l'index S par l'index des coor-
donnees et la soustraction des valeurs. La diversite des deux
formules (27) est due ä la necessite de briser en deux parties une
certaine integrale defmie et de prendre chacune avec un signe
convenable.

Faisons done la comparaison de la premiere des equations

(27) avec l'equation (24). Nous pouvons ensuite repeter
les memes raisonnements qui nous ont amene de la premiere
(27) ä la deuxieme, afin de faire la meme distinction ici aussi.

Comme le probleme particulier etait a deux dimensions (0, ?]),

il n'y a pas de cp dans les equations (27), car il suffisait de

connaitre V dans le plan du premier meridien et tout point
de S etait conjugue (cps <pc 0). En plus, ici il ne peut pas
exister d'anneaux obscurs (reels ou imaginaires), mais seulement
des points obscurs isoles (reels ou imaginaires) sur les lignes
conjuguees, et caracterisables par trois coordonnees (a l'index

2). Les memes raisonnements faits dans le memoire rappele

pour demontrer l'existence des anneaux (reels ou imaginaires),
e'est-a-dire que certaines equations posant V 0 doivent
avoir des racines, ont ici leurs analogues. Par cela il est de-

montre qu'il existe trois parametres ä index 2a utilisables ici
pour les points anterieurs, et six autres (trois ä index 2p, trois
ä index max) pour les points posterieurs:

vra - oca a/2L'
„ .p2a

- 'Im ~r~

P 2a

^ •
PsP

— 2m—

ca
0 2 TZ

2a

0 2tt

^
cp *^cp - V2L — -

cp "s4 0ST---PST7is
(28)

e

max
+ e

max

'Ztz

9 p
QS^VS + T>S t 0S + <?S^r!s

e

max

2- -f e

max

2TT

1 Introduit en Italie par G. Peano, Calcolo infinitesimale, Turin.
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Remarque I. — Dans le memoire rappele, la fonction (24) a

ete trouvee par la condition que ses derivees premieres par
rapport ä 6C et par rapport ä ric (il n'y avait pas de cpc) devaient
etre egales. Ici la condition imposee est que les derivees compo-
sees de deuxieme ordre soient egales. Mais toutes les derivees
d'un meme ordre sont egales.

Remarque II. — Cette fonction (24) ou (28) est symetrique
par rapport aux grandeurs angulaires 0C, <pc, 7)c, mais eile ne
l'est pas du tout si on passe ä des coordonnees cartesiennes ou
lorsqu'on fait usage d'une surface-obstacle donnee, car si

1'equation de la surface est, par exemple:

6C /(«Pc ^c)

/ peut n'etre pas symetrique. En realite, il ne faut pas faire

usage de cette equation de la surface, mais (au contraire) des

deux equations (8 bis) de toute ligne conjuguee, et celles-ci
aussi peuvent n'etre pas symetriques.

Dans le cas tout ä fait general, ces angles sont independants
dans les formules, car on n'a pas encore choisi de surface; et

pour cela, jusqu'ä l'heure ou on choisira, ils peuvent done avoir
des valeurs quelconques et sans liaison determinable. En fai-
sant usage au contraire, dans les cas particulars, des deux
equations de toute ligne conjuguee, on eliminerait deux des

trois variables. Nous ne ferons pas cette elimination et il faut
aussi se rappeler que nous ne connaissons pas encore lesdites
deux equations sous une expression explicite, les equations
(8 bis) n'etant pas explicites. C'est pourquoi, etant ici en quete
d'une integrale complete pour le cas general, nous envisagerons
®ci ?r:i ric en parametres independants arbitraires de cette
integrale, c'est-ä-dire selon le langage du calcul, en parametres qui
peuvent prendre (le cas echeant) des valeurs opportunes. Seu-

lement dans l'appendice consacre ä l'integrale generale, ä la
fin du memoire, nous examinerons de plus pres les 0C, cpc, 7jc

et leurs cas particuliers 02, <p2, v)2; 0max, 9max, vjmax, en fonction

des donnees particulieres et meme par la consideration de

leurs deux liaisons (8 bis), toutefois sans resoudre les diffi-
cultes du calcul.
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Remarque III. — Lorsqu'on fait usage des coordonnees
cartesiennes xc, yc, zc, au lieu des 0C, cpc, 7)c, il faut retrancher
les m, n, p des analogues xc, yc, zc si la source n'est pas dans

l'origine mais en (m, n, p).

Remarque IV. — Comme nous avons fait usage, dans le cas
des corps de revolution, d'axes cartesiens speciaux, on peut
craindre que les equations (28) aussi ne soient vraies que

pour des axes speciaux. Remarquons ä ce sujet qu'il s'agit
seulement de determiner une constante, celle de l'equation (24).

Or, si on change les axes par des rotations quelconques et si on
fait toujours usage des equations (28) pour un point ä index 2

(qui est aussi un point conjugue, ayant Vc 0), on voit aise-

ment qu'elles deviennent:

elles nous satisfont done toujours. II nous etait meme loisible
de deduire tout de suite de l'equation (24) ladite constante par
cette seule condition Vc V2 0, mais nous n'aurions alors
ni resolu le doute sur le denominateur des exposants, ni
distingue les points anterieurs des posterieurs.

Resultats.

17. — Des equations (25) et (25 bis) on tire:

71 +7T

v o +
Vc — Oc

2* J
0

d0o / H dtp0

+ -jp{(x-.xc) (05 ft0 + (y-yc)8in 9o (05 cp0+(2—zc) sin 60 sin tpo}

et en faisant usage des equations (28) on deduit les integrales

completes:
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1° Pour les points ä points conjugues anterieurs:

v„
V 2L e

zt 2tti V(x-myt + (V -n)2 + (z-p)2

V(x — m)2 + (y — n)2 + (z — p)2
(29)

p2a
±2m —

V'2L e *

8S + 9S+^S

p 2tc

27r3P2a 2a 0s+cPs+Tis

2tt a

7t + 7T 2tti

de„ j d'9a

J
0 1a

2° Pour les points & points conjugues posterieurs:

±2tti
I7(x~m)2 + (y-n)2 + (z-p)2

v a/2L e

p \/ (x — m)2 + [y — n)2 + (z — p)2

V2LeJ

i cp
• p2/>

1 TTl -j— 6

max
+ 2tt

2tc2 P2p 2p es+9S+^ 0s+Ts+Ds
x meme integrale (29 bis)

e
271

+

Dans ces deux formules, les coordonnees cartesiennes sont

x, y, z pour le point donne de l'espace; elles sont xc, yc, zc pour
son point conjugue; elles sont m, n, p pour la source, et l'origine

Ps
en est arbitraire; ris est une abreviation pour arc tang-.- Les

6S, cps, ps sont les coordonnees geographiques, avec pole dans la

source (§ 8) des points; coordonnees qui peuvent aisement etre
calculees en partant de (xs — m), (ys — n), (zs — p), et leur
index S devient:

c lors du point conjugue, 2a lors des points parfaitement
obscurs anterieurs, 2p lors des analogues posterieurs, t lors du

premier contact, max lors des points ou devient max. la somme

+ 9s + "^s * L est la puissance lumineuse de la source,
i l'unite des nombres imaginaires, e la base des logarithmes de

Neper, X la longueur d'onde, le rapport d'Archimede.
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Appendice.

Sur les procedes pour passer de V integrale complete ä V integrale
generale.

18. — Dans toute la troisieme region de l'espace, souvent

(eventuellement pour des raisons de symetrie geometrique) on
connait a priori les valeurs de xc, yc, zc car elles sont les coor-
donnees du point de dernier contact des ondes avec l'obstacle.
Dans ce cas, l'integrale complete (29) ou (29 bis) est d'un

usage plus aise que l'integrale generale, et il n'y a maintenant
d'inconnu que les parametres 02, <p2> Ti2 pour ces points pos-
terieurs aussi 0max, <pmax, i)max 9ui sont tous & determiner
dans chaque cas particulier donne et par le moyen des equations

qu'on a ebauchees. Dans la deuxieme region, s'il s'agit d'un

corps de revolution eclaire selon son axe, on peut, lorsque le

point donne (x, y, z) est tres voisin du corps, prendre par
approximation xc x, yc y, zc z. Cela supprime aussi la
quadrature. Dans tous les autres cas, si on a fait la quadrature des

formules (29) et (29 bis) par des moyens capables de donner
des resultats simples, on peut passer ä l'integrale generale en

remplacant dans l'integrale complete A les xc et yc par leurs

expressions tirees des deux equations (8), c'est-ä-dire de:

~ 0 ~ 0
dxc dyc

apres avoir fait usage aussi de l'equation de la surface de

l'obstacle, soit:
Zc Z(XC, yc)

car ces equations (8) (voir remarque IV du § 6) donnent xc
et yc en fonction des x, y, z donnees.

Toujours dans des cas particuliers simples au moins, on

pourra eventuellement faire usage des deux equations (8 bis)
de toute ligne conjuguee et en deduire 02a, <p2a> 12a Pour les

points anterieurs et 02p, cp2p, v)2p, 0max, <pmax, 7)max pour les
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points posterieurs; ces trois dernieres grandeurs par l'equa-
tion aussi:

9mas + 9mai + 1-. ^RX

et les autres par un procede analogue au procede ebauche dans
le deuxieme memoire cite sur les corps de revolution (voir
son § 14, II).

Reggio en Calabre, ce 30 janvier 1940.

J'adresse ä M. le prof. E. Cherbuliez, directeur des Archives,
des remerciements sinceres et tres vifs pour la revision de mon
texte au point de vue de la langue.
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