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L'EDIFICE DES GEOMETRIES

DANS L'ESPACE EUCLIDIEN 1

(A TROIS DIMENSIONS)

PAR

Keile l)E SAUSSUItE

Dans une serie d'articles publies de 189S ä 1921 dans les

Archives des Sciences physiques et naturelles de Geneve l'auteur
a ete amene ä la conception, dans l'espace ä trois dimensions,
d'une Geometrie nouvelle: Celle des positions d'un corps solide,

connue aujourd'hui sous le nom de Geometrie des feuillets et des

feuillets cotes. Le feuiliet est un nouvel element geometrique
de pure position, dependant de six parametres, et pouvant par
consequent servir ä definir la position d'un corps solide quel-

conque, auquel on le suppose invariablement relie.

Euclide et les anciens geometres ne connaissaient que la
Geometrie ponctuelle, c'est-ä-dire que pour eux 1'element primitif
de toute geometrie etait toujours le point et toutes les figures
et formes spatiales etaient reductibles ä des systemes de points.
Plus tard les geometres remarquerent que les systemes de plans
jouissent de proprietes analogues ä Celles des systemes de points,
ainsi par exemple les lignes et les surfaces peuvent etre engen-

1 Cette communication, presentee ä la Societe de Physique et
d'Histoire naturelle de Geneve le 17 mars dernier, n'apporte pas de
resultats nouveaux. L'auteur, qui achevait k cette date sa 70me annee
ainsi que ses 35 ans comme membre de la Societe de Physique, a
voulu seulement etablir ä cette occasion une sorte de bilan de ses

principaux travaux de geometrie. —
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118 l'edifice des geometries

drees aussi bien par le deplacement d'un plan que par le displacement

d'un point. Ainsi se crea la geometrie des systemes de

plans, ou Geometrie tangentielle. On essava ensuite de prendre
comme element spatial primitif, non plus le point ni le plan,
mais la droite: Plücker, en Allemagne, et Chasles, en France,
etudierent les systemes de droites et leurs travaux donnerent
naissance ä ce qu'on appelle aujourd'hui la Geometrie reglee.

Enfin R. S. Ball, en Grande-Bretagne, elabora une « Theorie
des Vis» (Theory of Screws) qui se trouve etre equivalente ä

une Geometrie des droites cotees, car une «vis » de Ball n'est

pas autre chose qu'un axe D muni d'un pas de vis d, c'est-a-dire,
en fin de compte, une droite D munie d'un coefficient numerique,
ou cote, d.

** *

Le nouvel element spatial. — Ayant ainsi passe en revue
les differentes Geometries connues jusqu'alors, l'auteur se

demanda s'il y aurait encore possibility de trouver de nouveaux
elements spatiaux, capables de donner naissance ä de nouvelles
Geometries dans l'espace ä trois dimensions. Les elements
utilises jusqu'alors (point, droite et plan) etant tous des elements
de pure position, c'est-ä-dire ne contenant aucun parametre de

grandeur, il ne fallait pas songer ä choisir comme nouvel element

une figure impliquant une grandeur metrique, comme par
exemple le cercle avec son rayon. La seule possibility restante
consistait done ä combiner les trois elements dejä connus (le

point, la droite et le plan) et ä les reunir en une seule figure;
e'est ainsi que naquit le feuillet (MDP) forme par un point M,
portant une droite D, qui porte ä son tour un plan P.

Restait ä creer la Geometrie des feuillets, ce qui n'etait pas
une entreprise facile. Afin de proceder par etapes, l'auteur
etudia d'abord les deplacements d'un feuillet (MDP) dans le

plan P, puis autour du point M, supposes fixes; il put ainsi

mettre sur pied la Geometrie des feuillets dans les espaces ä

deux dimensions (plan et spherique) et faire ressortir le carac-
tere lineaire de cette Geometrie (ä trois parametres). Dans ces

espaces les formes lineaires de feuillets, a un et a deux
parametres, sont la couronne et le couronoide, dont les proprietes
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remarquables ont ete exposees dans le volume 36 des « Memoires
de la Societe de Physique »(1910). Dans ce memoire se trouvent
aussi les premiers essais de l'auteur pour mettre sur pied la
Geometrie des feuillets dans l'espace ä trois dimensions. II y
fait ressortir les analogies tres curieuses qui existent entre
cette Geometrie et la Geometrie reglee de Plücker. Ces analogies

apparaissent avec une entiere evidence par l'emploi des coor-
donnees au moyen desquelles M. Raoul Bricard a defini la
position dans l'espace d'un triedre d'axes rectangulaires h

Quelque temps apres la publication de ce memoire, l'auteur
reout de M. E. Study une lettre dans laquelle celui-ci l'informait
de ses travaux sur la Geometrie des «Somas» qui lui paraissait
etre tres semblable ä celle des Feuillets. Toutefois ces deux
formes d'une meme Geometrie ne font pas double emploi: au

contraire, elles se completent l'une l'autre, la Geometrie des

Feuillets par sa forme purement synthetique et celle des Somas

par sa forme purement analytique; c'est ainsi, par exemple, que
la pentaserie lineaire de feuillets se trouve representee par la

formule synthetique tres simple: H tang^ const., tandis

que sa representation analytique est une equation lineaire entre
les huit coordonnees homogenes employees par M. Bricard.

Du reste, l'auteur de cet article ne tarda pas ä faire un nou-
veau pas en avant en rernplacant le feuillet par le feuillet-cote,
dont l'individualite depend, non plus de six, mais de sept para-
metres. Ce fut le point de depart d'une nouvelle Geometrie:

celle des Feuillets-cotes, dont l'auteur cette fois-ci peut reven-
diquer la paternite exclusive. Cette derniere Geometrie apparait
comme la plus generale de toutes de par le nomhre des para-
metres dont eile depend, et aussi la plus complete de par son

caractere lineaire.

1 Voir l'article de M. Bricard sur « La Geometrie des Feuillets de
M. Rene de Saussure », paru dans les Nouvelles Annales de Mathe-
matiques, 4me Serie, t. X, 1910.
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Le regrette professeur Cailler, dans les dcrnieres annees de sa

vie, s'est occupe des feuillets-cotes et en a fait le premier la
theorie analytique, en utilisant le symbolisme des quaternions x.

Dans son Preambule, Cailler donne un apergu general des

differentes Geometries dont nous avons parle, la Geometrie des

feuillets y comprise, puis il ajoute:
« On ne devait pas tarder ä faire un pas de plus: M. de Saussure,

en etudiant les polyseries lineaires de corps solides, a ete

frappe du caractere quadratique de leur Geometrie et a teilte
de la remplacer par une autre Geometrie, de nature lineaire. II y
parvient en considerant un corps ordinaire comme un cas

particulier du corps, ou du feuillet, cote. Coter le corps, c'est
le munir d'un coefficient numerique, la cote, laquelle devient
nulle pour un corps simple non cote... M. de Saussure comjoit
le solide cote comme une generalisation du torseur (dyname ou
vis de R. S. Ball) de la Statique et de la Cinematique. On peut
en effet se representer le torseur comme une droite cotee... C'est

meme dans cet avantage methodologique que reside en grande
partie le singulier interet de la Geometrie des Corps cotes... ».

Pour terminer, Cailler fait un tableau saisissant de l'ensemble
des Geometries relatives äl'espace atrois dimensions. II compare
cet ensemble k un edifice ä cinq etages dont I'etage superieur
est forme par la Geometrie des feuillets-cotes.

«Cette Geometrie», dit-il, «apparait sous l'aspect d'un
systeme maximal (k sept parametres), tel qu'en descendant
du complexe au simple, on rencontre successivement toutes les

autres Geometries: d'abord celle des corps simples (ou feuillets,
ä six parametres), puis celle des torseurs (ou droites cotees, ä

cinq parametres), puis la Geometrie reglee (ou des droites
simples, ä quatre parametres), enfin au niveau inferieur, la

1 Voir les « Notes sur la theorie analytique des corps solides (ou
feuillets) cotes », par C. Cailler, dans les Archives des Sciences
physiques et naturelles de Geneve, 4me periode, t. 40 et 41, 1915 et
1916.
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Geometrie ordinaire, tangentielle et ponctuelle (ä trois para-
metres). Tous les etages de l'edifice presentent des caracteres

communs, des traits de frappante analogie, qui sont autant de

signes decelant un plan unique de construction. Non seulement
les memoires et les divers travaux que j'ai cites plus haut
offrent un point de vue general autour duquel les anciennes
theories de la Geometrie viennent s'ordonner, ils presentent
encore un vif interet par 1'immense variete de notions et de

problemes nouveaux qui s'y rencontrent ».

Et Cailler conclut, plutöt melancoliquement: «Toutefois,
malgre la valeur des resultats dejä acquis, malgre l'anciennete
de quelques-uns d'entre eux et le renorn des auteurs auquels ils
sont düs, il ne me semble pas que ces travaux aient recu jusqu'ici
du public scientifique l'accueil auquel ils devaient pouvoir
preteridre ».

Conclusion. — Les verites geometriques sont inebranlables
et ne dependent pas des modes passageres du public scienti-

lique. La superstructure de l'edifice des Geometries dans l'espace
ä trois dimensions est maintenant parachevee. II ne reste plus
qu'a proceder ä l'arnenagement des deux etages superieurs, ce

qui prendra encore bien du temps et du travail ä cause du
nombre et de la richesse des formes lineaires qui s'y trouvent.
C'est aussi l'opinion de Cailler qui conclut: «Les. non.breux
problemes dont M. de Saussure a, chemin faisant, donne les

enonces exigeront, pour etre resolus, des efforts serieux de la

part des geometres; toutes les questions relatives aux trajec-
toires des points, des droites ou des plans dans les diverses
formes lineaires (polycouronnes) sont notamment une vraie
mine de recherches d'un captivant interet ».

Un des premiers problemes ä resoudre, par exemple, serait
de determiner quel est le Systeme lineaire des lignes de courant
d'un fluide en etat de mouvement dans Fespace. Ce Systeme

correspond dans le plan aux lignes de courant d'un couronoide.
Dans l'espace il faudra remplacer le couronoide par la tricou-
ronne, puisque celle-ci possede un feuillet (et un seul) en
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chaque point, comme le couronoide dans 1'espace plan. On en
conclut que le Systeme lineaire cherchc est forme par les lignes
de courant d'une tricouronne. Reste ä determiner la forme de

ces lignes.

Classification des Geometries
DE L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS.

Geometrie (lineaire) des feuillets-cotes, ä 7 parametres.
Formes lineaires: mono-, bi-, tri-, tetra-, penta- et hexa-

couronne, definies par H tang — / + /' (reciprocite entre

2 feuillets-cotes).

Geometrie (quadratique) des feuillets, ä 6 parametres.
Formes: mono-, bi-, tri-, tetra- et penlaserie lineaire, definies

par: Htangy / (const.) (reciprocite entre 2 feuillets).

Geometrie (lineaire) des droites-cotees,ä 5 parametres.
Formes lineaires: mono-, bi-, tri- et tetrafaisceau, definies

par: h tang o> d -\- d' (reciprocite entre 2 droites-cotees).

Geometrie (quadratique) des droites, ä 4 parametres.
Formes: Hyperboloide, congruence et complexe lineaires,

definies par: h tang co d (const.) (reciprocite entre
2 droites).

Geometrie (lineaire) des points et des plans, ä 3 parametres.
Formes lineaires: a) droite et plan (ponctuels),

b) faisceau et gerbe (de plans),
definies par d 0 (reciprocite entre un point et un plan, de
distance d).

Remarque. — Dans 1'espace ä trois dimensions toutes les

Geometries lineaires sont d'ordre impair (3, 5 ou 7 parametres)
et toutes les Geometries quadratiques, d'ordre pair (4 ou
6 parametres).
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