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SEANCE DU 4 MARS 1937 41

Stance du 4 mars 1937.

G. Bilger. — Des polygones potenliellement equivalents.

Ce probleme se rattache ä la question suivante: «Existe-t-il
des corps susceptibles d'engendrer le meme potentiel au voisi-

nage d'un point et par consequent dans toute region libre de

matiere d'un seul tenant avec ce point ».

Gette question a dejä donne lieu ä d'interessantes recherches.
MM. \olterra, Herglotz, Poincare, Dive ont obtenu des corps
potentiellement equivalents par differentes methodes.

MM. Hadamard et Schmidt ont etabli un theoreme relatif
au prolongement analytique d'un potentiel newtonien, fonde
lui-meme sur le theoreme Cauchy-Kowalewska, et qui dit: La
difference en M entre le potentiel exterieur prolonge et le

potentiel calcule directement est egale ä une fonction, solution
du probleme Cauchy-Kowalewska.

M. R. Wavre, se fondant sur le theoreme precedent et appelant

fonction de passage la fonction solution du probleme
Cauchy-Kowalewska, a etabli entre autres que les singularites
d'un potentiel logarithmique prolonge au travers du corps qui
lui donne naissance sont les sommets du perimetre et les

extremites du perimetre; la fonction de passage ou la difference
de deux fonctions passage devient la fonction periode. A part
ces singularites qui sont des points critiques, le potentiel
prolonge n'admet que les singularites des fonctions de passage ou
des differences des fonctions de passage.

Pour les polygones homogenes, charges d'une simple couche,
les seules singularites sont les sommets du polygone qui sont
des points critiques.

Ceci etant rappele, nous etablirons la proposition suivante:
Les cotes d'un carre charges d'une densite homogene orient en

tout point du plan exterieur au carre le meme potentiel logarithmique

que les diagonales chargees convenablement d'une densite

constante.

Soit U le potentiel cree par une repartition donnee: un indice
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superieur affectant U aura trait au corps generateur; un indice

inferieur, ä la region ou le potentiel est calcule.

Designons par le carre et C2 les diagonales; px et p2 les

densites respectives et par Mx un point du plan exterieur ä

enlin par (i 1... 4) les sommets du carre et par 0 le point
d'intersection des diagonales.

Nous voulons demontrer que

Remarquons d'abord que la masse de doit etre egale ä

celle de C2 car en developpant U en serie, nous obtenons

00 A
U M log r + 'V. —n

Mi ° Z_J „n
n= 1

oü M designe la masse du corps, r la distance de 1'origine au

point M et An des coefficients convenablement determines.
Ce developpement est valable au voisinage du point ä

1'infini; done la masse des deux corps doit etre la meme, ce qui
entralne

_ A/2".

Envisageons maintenant le nouveau corps C0 qui est egal ä

C2 moins Cx; C0 se compose:

a) des 2 diagonales chargees d'une densite positive p2;
-v/2"

b) des 4 cötes charges d'une densite negative - px - pa —•
Pour ce nouveau corps, les points Aj et 0 ne sont pas des

points singuliers. Pour le demontrer, decrivons un circuit
ferme autour de A1; par exemple en partant d'un point
exterieur ä Cx et en franchissant successivement un cote, la
diagonale et un deuxieme cote, tous issus de Ax; d'apres le

theoreme de M. Wavre, nous avons

(A l'arrivee) ^Mi (DEPART) A A P\z A Pi (2)
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les normales aux differents cotes etant comptees positivement
dans le sens du circuit.

Pi et designent les fonctions de passage relatives aux cotes;

pls designe la fonction de passage relative ä la diagonale.
Nous savons, d'une facon generale, que

Pi 2 7C p, d-

d-i etant la distance de M; au cote comptee positivement dans
le sens de la normale positive.

II est aise de montrer que

Pi + Pis + Pi 0 ;

la relation (2) devient

TIC° TTC°
Ml (AHIUVEE) (depart) '

done Ax n'est pas un point de ramification pour la fonction U°°;
il en est de meme de A2A3A4 et evidemment de 0.

Uc° est une fonction uniformement nulle ä l'infini (ä cause
de l'egalite des masses), harmonique dans tout le plan (car
seuls les sommets pourraient etre des points singuliers et ce

n'en sont pas), done identiquement nulle (d'apres le theoreme
de la moyenne).

U°o uC2^Cl [J02 — UCl 0 et UCa UCl

C. Q. F. D.

Remarque: Ce resultat a ete obtenu sans calculer les potentiels
relatifs k Cx et C2 et seulement par identification de la masse el
des singularites. C'est ä notre connaissance la premiere fois

qu'on obtient des corps potentiellement equivalents par cette
methode.

Generalisation: La proposition precedente s'etend sans

difficultes ä un polygone regulier homogene de n sommets

(ft fini) qui peut etre remplace par les n rayons du cercle cir-
conscrit aboutissant aux n sommets.
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