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SEANCE DU 4 MARs 1937 41

Séarnce du 4 mars 1937.

G. Bilger. — Des polygones potentiellement équivalents.

Ce probléme se rattache a la question suivante: « Existe-t-il
des corps susceptibles d’engendrer le méme potentiel au voisi-
nage d’un point et par conséquent dans toute région libre de
matiére d’un seul tenant avec ce point ? ».

Cette question a déja donné lieu & d’intéressantes recherches.
MM. Volterra, Herglotz, Poincaré, Dive ont obtenu des corps
potentiellement équivalents par différentes méthodes.

MM. Hadamard et Schmidt ont établi un théoréme relatif
au prolongement analytique d’un potentiel newtonien, fondé
lui-méme sur le théoréme Cauchy-Kowalewska, et qui dit: La
différence en M entre le potentiel extérieur prolongé et le
potentiel calculé directement est égale & une fonction, solution
du probléme Cauchy-Kowalewska.

M. R. Wavre, se fondant sur le théoréme précédent et appe-
lant fonction de passage la fonction solution du probléme
Cauchy-Kowalewska, a établi entre autres que les singularités
d’un potentiel logarithmique prolongé au travers du corps qui
lui donne naissance sont les sommets du périmeétre et les
extrémités du périmétre; la fonction de passage ou la différence
de deux fonctions passage devient la fonction période. A part
ces singularités qui sont des points critiques, le potentiel pro-
longé n’admet que les singularités des fonctions de passage ou
des différences des fonctions de passage.

Pour les polygones homogénes, chargés d’une simple couche,
les seules singularités sont les sommets du polygone qui sont
des points critiques.

Ceci étant rappelé, nous établirons la proposition suivante:
Les cotés d’un carré chargés d’une densité homogéne créent en
tout point du plan extérieur au carré le méme potentiel logarith-
mique que les diagonales chargées convenablement d’une densité
constante.

Soit U le potentiel créé par une répartition donnée: un indice
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supérieur affectant U aura trait au corps générateur; un indice
inférieur, a la région ou le potentiel est calculé.

Désignons par C, le carré et C, les diagonales; p; et p, les
densités respectives et par M; un point du plan extérieur a C;;
enfin par A; (£ = 1... 4) les sommets du carré et par O le point
d’intersection des diagonales. |

Nous voulons démontrer que

Ui, = U - )

Remarquons d’abord que la masse de C, doit étre égale a

celle de C, car en développant U en série, nous obtenons

=
U, = Mlogr + 2 -

0
n=1

ou M désigne la masse du corps, r la distance de I'origine au
point M et A, des coefficients convenablement déterminés.

Ce développement est valable au voisinage du point a
I'infini; donc la masse des deux corps doit étre la méme, ce qui
entraine

Envisageons maintenant le nouveaun corps C, qui est égal a
C, moins Cy; C, se compose:

a) des 2 diagonales chargées d'une densité positive p,;
b) des 4 cotés chargés d’une densité négative —p; = —p, 3_/2_m :

Pour ce nouveau corps, les points A; et O ne sont pas des
points singuliers. Pour le démontrer, décrivons un circuit
fermé autour de A,, par exemple en partant d’un point M,
extérieur a C; et en franchissant successivement un coté, la
diagonale et un deuxiéme co6té, tous issus de A;; d’aprés le
théoréeme de M. Wavre, nous avons

7Co — Co .
LMI (& Varrivée) — UMI(DEPART) + p1+ Pz T Pa (2)
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tes normales aux différents cdtés étant comptées positivement
dans le sens du circuit.
P et p, désignent les fonctions de passage relatives aux cotés;
P13 désigne la fonction de passage relative & la diagonale.
Nous savons, d’'une facon générale, que

P =~ Qﬂp'tdi

d; étant la distance de M; au c¢oté comptée positivement dans
le sens de la normale positive.
11 est aisé de montrer que

P1+ Pzt py =103
la relation (2) devient

U:(:IOI(ARMVE’E) — U;I(;)l (DEPART) °*
donc A, n’est pas un point de ramification pour la fonetion US;
il en est de méme de Ay Az A, et évidemment de O.

U* est une fonction uniformément nulle & Uinfini (& cause
de I’égalité des masses), harmonique dans tout le plan (car
seuls les sommets pourraient étre des points singuliers et ce
n’en sont pas), donc identiquement nulle {d’apres le théoreme
de la moyenne).

U = pghrle = Pl TR = 0 et Ut = ygh
C.Q.F.D.

Remargue : Ce résultat a été obtenu sans calculer les potentiels
relatifs a C; et C, et seulement par identification de la masse et
des singularités. Cest 4 notre connaissance la premiere fois
quon obtient des corps potentiellement équivalents par cette
méthode.

Généralisation: La proposition précédente s’étend sans
difficultés & un polygone régulier homogéne de n sommets
(n fini) qui peut étre remplacé par les n rayons du cercle cir-
conscrit aboutissant aux n sommets.
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