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LE PRINCIPE DE RELATIVITE

SELON POINCARE

ET LA MECANIQUE INVARIANTE

DE LE ROUX

PAR

Pierre DIVE

Deés 1900, Henri Poincaré a fait comprendre combien il serait
important, pour connaitre la signification intrinséque des lois
de la Mécanique, de savoir les exprimer par- des équations
indépendantes de I'état de mouvement des systémes de réfé-
rence 1. On a pu penser que ce veeu serait un jour complétement
satisfait grace & la théorie de la Relativité généralisée d’Einstein.

Les principes fondamentaux énoncés par ces savants sont,
en effet, comparables dans leur forme. Mais, comme nous allons
le rappeler, les idées de Poincaré sur le Temps, sur ]’Espace et
la Géométrie, étaient assez nettement en opposition avec les
hypothéses et les vues d’Einstein pour qu’on ne puisse pas
douter que l'illustre géomeétre, §’il avait vécu, eut tiré du
Principe de Relativité des interprétations physiques ou philo-
sophiques différentes de celles qui sont venues, il y a quelque
vingt ans, apporter un certain trouble dans nos habituelles
facons de penser. '

Dans cette étude nous nous proposons de montrer comment
la Mécanique invariante de Le Roux s’inspire et découle direc-
tement de la philosophie de H. Poincaré sur les notions fonda-
mentales de la Géométrie et de la Mécanique.

L Cf. Reoue de Métaphysique et de Morale, t. VI, janvier 1898 ;
et un mémoire de H. Poincaré présenté au Congres de Philosophie
de 1900; voir aussi la Valeur de la Science, chap. II.



120 PRINCIPE DE RELATIVITE SELON POINCARE

CHAPITRE PREMIER

Le PrincipE DE RELATIVITE ET SON EXTENSION.

§ 1. — Origine expérimentale du Principe de Relatioté.

Quels sont exactement le sens et la portée du Principe de
Relativité ? En Mécanique classique, il exprime que deux
ensembles matériels, doués initialement de la méme configu-
ration et de vitesses égales dans deux systémes de référence
en translation rectiligne et uniforme I'un par rapport a’autre,
ont des mouvements ultérieurs identiques pour des observa-
teurs effectuant des mesures d’espace et de temps dans chacun
de ces systémes.

Ce principe ne semblait pas devoir s’appliquer aux phéno-
meénes optiques ou électromagnétiques, considérés depuis
Huyghens et Fresnel comme se propageant dans un milieu
immobile trés subtil, I'éther. Il paraissait, en effet, évident,
dans cette hypothése, que les expériences faites & l'intérieur
d’un systéme de référence sur des ondes électromagnétiques ou
lumineuses, devaient donner lieu a des observations variant
avec la vitesse de translation de ce systéme dans I’éther.

Or, cette prévision fut toujours démentie par l'expérience.

Et c’est en particulier I'insuccés de tous les essais tentés
jusqu’ici pour mesurer la vitesse de translation de la Terre,
par des mesures de laboratoires, et surtout, parmi ces essais 1,
les plus célébres, ceux de Michelson, qui a conduit les physiciens
a étendre le principe de relativité aux phénomeénes optiques et
électromagnétiques 2.

1 L’expérience de Trouton et Noble a apporté également dans le
domaine de I’électricité une présomption en faveur du principe de
relativité; cf. Proceeding of the Royal Society, t. LXXII, 1903, p. 132.

2 Dans Science et Méthode (p. 235), H. Poincaré énonce ce principe
sous la forme suivante: « Quel que soit le moyen qu’on emploie, on
ne pourra jamais déceler que des vitesses relatives, j’entends les
vitesses de certains corps matériels par rapport & d’autres corps
matériels. En effet, si la source de lumiére et les appareils d’observa-
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Michelson était pourtant convaincu qu’il devait étre possible
de mettre en évidence la vitesse orbitale de la Terre en n’utilisant
que des sources d’ondes et des récepteurs terrestres; et cette
conclusion inattendue des ingénieuses expériences, auxquelles
il avait consacré avec une belle tenacité une grande partie de
son existence, lui a fait dire un jour avec une pointe d’humour,
mais en exprimant aussi son désappointement « Je n’ai pas
voulu cela » L. |

A vrai dire on a peut-étre mis quelque hate pour affirmer
et surtout pour généraliser le résultat négatif de I'expérience
de Michelson. Certaines difficultés d’ordre théorique ? ou
expérimental n’auraient pas été complétement surmontées 3.

Quoi qu’il en soit, ces incertitudes nous invitent & une attitude
prudente devant une affirmation positive ou négative trop
catégorique .

Il est important aussi de remarquer que l'expérience de
Michelson ne fait intervenir que des phénomeénes stationnaires

tion sont sur la Terre et participent & son mouvement, les résultats
expérimentaux ont toujours été les mémes, quelle que soit 1’orien-
tation de ’appareil par rapport a la direction du mouvement orbital
de la Terre. Si I’aberration astronomique se produit, ¢’est que la
source qui est une étoile, est en mouvement par rapport & I’obser-
vateur ».

1 Cf. Emile PicArp, L’évolution des idées sur la lumiére d’Albert
Michelson, associé étranger de I’ Académie. Lecture faite en la séance
annuelle du 16 décembre 1935.

2 Dans sa petite brochure intitulée La théorie de la relatioité et ses
applications & I’ Astronomie, M. Emile Picard a présenté I'objection
suivante: « Dans les théories classiques relatives a I’éther les équa-
tions sont réduites a la forme linéaire. Qu’adviendrait-il, dans les
problemes qui nous occupent, sil’on ne se limitait pas & cette approxi-
mation ? C’est une question a laquelle il n’est pas possible actuelle-
ment de répondre. On ne peut donc pas dire que 1’on a épuisé toutes
les alternatives en restant aux anciens points de vue ».

8 M. Carvallo a attiré 1’attention sur I’influence perturbatrice que
pourrait avoir la force électromotrice induite par les rayons lumineux
dans la couche argentée de la lame semi-transparente utilisée dans le
dispositif de Michelson. Le déréglage qui en résulterait serait cause
de la variété des résultats obtenus par les divers expérimentateurs.
Cf. la Revue Scientifique, 14 juillet 1934, p. 405; la Revue générale
d’électricité, 28 mars et 4 avril 1931; et une brochure intitulée:
La théorie d’Einstein démentie par 'expérience, Paris, 1934.

¢ Cf. Pierre BricouT, Ondes et électrons, Paris, 1931.
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(interférences). Qu’obtiendrait-on en mesurant directement, par
des procédés suffisamment délicats, les vitesses de propagation
des fronts d’ondes sur des- parcours simples ?

Ces réserves faites, il semble bien que nous puissions regarder,
avec Poincaré et la plupart des physiciens contemporains, le
principe de relativité restreint aux mouvements de translation
rectilignes et uniformes, comme une « loi générale de la Nature » 1
— du moins en ce qui concerne les phénomeénes stationnaires 2.

Mais cela étant reconnu on peut se demander si les résultats
des diverses expériences qui, jusqu’ici, confirment le principe
de relativité impliquent vraiment la conséquence, audacieuse-
ment avancée par Einstein, de I'isotropie de la propagation de
la vitesse de la lumiére dans tous les systémes de Galilée 3.

De cette interprétation Einstein et ses disciples ont tiré des
propositions bien paradoxales. Celle qui affirme la relativité
des temps propres (ou vécus) a eu, on le sait, une grande
vogue.

En 1922, cependant, M. Le Roux a montré la nécessité
d’établir une distinction entre les ondes de progression et les
ondes d’interférences; et cette remarque lui a permis d’émettre
des doutes sur la loi d’isotropie 4. Tout récemment M. Le Roux
est revenu sur cette question. Par une habile application de
la théorie des groupes, il a indiqué comment le temps local
lorentzien pouvait étre mis en évidence dans I'hypothese, déja

1 H. PoiNcARE, Science et Méthode, p. 240.

2 Une conséquence immeédiate du principe de relativité c’est que
la modification apportée dans un.phénomeéne, par des mouvements,
rectilignes et uniformes dans I’éther, d’une source et d’un récepteur,
ne doit pas permettre de mesurer d’autre vitesse que leur vitesse
relative. Le phénomeéne de I’aberration (Bradley) et I’effet Doppler-
Fizeau sont des exemples bien connus de 'influence sur la propaga-
tion des ondes du mouvement relatif d’une source et d’un récepteur.
Mais la théorie prérelativiste de ces phénomeénes ne satisfait pas a
cette exigence du principe de relativité; elle prévoit, en effet, des
périodes apparentes différentes suivant que c’est le récepteur ou la
source qui se déplace. Il est donc certain, st le principe de relativité
est orat, que la théorie classique de U'aberration doit étre modifiée.

3 Systémes dans lesquels le mouvement de tout élément matériel
isolé est rectiligne et uniforme.

* Le Roux, Relativité restreinte et géométrie des systémes ondu-
latoires. Journal de Math., t. T (1922), p. 207.



ET LA MECANIQUE INVARIANTE DE LE ROUX 123

brievement suggérée par Poincaré !, ou les fronts d’ondes sont
des ellipsoides allongés (indicatrice & deux foyers). Dans ce cas,
la vitesse de propagation d’un rayon lumineux dépend de sa
direction, mais les surfaces d’interférences, les seules mises en
cause dans Uexpérience de Michelson, sont des sphéres concen-
triques; et c¢’est ce qui expliquerait le résultat négatif de cette
expérience 2,

§ 2. — Le Principe général d’ invariance.

Peut-on élargir 'énoncé du principe de relativité ? Est-il
possible de I'étendre a tous les systémes de référence arbi-
trairement mobiles ? Evidemment non, puisque déja la Méca-
nique classique I'a répudié (expérience de Foucault) et que
I'expérience de Sagnac (disque tournant) et celle de Michelson
et Gale prouvent que les phénomenes observés dans un systéme
sont altérés par son mouvement de rotation. Le principe de
relativité, entendu dans un sens expérimental, n'est donc pas
grat pour les sysiémes de référence en état d accélération.

Des lors, on a songé a une autre maniére d’extension de ce
principe. L’esprit de généralisation et la tendance & rechercher
des propriétés absolues ont invité a se demander §’il ne serait
pas possible d’exprimer les lois naturelles sous des formes
analytiques intrinseques, c’est-a-dire indépendantes des mou-
vements arbitraires des systemes de référence, et méme, comme
le voulait H. Poincaré, indépendantes des systémes de géomé-
trie, euclidiens ou non, et de tous les procédés conventionnels
de repérage du temps.

En matiére de prologue a sa Mécanique invariante, M. J. Le
Roux cite ces lignes de H. Poincaré:

L Cf. Science et Méthode, p. 99 et 100.

> Cf. Le Roux, Application de la théorie des groupes de trans-
formations au Probléme de la Relativité restreinte. Annales de la
Société polonaise de mathématique, t. XV, 1936 *,

* Rappelons encore que M. H. Varcollier a donné une théorie générale de
I’aberration corrigeant la théorie classique par 1’attribution au milieu propa-
gateur des ondes de propriétés complétant celles que lui avait déjid reconnu
Huyghens. Or il est fort intéressant de constater que les hypothéses physiques
de M. Varcollier permettent de retrouver dans I’espace euclidien et le temps
absolu toutes les formules essentielles de la théorie d’Einstein (La Relativité
dégagée d’hypothéses melaphysiques, Paris, 1924),
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« Telles sont les questions qui se posent naturellement, et la
difficulté de la solution provient principalement de ce que les
traités de mécanique ne distinguent pas bien nettement ce
qui est expérience, ce qui est raisonnement mathématique, ce
qui est convention, ce qui est hypotheése.

« Ge n’est pas tout:

«10o Il n’y a pas d’espace absolu et nous ne concevons que
des mouvements relatifs; cependant on énonce le plus souvent
les faits mécaniques comme s§’il y avait un espace absolu auquel
on pourrait les rapporter;

«20 Il 0’y a pas de temps absolu; dire que deux durées sont
égales, c’est une assertion qui n’a par elle-méme aucun sens
et qui n’en peut acquérir un que par convention;

«3° Non seulement nous n’avons pas 'intuition directe de
I'égalité de deux durées, mais nous n’avons méme pas celle de la
simultanéité de deux événements qui se produisent sur des
théatres différents; c’est ce que j’ai expliqué dans un article
intitulé la Mesure du temps 1;

« 42 Enfin notre géométrie euclidienne n’est elle-méme qu’'une
sorte de convention de langage; nous pourrions énoncer les
faits mécaniques en les rapportant & un espace non euclidien
qui serait un repére moins commode, mais tout aussi légitime
que notre espace ordinaire; I'énoncé deviendrait ainsi beaucoup
plus compliqué; mais resterait possible.

« Ainsi I'espace absolu, le temps absolu, la géométrie méme
ne sont pas des conditions qui s’imposent & la mécanique;
toutes ces choses ne préexistent pas plus 4 la mécanique que la
langue francaise ne préexiste logiquement aux vérités que I'on
exprime en francais.

« On pourrait chercher & énoncer les lois fondamentales de la
Mécanique dans un langage qui serait indépendant de toutes ces
conventions; on se rendrait mieux compte ainsi sans doute de
ce que ces lois sont en soi; c’est ce que M. Andrade a tenté de
faire, au moins en partie, dans ses Legons de Mécanique
physique » (v. La Science et I’ Hypotkése, p. 111).

Y Revue de Métaphysique et de Morale, t. VI, p. 1-13 (janvier 1898):
voir aussi la Valeur de la Science, chap. 11.
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Il ne s’agit donc plus maintenant d’énoncer ou de vérifier
la loi expérimentale de I'impossibilité de mettre en évidence,
par des observations internes, le mouvement d’un systéme dans
Iéther, mais de trouver les procédés mathématiques qui per-
mettraient de donner aux lois de la Mécanique ou de la Physique
des expressions invariantes quand on passe d'un systeme de
référence & un autre arbitrairement mobile.

Le postulat général qui est le fondement de cette recherche
pourrait étre appelé Principe d’invariance des lois naturelles.
On éviterait ainsi de le confondre avec le principe expérimental
de relativité dont nous venons de parler. Néanmoins ce postulat
est encore couramment désigné par la locution Principe de
Relatioité générale.

I1 est intéressant de rapprocher les voeux de Poincaré de ces
réflexions d’Einstein (que nous traduisons) :

« On a pu, par exemple, penser, on I’a méme essayé, introduire
dans les lois de la Mécanique rien que les distances mutuelles
des corps matériels. On pouvait espérer par ce procédé atteindre
le plus simplement le but de la théorie de la Relativité. Mais le
développement de la Science n’a pas confirmé cette hypothese.
On n’a pas pu se passer de systémes de coordonnées. »

(est 1a sans doute la raison qui a conduit & modifier I'énoncé
primitif du principe de relativité 2. Chez Einstein, en effet,
I'invariance des lois physiques ne s’exprimera plus par rap-
port aux coordonnées qui servent a décrire, dans les divers
systemes de référence, la marche d’un phénomeéne, mais, pour
tout changement de variables, par rapport aux tenseurs
caractérisant 'Espace-Temps ou I'Univers dans lequel évolue
ce phénomene.

A ce propos, il ne nous parait pas inutile de faire ici une
distinction essentielle dans la terminologie mathématique.

Etant donnée une fonction des coordonnées z,, z; ... %,

flzy, @3, o0 )

1 Cf. Die Naturwissenschaften, n® 48, 1918.
2 Cf. EinsTEIN, La théorie de la Relatipité restreinte et généralisée,
trad. Rouvieére, p. 85.
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et une substitution

/’ I 4

r, =9, (v x,, ... ), (€ =1,2, ... n)

on dit, conformément & la théorie des groupes, que f est un
invariant par cette substitution, si I'on a:

Pl B8 By wen] Dl 5y ond s wee Gl s @ -]

fla,, @, ooozy)

c’est-a-dire, si le remplacement dans f des coordonnées x4 par
leurs expressions en fonction des x, laisse cette fonction in-
changée aussi bien en forme qu’en valeur; la transformation
opérée n’ayant d’autre résultat que le remplacement direct
des ., par les x,.

Par exemple, 22 -+ y? 4 2% est un invariant pour les substi-
tutions orthogonales de la géométrie analytique euclidienne.

Le calcul tensoriel a accoutumé a donner un sens plus large
au mot invariant.

Etant donné plusieurs tenseurs de composantes

Ry, —
Al;e;m ...(xl’ Ty vee xn) ’ Brjs,t.._ (1, @5« xn) )

on dit que la fonction

F (A B, L)

IL,mmn..’ rst...’

est un invariant pour une substitution quelconque des va-
riables x,, lorsque cette fonction conserve sa forme, non plus
par rapport a ces variables, mais par rapport aux compo-
santes Ajb-  BiT -

Par exemple, si A’ est un tenseur contrevariant du premier

ordre et B, (Ar = 1, 2, ... n) un tenseur covariant du premier

ordre, on a:
ZA’ SA™B,

M’

- ’ A
A’ et B, désignant les nouvelles composantes des tenseurs
considérés apres la substitution 1.

1 Cf. par ex. Jean CHAzY, La théorie de la Relativité et la Mec*amque
céleste, t. 2, p. 54 et suiv.
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On appelle souvent scalaires des expressions invariantes de
cette espece 1.

La différence de ces notions d’invariants est un des aspects
de la divergence du point de vue de Poincaré et Le Roux et de
celui d’Einstein.

On verra, en effet, qu'en donnant aux idées de Poincaré tout
leur développement mathématique, M. Le Roux a réussi a
exprimer les lois de la Mécanique en fonction des seules dis-
tances mutuelles des éléments matériels, dont les expressions
sont, on le sait, invariantes par rapport aux coordonnées.

Ce succeés apporte une remarquable confirmation aux pro-
fondes pensées de Poincaré sur lesquelles M. Le Roux a édifié
une théorie ingénieuse et cohérente, plus générale que la
Mécanique classique, indépendante de toute hypothese de
temps et d’espace absolus et répondant pleinement au Principe
d’invariance 2,

CHAPITRE II

Les mnkEs pE H. PoiNncart sur L'EspPAcE
ET LA (GEOMETRIE.

§ 1. — Origine des concepts géométriques.

Notre notion d’espace géométrique est née, selon Poincaré,
de I'analyse des lois suivant lesquelles se succédent les sensa-
tions que nous recevons des objets extérieurs.

! Pour éviter toute ambiguité on pourrait utiliser la locution
« ingariant tensoriel ».

2 Cf. Le Roux, Principes mathématiques de la théorie de la gravita-
tion, Paris, 1931.

Les groupes de Relativité. J. E. P., 2me gérie, cahier n° 30, p. 129,
152,

Le principe de Relativité et la loi de la gravitation. Ann. Eec.
Normale, (3), 1., Paris, mai 1933.

Le principe de Relativité et les lois invariantes du mouvement.
J. E. P., cahier n° 31.

Principes et méthodes de Mécanique invariante, Paris, 1934.

Voir aussi: La Variation de la Masse (Acta Mathematica, t. 49,
p. 397) et Application de la théorie des groupes de transformations
au probléme de la relativité restreinte. Mémoires de la Société polo-
naise de mathématique, t. XV, 1936.

ARrRcHIVES. Vol. 19, — Mai-Juin 1937. 9
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On reconnait facilement que nos impressions psychiques
peuvent étre classées en deux catégories: les unes ont leurs
causes dans les changements d’état des corps, les autres dans
leurs changements de position ou dans le propre mouvement
de notre corps.

Toute modification, dans l'ensemble des impressions que
nous recevons d’un objet concret, et qui peut étre entiérement
corrigée par un mouvement corrélatif de notre corps, est
considérée comme due & un simple déplacement de I'objet.

L’expérience nous apprend que les corps solides ne subissent
que de purs changements de position.

Or, ce sont précisément les lots de ces déplacements qui font
Uobjet de la Géométrie.

Ainsi apparait le role fondamental du concept de solide dans
la genése de la Géométrie: « Si donc il n’y avait pas de corps
solides dans la nature, il n'y aurait pas de géométrie», dit
Poincaré 1.

Il est essentiel de remarquer, par exemple, que des déplace-
ments tout a fait arbitraires de solides ne sont concevables qu’a
la condition de postuler la continuité, ’homogénéité et I'isotropte
de 'espace.

L’obligation d’admettre la continuité de I'espace résulte de
ce que I'idée du passage d’une position & une autre d’une fagcon
discontinue est contraire & 'expérience, et méme aux lois de
notre esprit.

Par contre, les caractéres d’homogénéité et d’isotropie de
I'espace viennent de la possibilité de compenser tous les déplace-
ments externes, faisant passer d’un ensemble donné d’impres-
sions initiales & un méme ensemble final, par des mouvements
corrélatifs volontaires donnant lieu a des successions de sensa-
tions musculaires identiques.

On voit que ces propriétés attribuées & I'espace sont fondées
aussi sur notre conviction de pouvoir indéfiniment répéter le
méme mouvement; I'idée est analogue & celle sur laquelle
repose '« irrésistible évidence » du raisonnement par récurrence.
Grace a la loi d’homogénéité le raisonnement mathématique

1 La Science et ’'Hypothése, p. 80.
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a prise sur les faits géométriques (Poincaré, La Science et
I'Hypothése, p. 23).

D’une facon générale, tous les caractéres qu’il faut attribuer
& l'espace pour construire une géométrie sont impliqués et
résumés dans la définition d'un groupe de déplacement ®.

On sait d’ailleurs que cette notion est étroitement liée & la
définition analytique de I'égaliié¢ des figures.

Tout déplacement d’un systéme de référence — dont la
position est repérée par rapport & un autre systéme regardé
comme fixe — est, en effet, défini par les variations d’un
certain nombre de paramétres a,, a,, ... a, 2

On dit alors que deux figures F, et F,, déterminées dans un
meéme systeme de référence, sont égales, §’il est possible de
définir des variations 3a,, da, ... 3a, des parametres de posi-
tion a;, a, ... @, qui aménent le systéme de référence de sa
position actuelle S, & une position S, telle que les coordonnées y;
des points F,, par rapport a S, soient égales aux coordonnées z;
de F, par rapport a S,.

On voit donc que toute variation des paramétres a, satisfai-
sant & une condition de cette sorte correspond a ce que Poincaré
appelle « un déplacement corrélatif de notre corps », tandis que
les coordonnées x; et y; des points des figures représentent les
«ensembles d’impressions» que nous recevons des objets
extérieurs.

Le passage des coordonnées z,, z, ... , d'une figure, par
rapport a S, aux coordonnées y,, ¥, ... ¥,, de la méme figure
par rapport & S, repéré dans S, par des paramétres de position
ay, a, ... a,, se traduit par des formules du type:

Y = filey, 2o o0 25 0y, Gy o0 ap) -

1 CGf. H. PoincARrE, La Science et ’Hypothése, p. 83. — Cf. LiE-
EnNGEL, Theorie der Transformationsgruppen, Dritter Abschnitt,
Abtheilung V: Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie.
— G. DARrBoUX, Principes de Géoméirie analytique, 319. — E. P1cARD,
Analyse mathématique, p. 587. — CARTAN, La méthode du repére,
la théorie des groupes continus et les espaces généralisés, p. 25. —
BouLiGaND, Premiéres lecons sur la Théore générale des groupes.

2 Par exemple, dans I’espace a trois dimensions, les trois coor-
données z,, y,, 3, de l'origine et les trois angles d’Euler ¢, ¢, 0.
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Les transformations pour lesquelles deux figures égales a une
méme troisiéme, au sens que nous avons précisé, sont égales
entre elles, définissent un groupe.

Les substitutions les plus usitées sont celles des changements
de systémes de coordonnées trirectangles de la géométrie
euclidienne.

Si l'on fait abstraction de toute représentation géométrique
particuliéere, on peut dire que tout groupe de transformation
fait correspondre élément a élément deux ensembles (z) et (y)
rapportés & un méme systéme de référence, ou bien encore
exprime les relations entre les coordonnées d’un méme ensemble
rapporté & deux systémes se correspondant par des variations des
paramelres a.

Deux ensembles liés par une transformation du groupe sont
dits congruents. La congruence est donc une généralisation de
I'égalité.

D’aprés Sophus Lie, les groupes permettant de construire
une géométrie analogue & la géométrie d’Euclide satisfont aux
conditions fondamentales suivantes:

1o A tout ensemble de deux points correspond un seul inva-
riant indépendant !. Toute fonction d’un invariant est aussi
un invariant. La distance (euclidienne ou non) de deux points
est un invariant qui posséde le caractere d’additivité.

2¢ Un ensemble de plus de deux points n’admet pas d’inva-
riant essentiel. Tout invariant de cet ensemble s’exprime
uniquement en fonction des distances mutuelles de ses éléments.

§ 2. — Les groupes géométriques et leur usage.

Les positions des éléments d’un ensemble matériel sont
toujours définis par des opérations géométriques. Il convient
donc d’adopter en Mécanique les mémes systémes de référence
qu’'en Géomsétrie.

! Rappelons qu’une fonction I(z) des coordonnées x,, ... x, est
un invariant d’un groupe, si elle conserve & la fois sa forme et sa
galeur quand on effectue sur les variables z; des substitutions de ce
groupe. On a alors 1(z) = I(y).
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Quels sont alors tous les groupes susceptibles de correspondre
aux déplacements géométriques ?
La réponse se trouve dans ce théoréeme général de Lie:

Tout groupe géométrigue continu de U'espace a trois dimensions
est @ six paramétres 1. Par une transformation ponctuelle, il est
posstble de ramener ce groupe a l'une des trois formes caracté-
risant soit la géométrie d’ Euclide, soit celle de Riemann, soit celle
de Lobatschewsky 2

Or — et c’est 1a un point qui n’a pas toujours été bien
compris par ceux qui croient & une intuition directe d’un espace
~euclidien — ces diverses géométries ne s’excluent nullement.
Les géométries non euclidiennes 4 deux dimensions ne difféerent
pas des géométries des surfaces a courbure constante, positive
pour celle de Riemann, négative pour celle de Lobatschewsky 3

Dans la Science et I’ Hypothése (p. 56, 57) Poincaré montre
trés simplement comment cette interprétation s’étend a I’espace
a trois dimensions. |

Les diverses métriques coexistent donc, se superposent, et
constituent en réalité une méme géométrie générale * dont la
forme analytique peut étre exprimée par la théorie des groupes.

Dés lors, peut-on dire que I'espace est ou n’est pas euclidien ?

! Proposition bien connue dans la géométrie analytique classique.
2 Les deux géométries non euclidiennes sont caractérisées par les
groupes qui laissent invariante I’équation

2yt 2= e (e = +1).

3 Voir dans le Traité d’Analyse (t. I, p. 587) de M. Emile Picard
une image de la géométrie de Lobatschewsky obtenue au moyen
de la substitution complexe

__az+ b
T a4 d

4 La géométrie de Cayley constitue une généralisation de la géo-

métrie euclidienne et des géométries de Lobatschewsky et de

Riemann. — Cf. G. DarBoux, Principes de Géoméirie analytique,
Livre IV, p. 289 a4 363. — P. AprreLL et THIRY, Traité de Mécanique
rationnelle, t. 5, p. 171 et suiv. — BouLicaND, Premiéres legons sur

la Théorie générale des groupes, p. 161 et suiv. On frouvera aussi un
clair résumé de la Géométrie de Cayley dans I’ouvrage de M VON
LAvE, La théorie de la Relativité, t. 11, p. 130.
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Ce serait attribuer a I'espace une réalité en soi indépendante
des corps; ce serait, en méme temps soutenir que les phéno-
menes physiques peuvent ou ne peuvent pas étre interprétés
au moyen de la géométrie euclidienne,

Or, dans une pénétrante analyse, Poincaré a expliqué
pourquoi les expériences ne peuvent porter que sur les rapports
des corps entre eux et ne révélent rien, ni sur les rapports des
corps avec l'espace, ni sur les rapports mutuels des diverses
parties de I’espace. De 1a résulte cette importante conclusion:

« Une expérience, quelle qu'elle soit, comporte une interprétation
dans U’hypothése euclidienne ; mazis elle en comporte une également
dans Uhypothése non euclidienne L. »

Une géométrie ne saurait par conséquent étre opposée a une
autre qu’en considération de sa plus ou moins grande commodité.
L’expérience pourra guider notre choix, mais elle ne saurait
Iimposer.

§ 3. — Le point de vue des relativistes et celut de Le Roux.

Pour Einstein, Eddington, Weyl et leurs disciples, I’Espace
n’est pas euclidien. Qu'entendent-ils done par cette locution ?

Dans son ouvrage célebre Espace — Temps — Gragitation
(p. 156) Eddington révele sa pensée:

« Ces preuves expérimentales que l'espace, dans le champ
de gravitation du Soleil, est non euclidien ou courbe ont
semblé paradoxales et déconcertantes & ceux qui ne g’étaient
pas familiarisés avec la théorie. Elles nous montrent clairement
que les objets physiques ou leurs trajectoires se trouvent
« gauchis » dans le champ solaire; mais en résulte-t-il nécessaire-
ment que 'espace contenant ces objets est lui-méme gauchi.
Nous répondons qu’il n’est pas possible de tracer une distine-
tion entre le gauchissement d’un espace physique et celul des
étres physiques qui définissent cet espace.»

Une telle facon de voir repose évidemment sur la conviction
qu’il est possible d’établir des étalons de mesure d’espace et

1 PoINcARE, La Science et 'Hypothése, p. 97.
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de temps de telle sorte que la lumiére, les borps solides et,
d’une maniére générale, tous les faits physiques entrent dans
le cadre de I'espace choisi. |

Un postulat aussi général n’est-il pas trop aventureux ?
Son affirmation n’est au fond basée que sur I'interprétation de
deux ou trois expériences — d’ailleurs discutées — que l'on
estime propres a révéler la courbure de I'espace.

Mais, Eddington et Weyl sont allés encore plus loin; ils ont
attribué a 'espace des propriétés autonomes, de sorte que, dans
leurs théories, on peut concevoir un Univers vide de matiére,
et cependant doué d’'une « courbure naturelle ».

Sur ce point la contradiction avec les idées de Poincaré et
de Le Roux sur la relativité de I'espace est particulierement
nette.

Si T'on veut bien saisir la divergence des notions d’espace
chez Le Roux et chez les relativistes, il faut opposer le concept
d’espace géométrique de Lie & celui de Riemann.

Tandis que Lie ne considére dans 'espace que le continuum
a n dimensions, Riemann fait encore entrer dans sa définition
une forme quadratique de différentielles représentant le carré
ds? de la distance de deux points voisins 1.

Or la considération des groupes de Lie conduit & des inva-
riants différentiels analogues aux ds* de Riemann ?; mais un
ds® quelconque n’est pas nécessairement un invariant diffé-
rentiel d'un groupe afférent & un systeme de géométrie.

Comme le fait observer Poincaré, ces géométries de Riemann
« ST intéressantes a divers titres » ne peuvent étre « que purement
analytiques » et ne se prétent pas & des démonstrations ana-
logues & celles de la géométrie euclidienne 3. Celle-ci, en effet,
utilise pour ses démonstrations des déplacements de figures
invariables dans le plan et dans 'espace. De tels déplacements

1 Cf. Lie-Encer, Theorie der Transformationsgruppen, Dritter
Abschnitt, Abtheilung V, et Elie CArTAN, Legons sur la Géométrie
des espaces de Riemann. On doit & M. Elie Cartan diverses extensions
trés importantes de la théorie de ces espaces; cf. La méthode du
repére mobile, la théorie des groupes continus et les espaces généralisés.

2 Cf. L Rovux, C. R. Ae¢. d. Se., t. 201, p. 759, 1935 et t. 201, p. 804,
1935.

3 Science et Hypothése, p. 63.
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n’existent pas dans les espaces définis par les ds? généraux de
Riemann.

Ainsi, Lie, Klein, Poincaré et Le Roux, pour les raisons que
nous avons dites et d’autres encore, ne considérent, comme
susceptibles de convenir & une géométrie, que les ds? assimi-
lables & des invariants différentiels appartenant a un groupe
géométrique de Lie 1.

On le voit, pour ces géomeétres, la notion de groupe est
essentielle, elle est solidaire de celle des déplacements purs et la
possibilité de ceux-ci conditionne celle de la Géométrie. « Dans
notre esprit préexistail U'idée latente d'un certain nombre de
groupes ; ce sont ceux dont Lie a fait la théorie», dit Poincaré.

Une analyse des rapports entre nos états de conscience et
nos concepts géométriques a été faite aussi par Einstein ® qui
a écrit: « Poincaré me semble avoir saisi la vérité d’une maniere
particulierement nette dans I'’exposé qu’il donne dans son livre
La Science et UHypothése. Parmi les changements que nous
constatons dans les corps solides, ceux-la sont particulierement
simples qui peuvent étre compensés par des changements
appropriés de notre corps. Poincaré les appelle « changements
de position ».

Nous avons vu que ces déplacements conduisent naturelle-
ment & la notion de groupe. Pourtant, dans sa théorie générale,
Einstein n’a pas cherché a considérer des déplacements appar-
tenant a un groupe 3.

1 11 est intéressant de remarquer, a ce propos, que dans la théorie
d’Einstein, le choix d’un ds? d’univers n’est pas non plus arbitraire
mais limité par les dix équations de la gravitation Ry = 0 (Cf.
J. CuAzy, La théorie de la Relativité et la Mécanique céleste, t. 11, p. 36.

> Einstein admet que si un ensemble de deux points A, B — qu’il
appelle droite — marqués sur un corps rigide, coincide & un moment
donné et en un lieu quelconque, avec un autre ensemble: A’, B’
d’un autre corps rigide, ces points pourront coincider « toujours et
partout ». « Ce n’est pas seulement la géométrie euclidienne pratique,
mais aussi sa généralisation immédiate, la géométrie riemannienne
pratique et avec elle la théorie de la relativité générale qui reposent
sur cette supposition » (La géométrie et l’expérience, trad. Maurice
Solovine, p. 8).

# Nous entendons bien que dans sa tentative de géométrisation de
Ia Physique, Einstein a assimilé le temps 4 une quatriéme dimension



ET LA MECANIQUE INVARIANTE DE LE ROUX 135

Nous verrons, au contraire, que la nouvelle Mécanique de
Le Roux est tout entiére fondée sur le concept de groupe de
déplacement. C’est de la, & notre avis, que vient le caractere
de clarté de cette théorie.

Et, n’est-ce pas naturel, s’il est vrai, comme Iaffirme
Poincaré, que le concept général de groupe « 8'impose @ nous, non
comme forme de notre sensibilité, mais comme forme de notre
entendement » 1.

CHAPITRE III

LE GROUPE DE RELATIVITE ET SES INVARIANTS.

Nous pouvons maintenant esquisser & grands traits la théorie
de Le Roux en nous attachant surtout & mettre en relief les
notions fondamentales et ’enchainement des idées.

Pour le but qu’il s’est proposé M. Le Roux devait commencer
par obtenir une importante extension de la théorie des groupes
a la description des faits physiques et aux changements de
systemes de référence apimés de mouvements relatifs arbitraires.

§ 1. — Le groupe initial.

1. — Un événement physique quelconque sera repéré et
décrit par rapport & un systéme de référence S,, par un en-
semble de mesures x,, %, ... z,.

Le méme événement rapporté & un autre systéme de réfé-
rence S,, obtenu par déplacement de S, sera noté y, y,... y,.

Pour définir parfaitement la modification, dans I'apparence
de cet événement, dii au remplacement de S, par S,, il est
nécessaire:

d’un univers jouissant des propriétés étendues d’un espace géomé-
trique. Mais, en relativité générale, on ne considére que des change-
ments de variables ne correspondant pas nécessairement & des
déplacements des systémes de référence espace-temps formant un
groupe. '

v La Science et ’'Hypothése, p. 91.
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10 de préciser la situation de S,, parrapport & S,, au moyen
des sixz paramétres de position a;

20 d’exprimer les coordonnées y;, en fonction des coordon-
nées x; et des parameétres a,, par des substitutions que nous
écrivons symboliquement:

Yy = fj(”“ a) .

Les deux systemes de référence doivent d’ailleurs se déduire
I'un de I'autre par une variaiion continue des parametres .
Pour certaines valeurs .dites initiales a, de ces paramétres, on
aura donc la transformation identique:

(C’est une premiére relation imposée aux fonctions f;.

Les propriétés d’homogénéité et d’isotropie que nous attri-
buons & l'espace permettent, en outre, de regarder comme
possible la composition des déplacements du systéme de
référence.

Si un ensemble de valeur (a) des parameétres fait passer de S,
a S, et un autre (b), de S, & S,, il doit exister un troisiéme
ensemble (¢) faisant passer directement°de S, & S,. Les fonc-
tions f; satisfont alors aux conditions:

yizfi(a:; a) , z; =fi{y§ b) , 3; =f1($; c)

Les valeurs ¢, des parametres sont donc des fonctions des
quantités a; et b,:
Ch — (Pk (a, b) .

Et la condition de continuité exige qu’on ait:
q;h(ao, b) = bk ’ cph(a'; aO) — ah 2

A ces propriétés doivent s’ajouter celles qui expriment que
les fonctions f; définissent un groupe appartenant & un systéme
géométrique de Lie.

2. — Rappelons les notations constamment utilisées et les
théorémes principaux.
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Posons:
. 9f;
;1:1306_@ = & ()
et
0
lim % = o, (b) .
a=qa0 OQp

Pour une fonction quelconque F (y) des fonctions y; = f,
(z; a), on a donc:

ON pose encore

Les opérateurs X, définissent les transformations infinitési-
males de la fonction F; leur nombre r est égal & celui des para-
metres a,. Les fonctions £,; sont appelées coefficients des trans-
formations infinitésimales ; leur nombre est nr.

A une fonction quelconque G (c) des ¢, = ¢, (a, b) corres-
pond de méme le symbole:

o oG
AL(G) = ;“hh 35,

De la condition essentielle f;(x; ¢) = f;(y; 0), on déduit,
par I'application des transformations précédentes X, et A,
un systéme de r équations aux dérivées partielles indépen-
dantes, auxquelles doivent satisfaire les fonctions f;:

Xpfilz; a) —Apfi(z; a) = 0.

La solution la plus générale de ce systeme est une fonction
arbitraire des n fonctions indépendantes f; 1.

1 Cf. Goursat, Cours d’analyse, t. 11, p. 640.
Si 1’on pose: ‘
apf = Xpf — Apf s
la. différence
Bpdpf — Apapf
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3. — La recherche des fonctions U (z;, %5 ... x,) qui sont
invariantes par les transformations du groupe adopté est
capitale pour le but poursuivi.

On démontre facilement que les invariants d’un groupe
possedent la propriété caractéristique d’annuler toutes ses
transformations infinitésimales.

La théorie des équations aux dérivées partielles permet de
préciser les conditions d’existence de ces invariants:

St m est le rang de la matrice formée par les coefficients &p; 1,
le systéme :
20U

my

X, (U) = 2§, 0.

admet n — m solutions indépendantes et l'invariant le plus
général du groupe est une fonction arbitraire de ces solutions 2.

§ 2. — Le prolongement cinématique du groupe.

1. — La considération des invariants que nous venons de
définir ne peut suffire pour le probleme général de relativité.
Il s’agit, en effet, d’écrire les lois de la Mécanique sous forme
d’équations qui restent invariantes dans tous les systémes de
référence animés les uns par rapport aux autres de mouvements
relatifs arbitraires.

ne contient que des dérivées premiéres; on la représente par la parenthése de

Poisson :
(.\h .lk)f .

Toute solution de P’équation Af = 0 est aussi solution de (a,24,)f = 0.
Or, on démontre que toute équation linéaire et homogéne aux dérivées
partielles du premier ordre, vérifiée par les n fonctions f;, est une combinaison

linéaire et homogéne des équations a,f = 0. Il vient ainsi:
(35 3p)f = Zepgs 867 5
S

ou les coefficients cpp; sont des constantes, nommeées constantes de structure
du groupe, qui vérifient les relations

Chks + Cras = 0 -
1 (C’est-a-dire 'ordre le plus élevé des déterminants non nuls

déduits du tableau de ces coeflicients.
2 (f., par exemple, Goursat, Cours d’Analyse, t. II, p. 640.
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M. Le Roux a été conduit ainsi & prolonger le groupe primitif
par I'adjonction des formules:

: of; L &
j ] k=1, ... r

Il
i
==
v
=

les symboles x;, y., a, désignant, suivant le cas, des dérivées
prises par rapport a une variable non désignée, ou les diffé-
rentielles dx;, dy;, da,.

Si les a;, sont tous nuls, le systéme de référence est fixe, le
prolongement du groupe sera dit statique ; dans le cas contraire,
1l sera dit cinématique. |

L’arbitraire mobilité des systémes de référence se traduit
donc par 'indépendance des valeurs a,, quand on suppose les
parametres a, essentiels, c¢’est-d-dire réduits a leur nombre
minimum 1.

M. Le Roux a donné le nom de groupe de relativité a tout
groupe déduit d’'un groupe initial quelconque par prolongement
cinématique.

Les transformations infinitésimales du groupe de relativité,
pour une fonction quelconque F(y, y') des fonctions y; et y,,
sont de deux types:

— oF r OF
X, (F) = Y Eui— + & —
h i! hzaxi m@wi

oF
D, (F) = > E&.—— ;
nl e mbxi

les lettres primées représentant, & volonté, des différentielles
ou des dérivées.

On peut dire que c’est 'introduction du mode de prolonge-
ment cinématique qui a permis & M. Le Roux d’attaquer et
- de résoudre le probleme général de relativité tel que le compre-
nait Poincaré.

1 La condition nécessaire et suffisante pour que le nombre r des
parameétres ne puisse étre ramené 4 un nombre moindre est qu’il
n’existe entre les transformations infinitésimales Xp(f;) aucune
relation linéaire et homogéne a coefficients indépendants des x;.
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2. — 11 convient d’abord d’étendre aux groupes de relativité
non euclidiens les propriétés cinématiques bien connues des
systémes en mouvement relatif dans un espace cartésien.

On utilise pour cela des variables @, liées aux parametres
de position a, et & leurs dérivées ou différentielles a, par les
relations?

a, = ;“hh @y, .
Les formules (1) s’écrivent alors:
af'], ’
Y, = : 0_.’1:](% o ;@hih,—) ;

et I'on voit que pour passer du prolongement statique (@, = 0)
au prolongement cinématique, il suffit de remplacer les fo par les
expressLons :

On reconnait 14 une généralisation des expressions carté-
siennes donnant la vitesse absolue @ en fonction de la vitesse
relative z ’; les quantités @, , appelées paramétres d’entrainement,
y jouent le role des composantes de la translation et de la
rotation instantanées.

La condition nécessaire et suffisante pour que deux systémes de
référence soient invariablement liés entre eux est que leurs para-
métres o entrainement @;, par rapport & un méme troisiéme
systéme, sotent égauzx 2.

1 Des expressions semblables ont été considérées par E. CARTAN
(Bulletin des Sciences mathématiques, 34, 1910, 17 partie, p. 250-283).
2 Dans le cas du groupe euclidien le probléme conduit au systéme
étudié par Darboux
da

d—t——}—gc——rb'=0 aw Y

ou a, b, ¢ sont des cosinus directeurs, p, ¢, » les composantes de la
rotation instantanée. M. Le Roux a montré qu’il est possible d’effec-
tuer l'intégration (Cf. L Roux, Principes mathématiques de la
gravitation, p. 6).
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3. — L’application des résultats généraux précédents au
groupe euclidien permet de donner une signification plus pro-
fonde a des propositions classiques bien connues.

On sait que les douze coeflicients des substitutions:

%, =a, +ax +dy+ a’z,
Y, = by + bx 4+ by + bz,
Z=c +cx+ cy+ "z,

peuvent s’exprimer en fonction de six parametres essentiels
seulement. Choisissons, par exemple, comme parametres indé-
pendants ag, by, ¢y, ¢ = a, '’ = B, b = v. La matrice des
coefficients &,; s’écrit:

0 0 1 Yy - 0
0 1 0 -z 0 z
1 0 0 0 z -y .

On voit tout de suite que son rang est égal & 3, nombre des
coordonnées. Le groupe précédent n’admet donc pas d'inva-
riant. |

Il n’en est plus de méme pour le groupe des substitutions
correspondant & un ensemble de plusieurs points (z,, ¥, %),

(527 Ya, 22) (mna Yns zn)-
Les opérateurs de transformations infinitésimales sont alors:

d _ d 3
Z—G—xg,.... X4:E(y1_0—zt._zibyt)'

On sait qu’ils interviennent constamment en Mécanique

X,

classique.

Dans le cas de deux points la matrice des £,; n'est que
de rang cinq. On met ainsi en évidence l'existence d’'un seul
invariant (3 X 2 —5 = 1) qui est égal a la distance euclidienne
des deux points ou a toute fonction de cette distance.

Pour un ensemble de n points, le nombre des invariants
indépendants est égal & 3rn — 6. Or ce résultat s’obtient
directement par un raisonnement géométrique facile; on sait,
en effet, qu’il existe seulement 3n — 6 distances mutuelles
indépendantes.
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Le prolongement cinématique du groupe introduit six nou-
veaux parametres qui sont les dérivées ou les différentielles
des six parametres de position choisis.

Dans le cas d’'un seul point les douze opérateurs des trans-
formations infinitésimales sont:

- d - d d , 9 , 0

Xl*—SE"" X4_—y£_zﬁ+yaz_z8§’
__ 0 9 d

Dlmbx”'“ D“_ybz’_zby’

On vérifiera aisément que les six parameétres d’entrainement:
£, n, ¢, p, g, r, sont égaux aux composantes, suivant les axes
mobiles, de la translation et de la rotation instantanées. De
sorte que, pour passer du prolongement statique au prolonge-
ment cinématique, on aura a substituer aux composantes z’, y', 2’
de la vitesse relative les composantes

uy =« + 8% +qz—ry, Uy = ... Ug = ...

de la vitesse absolue.

4. — Revenons aux formules générales. Quels sont les
invariants du groupe de relativité ?

Ils doivent annuler les transformations infinitésimales du
groupe prolongé suivant le mode cinématique. On reconnait
alors que toute fonction des invariants du groupe initial et de
leurs dérivées ou différentielles premiéres, est un invariant
du groupe de relativité. Les fonctions de cette espece sont
d’ailleurs les seuls invariants de ce groupe.

Au contraire, un groupe prolongé suivant le mode statique
peut admettre des invariants que n’admet pas le groupe
initial.

Ainsi la forme quadratique

ds? = da® 4 dy? + dz? ou ZE gt g2
invariante pour le prolongement statique du groupe euclidien,

ne ’est pas pour le groupe initial, ni pour son prolongement
cinématique. C'est la traduction analytique de ce corollaire



ET LA MECANIQUE INVARIANTE DE LE ROUX 143

immeédiat du théoréeme de la composition des vitesses: Quand
la vitesse d’entrainement est nulle (prolongement statique), la
vitesse absolue se confond avec la vitesse relative 1.

5. — Il existe cependant un procédé pour construire des
invariants du groupe de relativité a partir d’invariants du
groupe prolongé statiquement.

Soit f(x, 2') un invariant différentiel de ce dernier groupe.
Aux variables z; substituons les expressions u; = z; + Z@,&,,,
puis remplacons dans f(x, u) les parametres d’entrainement @,
par des fonctions des variables z; et z; telles quon ait:

0

— fle, u) =0
50,

1 Ces remarques si simples ont permis & M. Le Roux de faire une
critique éclairée des transformations de coordonnées en usage dans
la théorie d’Einstein.

- L’intervalle d’Univers de Minkowski, par exemple,
ds? = dt* — da?* — dy? — dz?

est un invariant du prolongement statique du groupe de Lorentz

xr — ot

C = e V=Y. =
—
I —ox

¢ =

ou « est une constante. Mais ce n’est pas un invariant du prolonge-
ment cinématique de ce groupe.

La nécessité de maintenir constant le parameétre o pour conserver
Pinvariance, enléve aux formules de Lorentz, du point de vue de la
théorie des groupes, le sens d’une correspondance établie entre les
mesures d’'un méme événement effectuées dans deux systémes en
état de mouvement relatif.

On dit parfois que, pour les petites vitesses, les formules de
Galilée 2" = x — at, y’ = y, 2 = z’ constituent une approximation
des formules de Lorentz. Mais cette interprétation n’est pas satis-
faisante car les formules galiléennes forment un groupe, définissant
le passage d’un systeme de référence S a un autre S’ en translation
rectiligne uniforme par rapport 4 S, lorsqu’on y regarde ¢, non comme
une quatriéme coordonnée, mais comme un paramétre cariable. Il
n’en est pas de méme pour les formules de Lorentz.

Remarquons encore que les ds? de Riemann considérés dans la
théorie de la relativité générale ne peuvent en aucun cas étre assi-
milés a des invariants d’un groupe de relativité.

ARCHIVES, Vol. 19. — Mai-Juin 1937. 10
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On obtient ainsi une fonction ¢ (z, ') qui est un invariant
du groupe prolongé suivant le mode cinématique.

6. — Une loi physique s’exprime par un certain nombre de
relations
D, (x) =0, ... O, (z) = 0
entre des mesures ! z;, #,, ... z, effectuées dans un systéme

de référence S,. Cette loi est invariante siles mesures vy, 95 ... ¥,
correspondant au méme phénomeéne observé dans un autre
systéme quelconque S, satisfont aux mémes relations, c’est-a-
dire si 'on a:

D, (yy =0 ... Dp(y) = 0.

Il n’est pas nécessaire pour cela que chaque fonction @, (x)
soit un invariant du groupe de relativité permettant de passer
des mesures x; aux mesures ¥y;, il suffit que les systémes d’équa-
tions @y (z) = 0 et Dy (y) = 0 (A = 1, ... k) soient équivalents
dans leur ensemble.

Mais, parmi les lois données par des équations différen-
tielles, les seules qui, sous forme finie, contiennent les cons-
tantes arbitraires d’intégration sont celles qui expriment
des relations entre invariants du groupe d’arbitraire mobilité
des systemes de référence. Nous n’aurons pas a considérer
d’autres lois.

Les résultats généraux précédents constituent l'essentiel des
moyens analytiques mis en ceuvre par M. Le Roux pour
I’édification de sa dynamique invariante.

CHAPITRE 1V

LLES NOTIONS FONDAMENTALES DE LA NOUVELLE MECANIQUE.

Que deviennent dans la nouvelle Dynamique les notions
fondamentales d’espace de référence, de temps, de masse et
de force ?

1 De coordonnées, de vitesses ou d’autres grandeurs physiques.
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§ 1. — L’Espace et les repéres mobiles.

Dans Science et Méthode (p. 95), Poincaré s’exprimait ainsi:
« Il est impossible de se représenter 'espace vide; tous nos
efforts pour imaginer un espace pur, d’ou seraient exclues les
images changeantes des objets matériels, ne peuvent aboutir
qu’a une représentation ou les surfaces fortement colorées,
par exemple, sont remplacées par des lignes & faible coloration
et Pon ne pourrait aller jusqu’au bout dans cette voie, sans
que tout s’évanouisse et aboutisse au néant. C’est de la que
provient la relativité irréductible de Pespace.

« Quiconque parle de 'espace absolu, emploie un mot vide
de sens. C’est 1a une vérité qui a été proclamée depuis long-
temps par tous ceux qui ont réfléchi a la question, mais qu'on
est trop souvent porté & oublier. »

Ce jugement si clair repoussait I’hypothése newtonienne
d’un espace de référence fixe absolu; mais il condamnait aussi,
avant DI'heure, la conception d’'un Espace-temps doué de
propriétés autonomes: « L’espace est en réalité amorphe et les
choses qui sont dedans lui donnent seules une forme »
(PoiNcarg, Science et Méthode, p. 102-103).

La Mécanique moderne classique affirme que ses postulats
fondamentaux: principes de l'inertie, de la masse, de I'action
et de la réaction de la composition des forces... ne sont vérifiés
que dans des systémes de référence, dits galiléens.

Cette loi ne peut étre regardée que comme énoncant une
propriété expérimentale, plus ou moins approchée, du repére
copernicien.

Au surplus, elle parait attribuer a ce systéme de référence
un privilege étonnant qui répugne a Pesprit et quela petitesse
du monde solaire dans 'immensité des constellations rend
incompréhensible.

Il importait donc de nous élever jusqu’a un point de vue plus
général qui, en nous libérant de cette restriction, permette
de conférer la méme dignité a tous les systemes de référence
arbitrairement mobiles.
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(C’est ce qu’a fait M. Le Roux en formulant les lois invariantes
de la Dynamique.

Le concept d'un espace de référence absolu étant, des lors,
disparu, les forces fictives de la théorie classique du mouvement
relatif ne doivent plus avoir la méme signification. Elles nous
apparaitront maintenant comme dues a l'existence des masses
extérieures & I'ensemble matériel étudié et a leurs mouvements.

§ 2. — Le Temps conventionnel et le Temps canonique.

La nature, difficile a saisir, du Temps n’a jamais cessé,
depuis l'antiquité, de préoccuper les philosophes; et leurs
discussions sur ce sujet ne semblent pas pres d’étre terminées.

Une distinction, qui parait essentielle, a toutefois été faite
il y a quelques années par M. Bergson. L’éminent philosophe
a été, en effet, conduit a distinguer, d’une part, la durée réelle
vécue par notre conscience, siege de la succession de nos états
psychiques et, d’autre part, le temps des physiciens que I'on
mesure et qui, dans nos formules, est représenté par la lettre ¢ 1.

On congoit que ce temps-la soit purement conventionnel.

Poincaré 'avait bien reconnu quand il affirmait qu’il n’y a
pas de temps absolu; que l'assertion exprimant I'égalité de
deux durées n’a «par elle-méme aucun sens» et «n’en peut
acquérir un que par convention » %

Pour affirmer que le temps est absolu ou qu’il est relatif, il
faudrait d’abord savoir ce qu’est le temps en soi. Tout ce qu'on

1 « La vraie durée... n’est pas une quantité, et dés qu’on essaie
de la mesurer, on lui substitue inconsciemment de ’espace » (Essai
sur les données tmmédiates de la conscience, p. 80).

2 La Science et ’Hypothése, p. 111. Ici encore il semble qu’EINsTEIN
partage la méme opinion lorsqu’il dit: « Pour donner au temps une
signification physique, il est nécessaire de se servir de certains événe-
ments qui établissent des relations entre des lieux différents. Le
choix des événements pour obtenir une telle définition du temps est,
en soi, indifférent ». Pourtant on sait quel role essentiel jouent dans
la théorie de la Relativité les signaux lumineux et l’interprétation
de Pexpérience de Michelson. Or, comme I’a fait observer M. Emile
Picarp: « Si 'on n’adopte pas ces points de vue, la théorie n’a plus
de base » (La théorie de la Relativité et ses applications a I’ Astronomie,
p. 11).
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peut dire c’est que, pour déterminer un événement dans la
métrique einsteinienne, on fait usage d’une variable ¢ dont la
grandeur est relative au systéme de référence choisi. Mais, cette
grandeur résulte de procédés conventionnels de mesure au
meéme titre que celle du temps sidéral.

La Mécanique de Le Roux ne postule aucun repérage spécial
du temps dont la mesure garde le caractére conventionnel que
lui reconnaissait Poincaré.

Un ensemble matériel quelconque, dont les déformations
présentent une certaine périodicité, sera adjoint a4 'ensemble
dont on étudie le mouvement et pourra pratiquement servir
de chronomeétre. La variable ¢ servant & définir le temps n’aura
plus que la signification d'une coordonnée géométrique préci-
- sant la position relative de certains éléments du chronometre.

La notion de simultanéité est conservée, mais elle est géné-
ralisée. Elle traduit la nécessité de considérer le méme ensemble
de valeur des parameétres a;, de position pour passer des coor-
données x; d’'un ensemble matériel repéré dans un systéme Sx,
aux coordonnées y; du méme ensemble repere dans S,
mouvement par rapport a S, .

D’une fagon générale, on voit donc qu'on n’observera en
fait que des variations concomitantes de coordonnées géomé-
triques.

Dans I'expression invariante d’une loi, il faut que le para-
metre mesurant le temps disparaisse, pour ne laisser subsister
que les invariants géométriques. Ce résultat s’obtient facilement
dans le cas de la gravitation par I'application du principe de
la moindre action, convenablement adapté (V. infra).

Les équations du mouvement obtenues par cette méthode
constituent un systéme invariant, indépendant du temps. Il
est ensuite possible de les ramener & une forme canonique par
I'introduction d’une variable auxiliaire nouvelle, définie comme
un invariant intégral, en fonction des invariants du groupe
géomeétrique.

C’est le temps canonique.

1 Envisagée de ce point de vue, la notion de simultanéité persiste
dans les formules de Lorentz.
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§ 3. — Masse et force.

On sait par quelles vicissitudes sont passés les concepts
étroitement liés de masse et de force.

Tantot la masse est assimilée & la mesure d’une quantité
de matiére; tantdt elle apparait comme un coefficient de
résistance au mouvement. « Qu'est-ce que la masse ? (est,
répond Newton, le produit du volume par la densité. — Il
vaudrait mieux dire, répondent Thomson et Tait, que la
densité est le quotient de la masse par le volume. — Qu’est-ce
que la force ? C’est répond Lagrange, une cause qui produit le
mouvement d’un corps ou qui tend & le reproduire. — Clest,
dira Kirchhoff, le produit de la masse par I'accélération. Mais
alors, pourquoi ne pas dire que la masse est le quotient de la
force par accélération ? » (Poincaré, La Science et ' Hypothése,
p. 110).

Il n’existe pour Poincaré qu’'un seul moyen pour sortir de
ce dilemme: considérer la masse de chaque élément matériel
comme un simple coeflicient choisi de facon & donner & l'en-
semble des lois de la Mécanique la forme la plus simple *.

On est bien obligé, en effet, d’attribuer a4 chaque élément
matériel une existence propre indépendante de son mouvement
ou de celui du systeme de référence. En regardant la masse
d’un élément matériel comme un invariant, on donne a son
individualité un sens physique.

Le coeflicient masse sera donc la caractéristique mécanique
d’un élément matériel. Et I'égalité des masses signifiera I'équi-
valence dynamique des éléments 2.

La masse d'un élément formé par la juxtaposition de plu-
sieurs autres éléments sera égale, comme le voulait Newton,
a la somme des masses des éléments composants.

! Du point de vue logique cette définition est suffisante. Mais il
reste au physicien la tiche de montrer comment la notion de masse
résulte des propriétés intimes de la matiére.

2 Dans la théorie d’Einstein le rapport d’une masse donnée a une
masse prise pour unité est encore un invariant pourvu que ces deux
masses soient dans un méme état de mouvement.
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celle de la force.

Cette notion est certainement née des sensations que pro-
voquent nos efforts musculaires. De cette intuition directe a
été tirée I'idée de force considérée comme cause d
ou de déformation.

S’il est une définition qui a fait couler de l’encre, c’est bien

mouvement

Un tel concept métaphysique donne aux forces J.me existence
propre indépendante des systémes matériels physiques qui les
produisent. L

On raisonne sur une force unique, isolée agissant sur un
point matériel. |

On applique une méme force a des corps diffé#-ents.

On pense aussi savoir ce qu'il faut entendre quand on dit
que plusieurs forces sont appliquées simultanémfnt au méme
point matériel.

W. Thomson, J. J. Thomson, Hertz, Mach, Poincaré ont
souligné I’absence de valeur physique de ce con#
reviendrons pas sur leurs judicieuses critiques.

ept. Nous ne
Nous croyons que cette idée, de regarder la forC(e comme une
cause réelle, peut étre tenue pour responsable des nombreuses
et vaines tentatives de démonstration logique de la régle
fameuse du parallélogramme. Le principe de causalité exige
qu'il n’y ait rien dans I'effet qui ne soit déja dans la cause; et
I'hypothese de I'existence de plusieurs forces agissant sur un
élément matériel implique nécessairement celle de leurs effets:
accélérations ou déformations. Dans l'insuccés des démons-
trations du postulat de la composition des forces — ou tant
de savants se sont exercés — le principe de symétrie, abusive-
ment appliqué, nous parait moins en cause que la notion
acceptée de force elle-méme. CT

Dans la Mécanique de Le Roux, la force, considérée isolément,
n’est plus un concept fondamental essentiel; on pourrait s’en
passer. Toutefois, pour la commodité des calculs, il peut étre
opportun de conserver la définition purement nominale ou
analytique de Kirchoff. La force: c¢’est le produit de la masse
par 'accélération. Cette grandeur n’a aucun caractere invariant;
sa mesure résulte, en effet, du choix du solide de référence et
de la métrique utilisée pour repérer I'espace et le temps.
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En adoptant ce point de vue on ne nie pas la réalité des
influences physiques que peuvent exercer les uns sur les autres
les systémes matériels. Mais on laisse & la Physique proprement
dite le soin de préciser dans chaque cas, le mode d’interaction
de ces influences.

On pourrait penser que cette facon d’envisager la masse et
la force soit contredite par les expériences tres précises de
MM. Ch.-Eugéne Guye et Lavanchy, qui ont donné des for-
mules de Lorentz et d’Einstein une brillante vérification *.
Mais 1l est facile de voir que cette divergence est plus formelle
que fonciére. Nous pouvons, en effet, sans rien changer a la
relation qui, en Relativité restreinte, relie entre elles la force F,
Paccélération J, la vitesse ¢ du corpuscule, sa masse au repos m,

et la vitesse ¢ de la lumiére, écrire:
1

g
monF-(1-—-—g—2>2-

Formule que nous interprétons en disant que I'influence d'un
champ électrique ou magnétique sur un corpuscule électrisé
dépend de la vitesse de ce corpuscule par rapport au systéeme
producteur du champ. ' '

En réalité, on le sait, il y aurait lieu d’écrire encore pour
une action s’exercant dans le sens de la vitesse:

o
myd = F-(i—%)g :
puisqu’on distingue les actions transversales des actions lon-
gitudinales.

Cette maniére de voir nous semble naturelle et, d’ailleurs, nous
y sommes accoutumés par l'utilisation classique en Electro-
dynamique de la force de Laplace qui dépend a la fois de la
vitesse et de sa direction dans le champ magnétique.

I1 est bien évident que cette interprétation, qui conserve les
formules précédentes, est en parfait accord avec les expériences
de M. Ch.-Eug. Guye.

De ces formules on déduit d’ailleurs, comme dans la théorie

1 Cf. Ch.-Eug. GuYE, Mémoires de la Société de Physique et d’His-
toire naturelle de Genéve, 1921,
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d’Einstein, que la masse définie comme capacité d’impulsion
est proportionnelle a 1’énergie 2.

§ 4. — Les lots intrinséques.

Faisons encore une remarque générale.

Dans la mécanique de M. Le Roux les invariants indépen-
dants d’un ensemble matériel peuvent se réduire aux distances
mutuelles de ses éléments et & leurs variations mesurées suivant
le mode conventionnel qui correspond au systéme géométrique
adopté.

1l suit de la que les seules lois intrinséques du mouvément de
Uensemble sont celles qui régissent la variation de sa configuration
géométrique.

Des mouvements d’un méme ensemble, dans lesquels les
configurations successives sont identiques, sont équivalents. Ils
ne pourraient étre distingués qu’a la condition d’adjoindre &
I'ensemble étudié un autre ensemble extérieur permettant de
définir un solide de référence et une coordonnée de temps.

(Pest ainsi que, du point de vue de la Dynamique invariante,
les mouvements de deux éléments isolés, obéissant a la loi de
Newton ou au ds? de Schwarzschild, sont regardés comme
semblables, pourvu que le maximum et le minimum de la
distance mutuelle de ces éléments restent les mémes dans ces
deux hypotheses.

CHAPITRE V

LA DYNAMIQUE INVARIANTE ET LA LOI DE LA GRAVITATION,

y 1. — L’énergie cinétique invariante et le solide
g q
de référence principal.

1. — M. Le Roux donne encore le nom d’énergie cinétique
relative & I’expression classique:

1 ds \?

1 On appelle ainsi le coefficient m de proportionnalité entre
Iimpulsion communiquée, F¢, par la force F pendant le temps ¢, et
la vitesse acquise ¢: m = Fi/o.

2 Cf. Francis PErrIN, La Dynamique relativiste et linertie de
Uénergie, Paris, 1932.
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mais cette définition est généralisée par la possibilité d’'intro-
duire des formes de ds?, invariantes pour le prolongement
statique de groupes non euclidiens ! et par I'indétermination
de la variable ¢.

Une importante remarque permet tout d’abord de rattacher
a la notion unique de transformation infinitésimale cinéma-
tique les grandeurs fondamentales de la Mécanique classique.
On a, en effet, pour le groupe euclidien:

D,(TY = Zma’ , ...
D, T) = Zm(yz —zy’) ...

Ainsi, les transformations du premier ordre du groupe de
relativité fournissent les composantes de la quantité de mou-
vement et du moment cinétique.
~ Sil'on pose:
Thp = Typp = Dpp T

on a ensuite:

T1T1 = Ty = Ty = Zm ,

Ty =Ty=Tu=...=0,
Ty =Zm@y2+22), ... Ty =— Zmyz,
Ty = ZEZmsg, T = —Zmy ...

La masse totale, les moments d'inertie, les produits d'inertie,
les coordonnées du centre de gravité s’ obtiennent donc par
I'application répétée des transformations du mode cinématique.

Ces résultats remarquables donnent déja une idée de la
puissance synthétique de la nouvelle méthode.

2. — Voici maintenant, toujours pour le groupe euclidien,
un théoréeme fondamental de la Mécanique invariante:

L’énergie cinétique relative d'un ensemble est minimum quand

1 On a Xi(T) = 0.
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on rapporte le mouvement o un solide de référence dans lequel le
centre de gravité est immobile et le moment cinétiqgue nul L.

3. — 1l était réservé a M. Le Roux de donner Iexpression
explicite du minimum W de I'énergie relative, dans le cas
général d’'un groupe quelconque, et de montrer que cette
expression est un invariant du groupe de relativité se déduisant
de Pinvariant T, pour le prolongement statique, par le procédé
que nous avons déja indiqué (cf. infra, p. 16, n° 5).

4. — Cette grandeur invariante W ne dépend que de la
variation de la distribution des masses et peut étre regardée
comme mesurant I'énergie cinétique de déformation de Uensemble.

L’exces

O=T—-—-W

de I'énergie cinétique relative T sur ’énergie minimum W est
Pénergie d entrainement.

Les systémes de référence S, par rapport auxquels 1'énergie
d’entrainement ® est nulle, ou, ce qui revient au méme, pour
lesquels I'énergie cinétique T prend sa valeur minimum W, ont
un mouvement caractérisé par les valeurs communes de leurs
paramétres d’entrainement @,,.

Par un artifice analogue a celui qui, en Mécanique analytique,
conduit aux équations de Hamilton, on exprime ces parametres
sous la forme élégante

ou T, est mis pour D, T.
Une remarque qui souligne le caractére de généralité de
cette théorie, s'impose aussitot.

1 MM. Levi-Civita et Amaldi ont donné cette proposition dans leurs
Leziont di Meccanica razionale, vol. 11, 17¢ partie, p. 307-309.

Indiquons que I’étude du probléme de I’extinction des mouvements
internes d’une masse fluide visqueuse nous avait également conduit
4 ce théoréme sans avoir eu connaissance de la démonstration de
MM. Lévi-Civita et Amaldi.
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Dans I'équation précédente, la valeur de @, est homogene
par rapport aux dérivées a, des paramétres de position, et il

x 00 re
en est de méme de 37, Ppar rapport aux dérivées des coordon-
h

nées x,; cette équation n'est donc pas modifiée par une trans-
formation arbitraire t = ¢ (t) effectuée sur le parameétre ¢
servant a définir le temps. ‘

Les systemes de référence S, invariablement liés entre eux,
sont en nombre infini; leur ensemble est le solide de référence
principal du systéme matériel considéré.

5. — La notion de solide de référence principal est essentielle.
C’est a elle qu’il faudra toujours revenir pour donner aux
grandeurs et aux lois de la Mécanique un sens intrinseque. De
plus, grace a l'introduction de ce solide, on verra s’unifier en
un énoncé synthétique des principes qui paraissaient autrefois
n’avoir aucun lien entre eux.

Ainsi, on sera sans doute surpris d’apprendre que le principe
de Newton de I'action et de la réaction et le principe dit de la
composition des forces, n’expriment pas des propriétés de la
matiére, ni méme des conséquences du concept de force envisagé
comme une cause de mouvement, mais bien tout simplement
le résultat d’un choix convenable du systéme de référence.

En faisant, tout d’abord, usage du groupe euclidien, ce qui
permet d’utiliser le langage de la Mécanique classique, M. Le
Roux obtient, en effet, ce remarquable et important théoréme,
tout a fait inattendu:

Quelle que soit la constitution d’'un ensemble matériel isolé,
quelque désordonné que soit son mouvement, et quel que soit méme
le paramétre t jouant le réle du temps, les mouvements des éléments
de cet ensemble, rapporté d son solide principal, semblent dus
a des actions mutuelles satisfaisant au principe de Uégalité de
Faction et de la réaction 1,

1 La démonstration de ce théoréme se déduit par un raisonnement
élémentaire du fait que le systéme des vecteurs forces m; J; forme,
par rapport au solide principal, un systéme équivalent & zéro.
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Pour étendre cette proposition au cas d'un groupe non
euclidien, on considérera I'expression

comme une composante de force.
Les quantités
oM, = ES&,E,.

sont alors des généralisations (on s’en rend compte aisément)
des composantes de la somme géométrique et du moment
résultant des forces euclidiennes. M. Le Roux les nomme
moments généralisés des forces apparentes.

Or on a

aT,
— = Z&g, L

Cette équation rassemble et généralise les théorémes généraux
de la Mécanique relatifs aux quantités de mouvement et aux
moments cinétiques.

Rapportons le mouvement & un systéme tel que les T,
soient des constantes c,, on aura

M, = 0.

Si nous choisissons en outre les invariants indépendants du
groupe utilisé parmi les invariants binaires (distances eucli-
diennes ou mon) p;; obtenus en associant deux & deux les
éléments de I'ensemble, le travail virtuel des forces appa-
rentes 3 = X &, dx; prend la forme

EPijSPig
ou P;;3p;; est interprété comme le travail élémentaire de deux
forces égales et opposées P;; et Pj;.

Ainsi le travail virtuel total 3% des forces apparentes résulte
uniquement d’une déformation de I’ensemble.

1 Equation qui résulte de ce que ih(T) = L
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Les systemes de référence dans lesquels cette condition est
réalisée sont appelés systéemes a gravitation apparente *.

Ces systemes dépendent, en général, du mode de repérage
du temps ¢. Si, au lieu de ¢, on prenait une nouvelle variable ©

telle que ¢ == (1) on aurait, en effet, ®, = ¢,0'() au lieu de
ao, ) ) aT,

Ty = ¢ et —— = ;9" (1) au lien de e = 1

Mais si T;, = ¢, = 0, conditions qui caractérisent le solide
de référence principal, 3% est toujours un travail de déforma-
tion et les équations I, = 0 sont vérifiées quelle que soit la
marche du chronométre adopté.

Les systemes de référence liés au solide principal sont done
les seuls par rapport auxquels la loi de 'action et de la réaction
de Newton est vraie pour un choix arbitraire de la variable

mesurant le temps.

§ 2. — Le principe de la moindre action
et la lot de la gravitation.

Les résultats obtenus jusqu’ici n’expriment aucune loi
physique; ils concernent seulement les rapports mathématiques
de mouvements absolument quelconques et des systémes de
référence.

La loi de Newton qui affirme la réciprocité des actions mu-
tuelles de deux éléments ne peut étre — on vient de le voir —
que relative a certains systemes de référence.

Pour présenter un caractére synthétique, et pour étre inva-
riante, une loi de gravitation doit faire intervenir toutes les
masses de I’Univers et s’exprimer uniquement en fonction des
invariants d’un groupe de relativité.

Par une analyse habile, M. Le Roux a tiré du principe de la
moindre action la forme invariante générale de la loi de la
gravitation.

1. — Postulons I'existence d’une fonction des forces U
identique ou analogue au potentiel newtonien.

1 M. Platrier a démontré que dans de tels systémes I’énergie d’acceé-
lération est minima (C. R. Ac. d. Se., t. 189, 1929, p. 23).
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Si I et T', désignent deux configurations données de I'en-
semble, le principe de la moindre action, sous la forme donnée
par Jacobi, s’exprime par la condition de minimum:

T o
5 [(A/2(U + k) - A/Emds®* = 0 (J)
'

ou % est la constante des forces vives.

Substituons & Xmds? la forme invariante de diftérentielles
do? = 2Wdi* déduite de I’énergie invariante W en remplacant
les dérivées z; par les différentielles dx;, et prenons pour U un
invariant du groupe initial uniquement fonction des distances
mutuelles des éléments de 'ensemble; on obtient la forme in-
variante du principe de la moindre action:

T
st/'\/z(Uth)-dczo . (1)

Introduisons une variable ¢, telle que

do?
2 .
W= U+ n

Les équations d’Euler qui expriment la condition de mini-
mum ! prennent alors la forme classique de Lagrange:
408  BE
dt(ax;) ox; ’
ou E = U + W désigne I'énergie totale invariante.

Le parametre ¢ est le temps canonigue propre de 1'ensemble.

Dans la Mécanique classique le principe de la moindre action
se présente comme une conséquence des équations du mouve-
ment, formées au moyen des notions préalables de temps et
de force et en admettant I'existence d’une fonction des forces.

Dans la Mécanique invariante c’est le principe de la moindre
action, convenablement adapté, qui sert de base pour former
les équations du mouvement et définir ensuite les notions de
temps et de force.

1 Cf. GoursaT, Cours d’Analyse, t. 111, p. 560.
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Il existe entre la forme jacobienne (J) du principe de la
moindre action et sa forme invariante (I) une réciprocité
importante.

St le mouvement d’'un ensemble est régi par ce principe sous la
forme (1), ce mouvement, rapporté au solide principal de Uen-
semble, est également régi par le méme principe sous sa forme (J).
La réciproque est vraie.

2. — Cherchons maintenant a appliquer & I'Univers obser-
vable les formules théoriques précédentes.

Il convient, tout d’abord, pour que le concept de solide
principal ne demeure pas purement théorique, de montrer qu’il
est possible, approximativement au moins, de définir le mouve-
ment de ce solide par rapport aux systémes de référence et au
temps de la Mécanique céleste classique.

Pour cela, M. Le Roux a cherché les limites vers lesquelles
tendent les parametres d’entrainement du solide principal,
donnés par les équations:

quand on considéere des domaines emboités de plus en plus
vastes de I'Univers stellaire.

Les éléments d’une solution rigoureuse manquent évidem-
ment et ce projet peut paraitre bien audacieux.

Pourtant, il suffit d’admettre:

10 que les étoiles éloignées n’ont qu’une vitesse angulaire
trés faible par rapport aux axes de Copernic — ce que confirme
I'observation — et

20 que les moments d’inertie principaux des ensembles
matériels contenus dans les domaines considérés croissent
indéfiniment,
pour montrer que le Solide principal de I'Univers observable
doit étre animé d’'un mouvement de translation rectiligne et
uniforme par rapport & tout systeme de Galilée.

Or, on sait que dans le champ gravitationnel des corps
célestes, le mouvement de tout élément matériel M;, rapporté
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au systéme d’axes de Copernic et au temps sidéral, obéit, avec
une grande approximation, a une équation de la forme:

S—
M,
= grad U ;
ou U, fonction des forces apparentes, est maintenant regardé
comme un tneariant ne dépendant que des distances mutuelles
des éléments. -

D’apres ce qui précéde, il en est encore de méme dans tout
systeme invariablement lié au solide principal.

De plus, en Mécanique rationnelle, on déduit de cette équa-
tion générale le théoreme des forces vives et la forme jaco-
bienne (J)} du principe de la moindre action.

I’équation des forces vives

P =T w
montre que le temps canonique propre de I'Univers observable
coincide pratiqguement avec le temps sidéral de I’Astronomie.

Mais il importe d’observer que le temps canonique est lié
a la configuration de I’Univers, par le facteur statique (U 4 &),
et & la variation de sa configuration, par le facteur différen-
tiel do 1. _

De la validité de la forme jacobienne (J) du principe de la
moindre action dans le solide principal on conclut, en vertu du
théoréme de réciprocité, que le mouvement des astres rapporté
a un systéme de référence arbitrairement mobile est régi par
le méme principe sous sa forme invariante:

AP
8f-\/2(U+h)dc:O. (1)
ry

! Pour reprendre une belle pensée de Bergson, ne nous serait-il pas
possible de dire que le temps canonique « transmet, jusqu’a la plus
petite parcelle du monde ot nous vivons, la durée immanente au
tout de I’Univers » ? (Bereson, L’évolution créatrice, p. 11).

De ce point de vue la notion de temps canonique universel
semblerait donc se préter & un rapprochement entre la durée réelle
des philosophes et le temps mathématique des physiciens.

ARcHIVES. Vol. 19. — Mai-Juin 1937, A1
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Telle est 1a forme générale de la loi tnvariante de la gravitation,
donnée en 1931, par M. Le Roux *. ‘

I1 résulte de cette loi que le mouvement d’un élément matériel
dépend non seulement des masses et des positions de fous les
autres éléments de I'Univers, mais encore, de leurs vitesses par
le facteur différentiel do.

Le caractére synthétique de ce remarquable résultat répond
complétement aux veeux de Mach et de Poincaré 2.

On voit que la loi de la gravitation n’est plus, & proprement
parler, une loi de force, mais une loi de mouvement.

La loi de l'attraction universelle de Newton perd son sens
physique habituel ‘pour n’apparaitre plus que comme une
traduction, dans le langage classique, de l'une des formes
possibles du mouvement de I’Univers matériel rapporté a son
solide principal 3.

§ 3. — Signification des forces fictives de la théorie des mouvements
relatifs.

On a coutume de regarder I'expérience du pendule de
Foucault comme révélant la rotation absolue de la Terre dans
I'espace. On congoit, d’aprés ce que nous avons vu, que la
Mécanique invariante donne & cette expérience un sens tres
différent. '

Déja, dans La Science et ' Hypothése (p. 138), Poincaré avait
insisté sur ce qu’il y a de choquant a dire que la Terre tourne
dans I'espace: « S'il n’y a pas d’espace absolu, peut-on tourner
sans tourner par rapport a quelque chose et d’autre part,
comment pourrions-nous admettre la conclusion de Newton
et croire a 'espace absolu ? ».

Pour expliquer les apparences, allons-nous croire a I'existence
de I'invisible et mystérieux corps de référence alpha ?

L C. R. Aec. d. sc., t. 192, 1931, p. 1439.

2 Cf. E. Macn, La Mécanique, p. 220 & 234, trad. E. BERTRAND,
introd. de E. PicArp.

8 M. Le Roux a montré que la loi de Newton est impliquée par le
principe de la moindre énergie moyenne d’accélération et par une
condition nécessaire de stabilité de 1’ensemble (Principes mathé-
matiques de la théorie de la gravitation, p. 29 et suivantes).
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Quelle est donc dans la nouvelle dynamique la signification
des forces fictives de la théorie du mouvement relatif ?

Soit S le systéme d’axes de référence choisi. Désignons par
V., V,, V, les composantes, suivant ces axes, de la vitesse d’un
élément de masse m, par rapport au solide principal S, de
I'Univers; et appelons p, ¢, r les parameétres d’entrainement,
composantes de la rotation instantanée, du mouvement de S
par rapport & S,,.

En coordonnées euclidiennes les équations de Lagrange,
déduites de la forme (I) du principe de la moindre action,
s’écrivent:

dVz; _oU
mj( 7 + ¢Vz; — rVyf) = d;

Ces relations sont identiques formellement & celles de la
théorie du mouvement relatif de la Mécanique classique. Mais
ici les symboles p, ¢, r ne représentent pas des fonctions données
du temps; ce sont des fonctions des masses, des coordonnées et
des v¢itesses par rapport a S, des éléments de I'Univers.

Les forces dites fictives sont donc dues & ces masses et
peuvent, dés lors, étre interprétées comme des influences
extérieures, au méme titre, par exemple, que les forces
newtoniennes.

Ainsi est obtenu un résultat important, vainement cherché
par Mach, qui n’a pas trouvé dans la Mécanique classique les
« moyens d’expression nécessaires » 1 pour I'atteindre.

CHAPITRE VI

VALEUR THEORIQUE ET PRATIQUE DE LA MECANQIUE
INVARIANTE.

Nous pouvons apprécier maintenant la valeur considérable
de la théorie de L.e Roux pour la philosophie scientifique.

La possibilité de donner aux lois de la Mécanique des formes
générales invariantes dans tous les systémes de référence
arbitrairement mobiles, indépendantes du choix du paramétre

1 EINSTEIN, Quatre conférences..., loc. cit., p. 50.
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mesurant le temps et applicables & tous les systemes de géo-
métrie, euclidiens ou non, confirme définitivement les idées de
Poincaré sur la relativité de I’Espace, sur le caractére conven-
tionnel du repérage du Temps et sur ’équivalence théorique
de toutes les géométries de Lie.

L’unification des principes fondamentaux, l'interprétation
des forces fictives de la théorie du mouvement relatif, ont permis
de dissiper les ombres qui, du point de wvue philosophique,
nuisaient & la Mécanique classique.

Par I'usage des groupes géométriques non euclidiens, la
Mécanique invariante constituera enfin un instrument plus
souple et plus puissant pour l'explication des phénomenes
naturels. 4

On cherchera probablement un jour & utiliser la loi de la
gravitation de Le Roux pour rendre compte des irrégularités
des mouvements des corps célestes, telles que les avances
inexpliquées des périhélies de Mercure, de Mars ou du nocud
de Vénus, st toutefors ces irrégularités ne sont pas dues @ des
causes physiques, électriques ou magnétiques, encore Lnconnues ;
question qui n’a pas été encore élucidée ™.

! Dans cette recherche des irrégularités des mouvements des
périhélies on peut se demander quelle est Pinfluence du champ
magnétique solaire — attribuable en partie au moins aux circulations
des charges électriques entrainées par la rotation de I’astre sur lui-
méme. Soient H la valeur du champ sur Porbite de la planéte étudiée,

g sa charge par unité de masse,  la vitesse angulaire du périhélie.
Nous avons établi la relation trés simple

o = 2¢qH .
D’aprés Newcomb les valeurs des résidus des avances observées
sont:
Mercure: 43” — Vénus: 16" — Terre: 10" — Mars: 5”.

Dans I’hypothése ou ces avances résiduelles proviendraient entiére-
ment de Paction du magnétique solaire, la formule précédente
donnerait en unités c. g. s.:

gH = 3,1 . 107 pour Mercure; 1,2 . 107 pour Vénus;
0,7 . 107 pour la Terre; 0,37 . 107** pour Mars.

Mais ces chiffres conduisent a attribuer aux charges ¢ ou au
champ H des valeurs qui paraissent trop grandes.

A ce propos, je remercie M. Tiercy, directeur de I’Observatoire de
Geneve, et M. Cailliatte, astronome a l’observatoire de Nice, des
documents utiles qu’ils m’ont procurés sur ce sujet.
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Contentons-nous de noter pour le moment qu’il semble
possible de rattacher le concept de solide principal de I'Univers
a lexistence d’'un éther homogeéne et isotrope jouant le role
de I'espace absolu de Newton 1.

Nous voudrions encore prévenir une objection.

La Mécanique invariante indique les méthodes et les relations
générales qui doivent permettre de satisfaire le principe de
relativité tel que le comprenait Poincaré.

Le probleme a été résolu, pour la loi de la gravitation, par
M. Le Roux lui-méme.

Mais I'intérét de sa théorie ne saurait se borner la.

Les physiciens doués d’esprit philosophique chercheront
sans doute & s’en servir pour donner aux lois naturelles leurs
formes intrinséques.

Or ce résultat ne peut étre obtenu qu’a la condition de savoir
exprimer les grandeurs physiques, concourant & la production
d’un phénomeéne, en fonction des seules variables dont dépendent
la configuration de I'ensemble et sa variation.

On peut donc prévoir que le développement ultérieur de la
théorie de Le Roux consistera surtout dans la recherche des
invariants physiques appartenant aux divers groupes de
relativité.

Si des écarts existent par rapport a la loi invariante, nous
devrons avant tout songer a une connaissance incompléte des
faits et & la nécessité de recourir & une expérimentation plus
précise ou plus expressive.

CONCLUSIONS

M. Le Roux est resté, comme il I'a dit, sur le terrain solide
des vérités démontrées. Il serait donc vain d’opposer la Méca-
nique invariante a une théorie reposant sur des hypothéses
physiques.

Mais il est permis de penser que cette nouvelle Mécanique

1 Une expérience trés ingénieuse de M. Esclangon parait, en effet,
avoir révélé un vent d’éther concordant avec le mouvement astro-
nomique de la Terre (cf, C. R. Paris, 192 ). Or, nous savons que
ce mouvement peut étre, approximativement, considéré comme
rapporté au solide principal de ’Univers.
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peut se concilier avec la théorie dite semi-einsteinienne de la
relativité qui interprete les formules d’Einstein dans le temps
et 'espace classiques.

On comprend alors que le recours au solide principal de
I'Univers permettrait de revenir & une représentation, fictive
il est vrai, des influences mutuelles des masses par des forces
apparentes obéissant aux postulats anciens de I'addition des
forces et de I'égalité instantanée de 'action et de la réaction.
Or ces postulats ne sont, au fond, nous I’avons vu, que des lois
de mouvement particuliéres aux systémes sans accélération par
rapport au solide principal.

Peut-étre méme trouvera-t-on quelque relation entre ce
solide et le milieu fondamental dans lequel se propagent les
ondes électromagnétiques et lumineuses.

D’ailleurs les difficultés des interprétations d’Einstein sur le
temps relatif et I’espace physique non euclidien! ne peuvent pas
porter atteinte a la valeur pragmatique des équations rela-
tivistes. Un assez grand nombre de physiciens estiment que
ces équations — surtout celles de la Relativité restreinte —
concordent bien avec les faits connus pour qu'on ait intérét a
les conserver. Il convient alors de rechercher une véritable
explication  physique de cette réussite et, pour cela, il faut
démasquer la réalité cachée sous le symbolisme mathématique 3.

1 Cf. Pierre Dive, Difficultés dans l'interprétation einsteinienne
du temps et de I’espace relatifs. Enseignement math., 1937, nos 1-2.

Sur la Géométrie d’un champ gravifique d’Einstein-Schwarzschild.
Académie des Sciences, Belles Lettres et Arts de Clermont-Fd., 1937,
t. LVII, No 494,

La Géométrie du disque tournant dans la métrique d’Einstein.
C. R. des séances de la Société de Phys. et d’Hist. nat. de Genéve,
vol. 54, n® 1, janvier-mars 1937; supplément aux Archives, 1937.

Sur les temps propres relatifs de la théorie d’Einstein. C. R.
Académie des Sciences, Belles Lettres et Arts de Clermont-Fd., juillet
1937.

2 Analogue, par exemple, a celle que la Thermodynamique générale
trouve dans la théorie des quanta.

8 Certes, nous ne pouvons pas prétendre atteindre la réalité
profonde des choses en son essence méme, et nous devrons toujours
nous contenter de représentations plus ou moins adéquates a cette
reéalité. Mais il est certain que ce renoncement ne diminue en rien
notre besoin de raisonner sur des concepts clairs, a partir de postulats
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Dans ce but, des résultats trés intéressants ont été déja
obtenus par M. Varcollier. Ce savant a donné une théorie
générale de 'aberration des ondes et des forces qui conduit a
retrouver dans le temps et I'espace ordinaires, donc aussi en
prenant comme repeére le Solide principal de Le Roux, les
formules essentielles de la Théorie d’Einstein !. L’idée féconde
de M. Varcollier consiste & associer & chaque milieu dans lequel
se propagent des ondes une équation de la forme:

2 g, dzdx’ = 0

had

appelée ondulalion élémentaire. Le premier membre -est une
forme quadratique des dz¥ qui peut étre regardée comme un
ds® d’Espace-temps fictif, susceptible de donner lieu aux
mémes développements analytiques que les ds? d’Univers
d’Einstein. On pressent donc par la que la théorie de
M. Varcollier ne doit rien négliger des travaux mathématiques
suscités par Iinterprétation relativiste. En particulier, 1l n’est
pas impossible que les géométries de Riemann et de Weyl,
et la belle généralisation qu’en a donné M. Elie Cartan par la
considération si profonde des espaces & torsion 2, trouvent dans
cette théorie, comme dans celle d’Einstein, un vaste champ
d’applications.

Saint-Julien-en-Genevois, octobre 1936.

ou d’hypothéses nettement exprimés. Une théorie ne saurait satis-
faire pleinement I’esprit qu’a la condition de saucer * les lois de notre
entendement en méme temps que les phénomeénes qui nous sont
extérieurs. Comme P’a si justement écrit M. Varcollier: « Notre
intelligence évite instinctivement de raisonner sur des objets qu’elle
ne puisse clairement se figurer. Peut-étre est-il dangereux de l’en
détourner ».

1 H. VarcoLLIER, La Relativité dégagée d’hypothéses métaphysiques,
Paris, 1925.

2 Elie CarTAN, Le parallélisme absolu et la théorie unitaire du
champ. Actualités scientifiques et industrielles, XLIV, Paris, 1932.

Lecons sur la théorie des espaces & connexion projective. Cahiers
scientifiques, fasc. XVII, 1937.

* Ldlew td oatvopeva, sauver les phénomeénes, locution due & Platon.
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