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LE PRINCIPE DE RELATIVITE
SELON POINCARE

ET LA MECANIQUE INVARIANTE
DE LE ROUX

PAR

Pierre DIVE

Des 1900, Henri Poincare a fait comprendre combien il serait

important, pour connaitre la signification intrinseque des lois
de la Mecanique, de savoir les exprimer par des equations
independantes de l'etat de mouvement des systemes de

reference L On a pu penser que ce voeu serait un jour completement
satisfait grace ä la theorie de la Relativite generalisee d'Einstein.

Les principes fondamentaux enonces par ces savants sont,
en effet, comparables dans leur forme. Mais, comme nous allons
le rappeler, les idees de Poincare sur le Temps, sur FEspace et
la Geometrie, etaient assez nettement en opposition avec les

hypotheses et les vues d'Einstein pour qu'on ne puisse pas
douter que l'illustre geometre, s'il avait vecu, eut tire du

Principe de Relativite des interpretations physiques ou philo-
sophiques differentes de Celles qui sont venues, il y a quelque
vingt ans, apporter un certain trouble dans nos habituelles
fagons de penser.

Dans cette etude nous nous proposons de montrer comment
la Mecanique invariante de Le Roux s'inspire et decoule direc-
tement de la philosophie de H. Poincare sur les notions fonda-
mentales de la Geometrie et de la Mecanique.

1 Cf. Revue de Metaphysique et de Morale, t. VI, janvier 1898;
et un memoire de H. Poincare presente au Congres de Philosophie
de 1900; voir aussi la Valeur de la Science, chap. II.
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CHAPITRE PREMIER

Le Principe de Relativite et son extension.

§ 1. — Origine experimental du Principe de Relativite.

Quels sont exactement le sens et la portee du Principe de

Relativite En Mecanique classique, il exprime que deux
ensembles materiels, doues initialement de la meme configuration

et de vitesses egales dans deux systemes de reference

en translation rectiligne et uniforme Tun par rapport äl'autre,
ont des mouvements ulterieurs identiques pour des observa-

teurs effectuant des mesures d'espace et de temps dans chacun
de ces systemes.

Ce principe ne semblait pas devoir s'appliquer aux pheno-
menes optiques ou electromagnetiques, consideres depuis

Huyghens et Fresnel comme se propageant dans un milieu
immobile tres subtil, l'ether. II paraissait, en effet, evident,
dans cette hypothese, que les experiences faites ä l'interieur
d'un Systeme de reference sur des ondes electromagnetiques ou
lumineuses, devaient donner lieu ä des observations variant
avec la vitesse de translation de ce Systeme dans l'ether.

Or, cette prevision fut toujours dementie par l'experience.
Et c'est en particulier l'insueces de tous les essais tentes

jusqu'ici pour mesurer la vitesse de translation de la Terre,

par des mesures de laboratoires, et surtout, parmi ces essais

les plus celebres, ceux de Michelson, qui a conduit les physiciens
ä etendre le principe de relativite aux phenomenes optiques et

electromagnetiques 2.

1 L'experience de Trouton et Noble a apporte egalement dans le
domaine de l'electricite une presomption en faveur du principe de

relativite; cf. Proceeding of the Royal Society, t. LXXII, 1903, p. 132.
2 Dans Science et Methode (p. 235), H. Poincare enonce ce principe

sous la forme suivante: « Quel que soit le moyen qu'on emploie, on
ne pourra jamais deceler que des vitesses relatives, j'entends les
vitesses de certains corps materiels par rapport ä d'autres corps
materiels. En effet, si la source de lumiere et les appareils d'observa-
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Michelson etait pourtant convaincu qu'il devait etre possible
de mettre en evidence la vitesse orbitale de la Terre en n'utilisant
que des sources d'ondes et des recepteurs terrestres; et cette
conclusion inattendue des ingenieuses experiences, auxquelles
il avait consacre avec une belle tenacite une grande partie de

son existence, lui a fait dire un jour avec une pointe d'humour,
mais en exprimant aussi son desappointement «Je n'ai pas
voulu cela» *.

A vrai dire on a peut-etre mis quelque hate pour affirmer
et surtout pour generaliser le resultat negatif de l'experience
de Michelson. Certaines difficultes d'ordre theorique2 ou

experimental n'auraient pas ete completement surmontees 3.

Quoi qu'il en soit, ces incertitudes nous invitent ä une attitude
prudente devant une affirmation positive ou negative trop
categorique 4.

II est important aussi de remarquer que l'experience de

Michelson ne fait intervenir que des phenomenes stationnaires

tion sont sur la Terre et participent ä son mouvement, les resultats
experimentaux ont toujours ete les memes, quelle que soit l'orien-
tation de l'appareil par rapport ä la direction du mouvement orbital
de la Terre. Si l'aberration astronomique se produit, c'est que la
source qui est une etoile, est en mouvement par rapport ä l'obser-
vateur».

1 Cf. Emile Picard, Vevolution des idees sur la lumiere d'Albert
Michelson, associe etranger de VAcademie. Lecture faite en la seance
annuelle du 16 decembre 1935.

2 Dans sa petite brochure intitulee La theorie de la relativite et ses

applications ä 1'Astronomie, M. Emile Picard a presente Tobjection
suivante: « Dans les theories classiques relatives ä l'ether les equations

sont reduites ä la forme lineaire. Qu'adviendrait-il, dans les

problemes qui nous occupent, si Ton ne se limitait pas ä cette approximation

C'est une question ä laquelle il n'est pas possible actuelle-
ment de repondre. On ne peut done pas dire que Ton a epuise toutes
les alternatives en restant aux anciens points de vue ».

3 M. Carvallo a attire l'attention sur 1'influence perturbatrice que
pourrait avoir la force electromotrice induite par les rayons lumineux
dans la couche argentee de la lame semi-transparente utilisee dans le

dispositif de Michelson. Le dereglage qui en resulterait serait cause
de la variete des resultats obtenus par les divers experimentateurs.
Cf. la Revue Scientifique, 14 juillet 1934, p. 405; la Revue generale
d'electricite, 28 mars et 4 avril 1931; et une brochure intitulee:
La theorie d'Einstein dementie par l'experience, Paris, 1934.

1 Cf. Pierre Bricout, Ondes et electrons, Paris, 1931.
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(interferences). Qu'obtiendrait-on en mesurant directement, par
des procedes suffisamment delicats, les vitesses de propagation
des fronts d'ondes sur des parcours simples

Ces reserves faites, il semble bien que nous puissions regarder,
avec Poincare et la plupart des physiciens contemporains, le

principe de relativite restreint aux mouvements de translation
rectilignes et uniformes, comme une « loi generale de la Nature » 1

— du moins en ce qui concerne les phenomenes stationnaires 2.

Mais cela etant reconnu on peut se demander si les resultats
des diverses experiences qui, jusqu'ici, confirment le principe
de relativite impliquent vraiment la consequence, audacieuse-

ment avancee par Einstein, de l'isotropie de la propagation de

la vitesse de la lumiere dans tous les systemes de Galilee 3.

De cette interpretation Einstein et ses disciples ont tire des

propositions bien paradoxales. Celle qui affirme la relativite
des temps propres (ou vecus) a eu, on le sait, une grande

vogue.
En 1922, cependant, M. Le Roux a montre la necessite

d'etablir une distinction entre les ondes de progression et les

ondes d'interferences; et cette remarque lui a permis d'emettre
des doutes sur la loi d'isotropie 4. Tout recemment M. Le Roux
est revenu sur cette question. Par une habile application de

la theorie des groupes, il a indique comment le temps local
lorentzien pouvait etre mis en evidence dans l'hypothese, dejä

1 H. Poincare, Science et Methode, p. 240.
2 Une consequence immediate du principe de relativite c'est que

la modification apportee dans un phenomene, par des mouvements,
rectilignes et uniformes dans Pettier, d'une source et d'un recepteur,
ne doit pas permettre de mesurer d'autre vitesse que leur vitesse
relative. Le phenomene de 1'aberration (Bradley) et l'effet Doppler-
Fizeau sont des exemples bien connus de l'influence sur la propagation

des ondes du mouvement relatif d'une source et d'un recepteur.
Mais la theorie prerelativiste de ces phenomenes ne satisfait pas ä

cette exigence du principe de relativite; eile prevoit, en effet, des
periodes apparentes differentes suivant que c'est le recepteur ou la
source qui se deplace. II est done certain, si le principe de relativite
est vrai, que la theorie classique de Vaberration doit etre modifiee.

3 Systemes dans lesquels le mouvement de tout element materiel
isole est rectiligne et uniforme.

4 Le Roux, Relativite restreinte et geometrie des systemes ondu-
latoires. Journal de Math., t. I (1922), p. 207.
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brievement suggeree par Poincare x, oü les fronts d'ondes sont
des ellipsoides allonges (indicatrice ä deux foyers). Dans ce cas,
la vitesse de propagation d'un rayon lumineux depend de sa

direction, mais les surfaces d'interferences, les seules mises en

cause dans l' experience de Michelson, sont des spheres concen-

triques; et c'est ce qui expliquerait le resultat negatif de cette

experience 2.

§ 2. — Le Principe general d' invariance.

Peut-on elargir l'enonce du principe de relativite Est-il
possible de l'etendre ä tous les systemes de reference arbi-
trairement mobiles Evidemment non, puisque dejä la Meca-

nique classique l'a repudie (experience de Foucault) et que
1'experience de Sagnac (disque tournant) et celle de Michelson
et Gale prouvent que les phenomenes observes dans un Systeme
sont älteres par son mouvement de rotation. Le principe de

relativite, entendu dans un sens experimental, riest done pas
vrai pour les systemes de reference en etat d'acceleration.

Des lors, on a songe ä une autre maniere d'extension de ce

principe. L'esprit de generalisation et la tendance ä rechercher
des proprietes absolues ont invite ä se demander s'il ne serait

pas possible d'exprimer les lois naturelles sous des formes

analytiques intrinseques, c'est-ä-dire independantes des mou-
vements arbitraires des systemes de reference, et meme, comme
le voulait H. Poincare, independantes des systemes de geome-
trie, euclidiens ou non, et de tous les precedes conventionnels
de reperage du temps.

En matiere de prologue ä sa Mecanique invariante, M. J. Le
Roux cite ces lignes de H. Poincare:

1 Cf. Science et Methode, p. 99 et 100.
2 Cf. Le Roux, Application de la theorie des groupes de

transformations au Probleme de la Relativite restreinte. Annales de la
Societe polonaise de mathematique, t. XV, 1936 *.

* Rappelons encore que M. H. Varcollier a donne une thCorie generale de
l'aberration corngeant la throne classique par l'attribution au milieu propa-
aateur des ondes de propnCtds compliant celles que lui avait deja reconnu
Huyghens. Or ll est fort interessant de constater que les hypotheses physiques
de M. Varcollier permettent de retrouver dans l'espace euclidien et le temps
absolu toutes les formules essentielles de la theorie d'Einstem (La Relativite
degagee d'hypotheses metaphysiques, Pans, 1924).
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«Teiles sont les questions qui se posent naturellement, et la
difficulty de la solution provient principalement de ce que les

traites de mecanique ne distinguent pas bien nettement ce

qui est experience, ce qui est raisonnement mathematique, ce

qui est convention, ce qui est hypothese.
« Ce n'est pas tout:
«1° II n'y a pas d'espace absolu et nous ne concevons que

des mouvements relatifs; cependant on enonce le plus souvent
les faits mecaniques comme s'il y avait un espace absolu auquel
on pourrait les rapporter;

«2° II n'y a pas de temps absolu; dire que deux durees sont

egales, c'est une assertion qui n'a par elle-meme aucun sens

et qui n'en peut acquerir un que par convention;
« 3° Non seulement nous n'avons pas l'intuition directe de

l'egalite de deux durees, mais nous n'avons meme pas celle de la
simultaneity de deux evenements qui se produisent sur des

theatres differents; c'est ce que j'ai explique dans un article
intitule la Mesure du temps x;

« 4° Enfin notre geometrie euclidienne n'est elle-meme qu'une
sorte de convention de langage; nous pourrions enoncer les

faits mecaniques en les rapportant ä un espace non euclidien

qui serait un repere moins commode, mais tout aussi legitime
que notre espace ordinaire; l'enonce deviendrait ainsi beaucoup
plus complique; mais resterait possible.

«Ainsi l'espace absolu, le temps absolu, la geometrie meme
ne sont pas des conditions qui s'imposent ä la mecanique;
toutes ces choses ne preexistent pas plus ä la mecanique que la

langue frangaise ne preexiste logiquement aux verites que l'on
exprime en frangais.

« On pourrait chercher ä enoncer les lois fondamentales de la
Mecanique dans un langage qui serait independant de toutes ces

conventions; on se rendrait mieux compte ainsi sans doute de

ce que ces lois sont en soi; c'est ce que M. Andrade a tente de

faire, au moins en partie, dans ses Lemons de Mecanique

physique» (v. La Science et VHypothese, p. 111).

1 Revue de Metaphysique et de Morale, t. VI, p. 1-13 (janvier 1898):
voir aussi la Valeur de la Science, chap. II.



ET LA MECANIQUE INVARIANTE DE LE ROUX 125

II ne s'agit done plus maintenant d'enoncer ou de verifier
la loi experimental de l'impossibilite de mettre en evidence,

par des observations internes, le mouvement d'un Systeme dans

l'ether, mais de trouver les procedes mathematiques qui per-
mettraient de donner aux lois de la Mecanique ou de la Physique
des expressions invariantes quand on passe d'un Systeme de

reference ä un autre arbitrairement mobile.
Le postulat general qui est le fondement de cette recherche

pourrait etre appele Principe d' irwariance des lois naturelles.

On eviterait ainsi de le confondre avec le principe experimental
de relativite dont nous venons de parier. Neanmoins ce postulat
est encore couramment designe par la locution Principe de

Relativite generale.

II est interessant de rapprocher les voeux de Poincare de ces

reflexions d'Einstein (que nous traduisons) L
« On a pu, par exemple, penser, on l'a meme essaye, introduire

dans les lois de la Mecanique rien que les distances mutuelles
des corps materiels. On pouvait esperer par ce procede atteindre
le plus simplement le but de la theorie de la Relativite. Mais le

developpement de la Science n'a pas confirme cette hypothese.
On n'a pas pu se passer de systemes de coordonnees. »

C'est lä sans doute la raison qui a conduit ä modifier l'enonce

primitif du principe de relativite 2. Chez Einstein, en effet,
l'invariance des lois physiques ne s'exprimera plus par
rapport aux coordonnees qui servent ä decrire, dans les divers

systemes de reference, la marche d'un phenomene, mais, pour
tout changement de variables, par rapport aux tenseurs
caracterisant l'Espace-Temps ou l'Univers dans lequel evolue

ce phenomene.
A ce propos, il ne nous parait pas inutile de faire ici une

distinction essentielle dans la terminologie mathematique.
Etant donnee une fonetion des coordonnees aq, x2 xn

/(»!,«2 Xn)

1 Cf. Die Naturwissenschaften, n° 48, 1918.
2 Cf. Einstein, La theorie de la Relativite restreinte et generalisee,

trad. Rouviere, p. 85.
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et une substitution

x„ <P«Kv x'v) ' (a 1, 2, n)

on dit, conformement ä la theorie des groupes, que / est un
invariant par cette substitution, si Ton a:

/kK - % •••) • v •••) > ••• "PnK' x[ ••)]
/(/,/, ;

c'est-ä-dire, si le remplacement dans / des coordonnees xa par
leurs expressions en fonction des x'a laisse cette fonction in-

changee aussi bien en forme qu'en valeur; la transformation

operee n'ayant d'autre resultat que le remplacement direct
des xa par les xa.

Par exemple, x2, + y2 + z2 est un invariant pour les

substitutions orthogonales de la geometrie analytique euclidienne.
Le calcul tensoriel a accoutume ä donner un sens plus large

au mot invariant.
Etant donne plusieurs tenseurs de composantes

on dit que la fonction

F(A^V- B",V l,m,n ' rst... ' /

est un invariant pour une substitution quelconque des

variables xa, lorsque cette fonction conserve sa forme, non plus

par rapport ä ces variables, mais par rapport aux composantes

Par exemple, si A' est un tenseur contrevariant du premier
ordre et Br (kr 1, 2, n) un tenseur covariant du premier
ordre, on a:

SAlBr 2A'"'B;
kt kr

A"' et Br designant les nouvelles composantes des tenseurs
consideres apres la substitution L

xn), B:
r,s. t...

1 Cf. par ex. Jean Chazy, La theorie de la Relatione et la Mecanique
celeste, t. 2, p. 54 et suiv.
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On appelle souvent scalaires des expressions invariantes de

cette espece L
La difference de ces notions d'invariants est un des aspects

de la divergence du point de vue de Poincare et Le Roux et de

celui d'Einstein.
On verra, en effet, qu'en donnant aux idees de Poincare tout

leur developpement mathematique, M. Le Roux a reussi ä

exprimer les lois de la Mecanique en fonction des seules

distances mutuelles des elements materiels, dont les expressions

sont, on le sait, invariantes par rapport aux coordonnees.
Ce succes apporte une remarquable confirmation aux pro-

fondes pensees de Poincare sur lesquelles M. Le Roux a edifie

une theorie ingenieuse et coherente, plus generale que la

Mecanique classique, independante de toute hypothese de

temps et d'espace absolus et repondant pleinement au Principe
d'invariance 2.

CHAPITRE II

Les idees de H. Poincare sur l'Espace
et la Geometrie.

§ 1. — Origine des concepts geometriques.

Notre notion d'espace geometrique est nee, selon Poincare,
de 1'analyse des lois suivant lesquelles se succedent les sensations

que nous recevons des objets exterieurs.

1 Pour eviter toute ambiguite on pourrait utiliser la locution
« invariant tensoriel».

2 Cf. Le Rocx, Principes mathematiques de la theorie de la gravitation,

Paris, 1931.
Les groupes de Relativite. /. E. P., 2me serie, cahier n° 30, p. 129,

152.
Le principe de Relativite et la loi de la gravitation. Ann. Ec.

Normale, (3), L, Paris, mai 1933.
Le principe de Relativite et les lois invariantes du mouvement.

J. E. P., cahier n° 31.
Principes et methodes de Mecanique invariante, Paris, 1934.
Voir aussi: La Variation de la Masse (Acta Mathematica, t. 49,

p. 397) et Application de la theorie des groupes de transformations
au probleme de la relativite restreinte. Memoires de la Societe
polonaise de mathematique, t. XV, 1936.

Archives. Vol. 19. — Mai-Jum 1937. 9
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On reconnait facilement que nos impressions psychiques

peuvent etre classees en deux categories: les unes ont leurs

causes dans les changements d'etat des corps, les autres dans

leurs changements de position ou dans le propre mouvement
de notre corps.

Toute modification, dans l'ensemble des impressions que
nous recevons d'un objet concret, et qui peut etre entierement

corrigee par un mouvement correlatif de notre corps, est

consideree comme due ä un simple deplacement de l'objet.
L'experience nous apprend que les corps solides ne subissent

que de purs changements de position.
Or, ce sont precisement les lois de ces deplacements qui font

Pobjet de la Geometrie.

Ainsi apparait le röle fondamental du concept de solide dans

la genese de la Geometrie: « Si done il n'y avait pas de corps
solides dans la nature, il n'y aurait pas de geometrie », dit
Poincare L

II est essentiel de remarquer, par exemple, que des deplacements

tout ä fait arbitraires de solides ne sont concevables qu'ä
la condition de postuler la continuile, Vhomogeneite et Visotropic
de l'espace.

L'obligation d'admettre la continuite de l'espace resulte de

ce que l'idee du passage d'une position ä une autre d'une fafon
discontinue est contraire ä l'experience, et meme aux lois de

notre esprit.
Par contre, les caracteres dPhomogeneite et (Visotropic de

l'espace viennent de la possibilite de compenser tous les deplacements

externes, faisant passer d'un ensemble donne d'impres-
sions initiales ä un meme ensemble final, par des mouvements
correlatifs volontaires donnant lieu ä des successions de sensations

musculaires identiques.
On voit que ces proprietes attributes ä l'espace sont fondees

aussi sur notre conviction de pouvoir indefmiment repeter le

meme mouvement; l'idee est analogue ä celle sur laquelle

repose 1'« irresistible evidence » du raisonnement par recurrence.
Grace ä la loi d'homogeneite le raisonnement mathematique

1 La Science et PHypothese, p. 80.
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a prise sur les faits geometriques (Poincare, La Science et

VHypothese, p. 23).
D'une fagon generale, tous les caracteres qu'il faut attribuer

ä l'espace pour construire une geometrie sont impliques et

resumes dans la definition d'un groupe de deplacement L

On sait d'ailleurs que cette notion est etroitement liee ä la
definition analytique de Vegalite des figures.

Tout deplacement d'un Systeme de reference — dont la

position est reperee par rapport ä un autre Systeme regarde
comme fixe — est, en effet, defini par les variations d'un
certain nombre de parametres av a2, ah 2.

On dit alors que deux figures Fx et Fy, determinees dans un
meme Systeme de reference, sont egales, s'il est possible de

definir des variations 8%, 8a2 8ak des parametres de position

al5 a2 ak, qui amenent le Systeme de reference de sa

position actuelle Sx ä une position Sy telle que les coordonnees yi
des points Fy, par rapport ä Sy, soient egales aux coordonnees xi
de Fx par rapport ä Sx.

On voit done que toute variation des parametres ah satisfai-
sant ä une condition de cette sorte correspond ä ce que Poincare

appelle « un deplacement correlatif de notre corps », tandis que
les coordonnees xt et y-t des points des figures representent les

«ensembles d'impressions» que nous recevons des objets
exterieurs.

Le passage des coordonnees xlf x.2 xn d'une figure, par
rapport ä Sx, aux coordonnees yx, y2 yn, de la meme figure

par rapport ä Sy, repere dans Sx par des parametres de position
a1, a.2 ah, se traduit par des formules du type:

y% fi {xi j x2 xn a, cifa)

1 Cf. H. Poincare, La Science et VHypothese, p. 83. — Cf. Lie-
Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Dritter Abschnitt,
Abtheilung V: Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie.
— G. Darboux, Principes de Geometrie analytique, 319. — E. Picard,
Analyse mathematique, p. 587. — Cartan, La methode du repere,
la iheorie des groupes Continus et les espaces generalises, p. 25. —
Bouligand, Premieres lemons sur la Theorie generale des groupes.

2 Par exemple, dans l'espace ä trois dimensions, les trois
coordonnees x0, y0, z0 de l'origine et les trois angles d'Euler 9, 4», 6-
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Les transformations pour lesquelles deux figures egales ä une
meme troisieme, au sens que nous avons precise, sont egales

entre elles, defmissent un groupe.
Les substitutions les plus usitees sont Celles des changements

de systemes de coordonnees trirectangles de la geometrie
euclidienne.

Si l'on fait abstraction de toute representation geometrique
particuliere, on peut dire que tout groupe de transformation
fait correspondre element ä element deux ensembles (x) et (y)

rapportes ä un meme Systeme de reference, ou bien encore

exprime les relations entre les coordonnees d'un meme ensemble

rapporte ä deux systemes se correspondant par des variations des

parametres a.

Deux ensembles lies par une transformation du groupe sont
dits congruents. La congruence est done une generalisation de

Yegalite.

D'apres Sophus Lie, les groupes permettant de construire
une geometrie analogue ä la geometrie d'Euclide satisfont aux
conditions fondamentales suivantes:

1° A tout ensemble de deux points correspond un seul invariant

independant L Toute fonction d'un invariant est aussi

un invariant. La distance (euclidienne ou non) de deux points
est un invariant qui possede le caractere d'additivite.

2° Un ensemble de plus de deux points n'admet pas d'inva-
riant essentiel. Tout invariant de cet ensemble s'exprime
uniquement en fonction des distances mutuelles de ses elements.

§ 2. — Les groupes geometriques et leur usage.

Les positions des elements d'un ensemble materiel sont

toujours defmis par des operations geometriques. II convient
done d'adopter en Mecanique les memes systemes de reference

qu'en Geometrie.

1 Rappelons qu'une fonction I (a:) des coordonnees xlt xn est
un invariant d'un groupe, si eile conserve ä la fois sa forme et sa
valeur quand on effectue sur les variables xi des substitutions de ce

groupe. On a alors I [x) I (y).
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Queis sont alors tous les groupes susceptibles de correspondre
aux deplacements geometriques

La reponse se trouve dans ce theoreme general de Lie:

Tout groupe geometrique continu de Vespace ä trois dimensions
est ä six parametres L Par une transformation ponctuelle, il est

possible de ramener ce groupe ä Vune des trois formes caracte-

risant soit la geometrie WEuclide, soit celle de Riemann, soit celle

de Lobatsehewsky 2.

Or — et c'est lä un point qui n'a pas toujours ete bien

compris par ceux qui croient ä une intuition directe d'un espace
euclidien — ces diverses geometries ne s'excluent nullement.
Les geometries non euclidiennes ä deux dimensions ne different

pas des geometries des surfaces ä courbure constante, positive
pour celle de Riemann, negative pour celle de Lobatsehewsky 3.

Dans la Science et VHypothese (p. 56, 57) Poincare montre
tres simplement comment cette interpretation s'etend ä l'espace
ä trois dimensions.

Les diverses metriques coexistent done, se superposent, et
constituent en realite une meme geometrie generale 4 dont la
forme analytique peut etre exprimee par la theorie des groupes.

Des lors, peut-on dire que l'espace est ou n'est pas euclidien

1 Proposition bien connue dans la geometrie analytique classique.
2 Les deux geometries non euclidiennes sont caracterisees par les

groupes qui laissent invariante l'equation

a2 + y2 + z2 c (s ± 1)

3 Voir dans le Traite d'Analyse (t. I, p. 587) de M. Emile Picard
une image de la geometrie de Lobatsehewsky obtenue au moyen
de la Substitution complexe

v az + b
— cz+ d

'

4 La geometrie de Cayley constitue une generalisation de la
geometrie euclidienne et des geometries de Lobatsehewsky et de
Riemann. — Cf. G. Darboux, Principes de Geometrie analytique,
Livre IV, p. 289 ä 363. — P. Appell et Thiry, Traite de Mecanique
rationnelle, t. 5, p. 171 et suiv. — Bouligand, Premieres lefons sur
la Theorie generale des groupes, p. 161 et suiv. On trouvera aussi un
clair resume de la Geometrie de Cayley dans l'ouvrage de M. von
Laue, La theorie de la Relativite, t. II, p. 130.
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Ce serait attribuer ä l'espace une realite en soi independante
des corps; ce serait, en meme temps soutenir que les pheno-
menes physiques peuvent ou ne peuvent pas etre interpretes
au moyen de la geometrie euclidienne.

Or, dans une penetrante analyse, Poincare a explique
pourquoi les experiences ne peuvent porter que sur les rapports
des corps entre eux et ne revelent rien, ni sur les rapports des

corps avec l'espace, ni sur les rapports mutuels des diverses

parties de l'espace. De lä resulte cette importante conclusion:

« Une experience, quelle qu'elle soit, comporte une interpretation
dans VHypothese euclidienne; mais eile en comporte une egalement
dans VHypothese non euclidienne 1. »

Une geometrie ne saurait par consequent etre opposee ä une
autre qu'en consideration de sa plus ou moins grande commodite.

L'experience pourra guider notre choix, mais eile ne saurait
l'imposer.

§ 3. — Le point de vue des relativistes et celui de Le Roux.

Pour Einstein, Eddington, Weyl et leurs disciples, YEspace
rüest pas euclidien. Qu'entendent-ils done par cette locution

Dans son ouvrage celebre Espace—Temps—Gravitation
(p. 156) Eddington revele sa pensee:

« Ces preuves experimentales que l'espace, dans le champ
de gravitation du Soleil, est non euclidien ou courbe ont
semble paradoxales et deconcertantes ä ceux qui ne s'etaient

pas familiarises avec la theorie. Elles nous montrent clairement

que les objets physiques ou leurs trajectoires se trouvent
« gauchis » dans le champ solaire; mais en resulte-t-il necessaire-

ment que l'espace contenant ces objets est lui-meme gauchi.
Nous repondons qu'il n'est pas possible de tracer une distinction

entre le gauchissement d'un espace physique et celui des

etres physiques qui definissent cet espace. »

Une teile faijon de voir repose evidemment sur la conviction
qu'il est possible d'etablir des etalons de mesure d'espace et

1 Poincare, La Science et 1'Hypothese, p. 97.
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de temps de telle sorte que la lumiere, les corps solides et,
d'une maniere generale, tous les faits physiques entrent dans

le cadre de l'espace choisi.
Un postulat aussi general n'est-il pas trop aventureux

Son affirmation n'est au fond basee que sur 1'interpretation de

deux ou trois experiences — d'ailleurs discutees — que l'on
estime propres ä reveler la courbure de l'espace.

Mais, Eddington et Weyl sont alles encore plus loin; ils ont
attribue ä l'espace des proprietes autonomes, de sorte que, dans

leurs theories, on peut concevoir un Univers vide de matiere,
et cependant doue d'une «courbure naturelle».

Sur ce point la contradiction avec les idees de Poincare et
de Le Roux sur la relativite de l'espace est particulierement
nette.

Si l'on veut bien saisir la divergence des notions d'espace
chez Le Roux et chez les relativistes, il faut opposer le concept
d'espace geometrique de Lie ä celui de Riemann.

Tandis que Lie ne considere dans l'espace que le continuum
ä n dimensions, Riemann fait encore entrer dans sa definition
une forme quadratique de differentielles representant le carre
ds2 de la distance de deux points voisins 1.

Or la consideration des groupes de Lie conduit ä des

invariants differentials analogues aux ds2 de Riemann 2; mais un
ds2 quelconque n'est pas necessairement un invariant diffe-
rentiel d'un groupe afferent ä un Systeme de geometrie.

Comme le fait observer Poincare, ces geometries de Riemann
« si interessantes ä divers titres » ne peuvent etre « que purement
analytiques » et ne se pretent pas ä des demonstrations
analogues a Celles de la geometrie euclidienne 3. Celle-ci, en effet,
utilise pour ses demonstrations des deplacements de figures
invariables dans le plan et dans l'espace. De tels deplacements

1 Cf. Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Dritter
Abschnitt, Abtheilung Y, et Elie Cartan, Legons sur la Geometrie
des espaces de Riemann. On doit ä M. Elie Cartan diverses extensions
tres importantes de la theorie de ces espaces; cf. La methode du
repere mobile, la theorie des groupes Continus et les espaces generalises.

2 Cf. Le Roux, C. R. Ac. d. Sc., t. 201, p. 759,1935 et t. 201, p. 804,
1935.

3 Science et Hypothese, p. 63.



134 PRINCIPE DE RELATIVITE SELON POINCARE

n'existent pas dans les espaces defmis par les ds2 generaux de

Riemann.

Ainsi, Lie, Klein, Poincare et Le Roux, pour les raisons que
nous avons dites et d'autres encore, ne considerent, comme

susceptibles de convenir ä une geometrie, que les ds2 assimi-

lables ä des invariants differentiels appartenant ä un groupe
geometrique de Lie 1.

On le voit, pour ces geometres, la notion de groupe est

essentielle, eile est solidaire de celle des deplacements purs et la

possibility de ceux-ci conditionne celle de la Geometrie. «Bans
notre esprit preexistait Videe latente diun certain nombre de

groupes; ce sont ceux dont Lie a fait la theories, dit Poincare.
Une analyse des rapports entre nos etats de conscience et

nos concepts geometriques a ete faite aussi par Einstein 2 qui
a ecrit: « Poincare me semble avoir saisi la verite d'une maniere

particulierement nette dans l'expose qu'il donne dans son livre
La Science et VHypothese. Parmi les changements que nous
constatons dans les corps solides, ceux-lä sont particulierement
simples qui peuvent etre compenses par des changements

appropries de notre corps. Poincare les appelle «changements
de position».

Nous avons vu que ces deplacements conduisent naturelle-
ment ä la notion de groupe. Pourtant, dans sa theorie generale,
Einstein n'a pas cherche ä considerer des deplacements
appartenant ä un groupe 3.

1 II est interessant de remarquer, ä ce propos, que dans la theorie
d'Einstein, le choix d'un ds2 d'univers n'est pas non plus arbitraire
mais limite par les dix equations de la gravitation Rjft 0 (Cf.
J. Chazy, La theorie de la Relatione et la Mecanique celeste, t. II, P- 36.

2 Einstein admet que si un ensemble de deux points A, B — qu'il
appelle droite — marques sur un corps rigide, coincide a un moment
donne et en un lieu quelconque, avec un autre ensemble: A', B'
d'un autre corps rigide, ces points pourront coincider «toujours et
partout». « Ce n'est pas seulement la geometrie euclidienne pratique,
mais aussi sa generalisation immediate, la geometrie riemannienne
pratique et avec elle la theorie de la relativite generale qui reposent
sur cette supposition » (La geometrie et l'experience, trad. Maurice
Solovine, p. 8).

3 Nous entendons bien que dans sa tentative de geometrisation de
la Physique, Einstein a assimile le temps ä une quatrieme dimension
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Nous verrons, au contraire, que la nouvelle Mecanique de

Le Roux est tout entiere fondee sur le concept de groupe de

deplacement. C'est de lä, ä notre avis, que vient le caractere
de clarte de cette theorie.

Et, n'est-ce pas nature!, s'il est vrai, comme raffirme
Poincare, que le concept general de groupe « s' impose ä nous, non
comme forme de notre sensibilite, mais comme forme de notre
entendement»L

CHAPITRE III

LE GROUPE DE RELATIVITE ET SES INVARIANTS.

Nous pouvons maintenant esquisser ä grands traits la theorie
de Le Roux en nous attachant surtout ä mettre en relief les

notions fondamentales et l'enchainement des idees.

Pour le but qu'il s'est propose M. Le Roux devait commencer

par obtenir une importante extension de la theorie des groupes
ä la description des faits physiques et aux changements de

systemes de reference ajiimes de mouvements relatifs arbitraires.

§ 1. — Le groupe initial.

1. — Un evenement physique quelconque sera repere et
decrit par rapport ä un Systeme de reference Sx, par un
ensemble de mesures x1, x2 xn.

Le meme evenement rapporte ä un autre Systeme de

reference Sy, obtenu par diplacement de Sx, sera note y1, y2...yn.
Pour definir parfaitement la modification, dans l'apparence

de cet evenement, du au remplacement de Sx par Sy, il est
necessaire:

d'un univers jouissant des proprietes etendues d'un espace geome-
trique. Mais, en relativite generale, on ne considere que des changements

de variables ne correspondant pas necessairement ä des
deplacements des systemes de reference espace-temps formant un
groupe.

1 La Science et VHypothese, p. 91.
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1° de preciser la situation de Sy, par rapport ä Sx, aumoyen
des six Tparame.tres de position ak;

2° d'exprimer les coordonnees ?/i, en fonction des coordonnees

xt et des parametres ak, par des substitutions que nous
ecrivons symboliquement:

Vi h(x> a)

Les deux systemes de reference doivent d'ailleurs se deduire
Fun de l'autre par une variation continue des parametres ak.
Pour certaines valeurs .dites initiales de ces parametres, on
aura done la transformation identique:

Vi fi (x; a°) xi

C'est une premiere relation imposee aux fonctions /,.
Les proprietes d'homogeneite et d'isotropie que nous attri-

buons ä l'espace permettent, en outre, de regarder comme
possible la composition des deplacements du Systeme de

reference.
Si un ensemble de valeur (a) des parametres fait passer de Sx

ä Sy et un autre (b), de Sy ä Sx, il doit exister un troisieme
ensemble (c) faisant passer directement'de Sx ä S„. Les
fonctions fi satisfont alors aux conditions:

Vi /{(«:«). zi fi <y, b) Zj fi (x ; c)

Les valeurs ck des parametres sont done des fonctions des

quantites ah et bh:

ck b) •

Et la condition de continuity exige qu'on ait:

9/t (a0, b) bh 9ft (a ; a0) ak

A ces proprietes doivent s'ajouter celles qui expriment que
les fonctions /t definissent un groupe appartenant ä un systeme
geometrique de Lie.

2. — Rappelons les notations constamment utilisees et les

theoremes principaux.
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Posons:

et

Pour une fonction quelconque F (y) des fonctions yt /t
(x; a), on a done:

öF ÖF
i> da dx '

a=a«oah ~~ oxi

on pose encore

Xh(F)

Les Operateurs Xh definissent les transformations infinitesimales

de la fonction F; leur nombre r est egal ä celui des para-
metres ah. Les fonctions chi sont appelees coefficients des

transformations infinitesimales; leur nombre est nr.
A une fonction quelconque G (c) des ck cpk(a, b) correspond

de meme le Symbole:

Ah(°) 2 ahfe dJ '

k ft

De la condition essentielle (ar; c) fi{y, b), on deduit,

par l'application des transformations precedentes Xh et Ah,

un Systeme de r equations aux derivees partielles indepen-
dantes, auxquelles doivent satisfaire les fonctions ff

Xhfi(x > a) — Ahhix; «) o

La solution la plus generale de ce Systeme est une fonction
arbitraire des n fonctions independantes fi 1.

1 Cf. Goursat, Cours d'analyse, t. II, p. 640.

Si Ton pose:
ähf xhf — ;

la difference

V
df

lim
a=a°
lim lhi(x)-da,, m

Ö<P ft
hm -— othkib)

a=aodah hk
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3. — La recherche des fonctions U (x^ x2 xn) qui sont
invariantes par les transformations du groupe adopte est

capitale pour le but poursuivi.
On demontre facilement que les invariants d'un groupe

possedent la propriete caracteristique d'annuler toutes ses

transformations infinitesimales.
La theorie des equations aux derivees partielles permet de

preciser les conditions d'existence de ces invariants:

Si m est le rang de la matrice formee par les coefficients 1,

le Systeme:

X»(ü) s S5».|2 0 •

admet n — m solutions independantes et Vinvariant le plus
general du groupe est une fonction arbitraire de ces solutions 2.

§ 2. — Le prolongement cinematique du groupe.

1. — La consideration des invariants que nous venons de

definir ne peut suffire pour le probleme general de relativite.
11 s'agit, en effet, d'ecrire les lois de la Mecanique sous forme

d'equations qui restent invariantes dans tous les systemes de

reference animes les uns par rapport aux autres de mouvements

relatifs arbitraires.

ne contient que des ddrivdes premieres; on la reprdsente par la parenthese de
Poisson:

^h*k>l
Toute solution de l'dquation 0 est aussi solution de (aäaä)/ 0.
Or, on d6montre que toute Equation linöaire et homogene aux d£nv6es

partielles du premier ordre, v6rifi6e par les n fonctions ft, est une combmaison
lm6aire et homogene des Equations ±hf 0. II vient amsi:

(AHAife>/ ScjjjAj/ ;

s

0(1 les coefficients c^,s sont des constantes, nommdes constantes de structure
du groupe, qui vdrifient les relations

chks ~'r ckhs -1
•

1 G'est-ä-dire l'ordre le plus eleve des determinants non nuls
deduits du tableau de ces coefficients.

2 Cf., par exemple, Goursat, Cours d'Analyse, t. II, p. 640.
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M. Le Roux a ete conduit ainsi ä prolonger le groupe primitif
par l'adjonction des formules:

les symboles x'v y[, a'k designant, suivant le cas, des derivees

prises par rapport ä une variable non designee, ou les diffe-
rentielles dx,, dyx, dah.

Si les a'h sont tous nuls, le Systeme de reference est fixe, le

prolongement du groupe sera dit statique; dans le cas contraire,
il sera dit cinematique.

L'arbitraire mobilite des systemes de reference se traduit
done par l'independance des valeurs ah, quand on suppose les

parametres ah essentiels, c'est-ä-dire reduits ä leur nombre
minimum 1.

M. Le Roux a donne le nom de groupe de relativite ä tout
groupe deduit d'un groupe initial quelconque par prolongement
cinematique.

Les transformations infinitesimales du groupe de relativite,
pour une fonetion quelconque F(y, y') des fonetions yx et yt,
sont de deux types:

les lettres primees representant, ä volonte, des differentielles
ou des derivees.

On peut dire que c'est l'introduction du mode de prolongement

cinematique qui a permis ä M. Le Roux d'attaquer et
de resoudre le probleme general de relativite tel que le compre-
nait Poincare.

1 La condition necessaire et süffisante pour que le nombre r des
parametres ne puisse etre ramene ä un nombre moindre est qu'il
n'existe entre les transformations infinitesimales X^(/t) aueune
relation lineaire et homogene ä coefficients independants des x}.

(1)

1. I u

Dft (F) 2?/.»^
t dz,
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2. — II convient d'abord d'etendre aux groupes de relativite
non euclidiens les proprietes cinematiques bien connues des

systemes en mouvement relatif dans un espace cartesien.
On utilise pour cela des variables s>h liees aux parametres

de position ak et ä leurs derivees ou differentielles a'h par les

relations1

a'k 2 ahk mh
h

Les formules (1) s'ecrivent alors:

Vi + 2®^-) ;

)> h J

et Ton voit que pour passer du prolohgement statique (s>h 0)
au prolongement cinematique, il suffit de remplacer les Xj par les

expressions:

ui x'i + *

h

On reconnait lä une generalisation des expressions carte-
siennes donnant la vitesse absolue u en fonction de la vitesse

relative x les quantites ®h, appelees parametres d?entrainement,

y jouent le role des composantes de la translation et de la
rotation instantanees.

La condition necessaire et süffisante pour que deux systemes de

reference soient invariablement lies entre eux est que leurs
parametres d'entrainement wh, par rapport ä un meme troisieme

Systeme, soient egaux 2.

1 Des expressions semblables ont ete considerees par E. Cartan
(Bulletin des Sciences mathematiques, 34, 1910, lre partie, p. 250-283).

2 Dans le cas du groupe euclidien le probleme conduit au Systeme
etudie par Darboux

g + qc - rb 0

oü a, b, c sont des cosinus directeurs, p, q, r les composantes de la
rotation instantanee. M. Le Roux a montre qu'il est possible d'effec-
tuer l'integration (Cf. Le Roux, Principes mathematiques de la
gravitation, p. 6).
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3. — L'application des resultats generaux precedents au

groupe euclidien pennet de donner une signification plus pro-
fonde ä des propositions classiques bien connues.

On sait que les douze coefficients des substitutions:

xi — aa + ax + a'y + O,"Z

Vi h + bx + b'y + b" z

zi co + cx + c'y + c" z

peuvent s'exprimer en fonction de six parametres essentiels

seulement. Choisissons, par exemple, comme parametres inde-

pendants a0, b0, c0, c' a, a" ß, b y. La matrice des

coefficients Zhi s'ecrit:

0 0 1 y - x 0

0 1 0 - z 0 x

1 0 0 0 z -y
On voit tout de suite que son rang est egal ä 3, nombre des

coordonnees. Le groupe precedent n'admet done pas d'inva-
riant.

II n'en est plus de meme pour le groupe des substitutions
correspondent ä un ensemble de plusieurs points (ay, yx, %),

(^2t 2/27 ^2) 1 Vni ^n)•

Les Operateurs de transformations infinitesimales sont alors:

Xj £ • • • x4 x(y *—z *
dxi \ldzi td2/t

On sait qu'ils interviennent constamment en Mecanique
classique.

Dans le cas de deux points la matrice des 'iki n'est que
de rang cinq. On met ainsi en evidence l'existence d'un seul

invariant (3 X 2 — 5 1) qui est egal ä la distance euclidienne
des deux points ou ä toute fonction de cette distance.

Pour un ensemble de n points, le nombre des invariants
independants est egal ä 3n — 6. Or ce resultat s'obtient
directement par un raisonnement geometrique facile; on sait,
en effet, qu'il existe seulement 3n — 6 distances mutuelles
independantes.
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Le prolongement cinematique du groupe introduit six nou-
veaux parametres qui sont les derivees ou les differentielles
des six parametres de position choisis.

Dans le cas d'un seul point les douze Operateurs des

transformations infinitesimales sont:

Y - Ö
Y - Ö Ö

'
Ö

' 5
X Z=T— X V -r !r-+ » 7 Z —i ö x 4 dz dy dz dy

ö ö ö
Dj D4 y — z —dx 1 " dz dy

On verifiera aisement que les six parametres d'entrainement:

7), p, q, r, sont egaux aux composantes, suivant les axes

mobiles, de la translation et de la rotation instantanees. De

sorte que, pour passer du prolongement statique au prolongement

cinematique, on aura ä substituer aux composantes x', y', z'

de la vitesse relative les composantes

Ux x' + % + qz — ry uy uz

de la vitesse absolue.

4. — Revenons aux formules generales. Queis sont les

invariants du groupe de relativite
Iis doivent annuler les transformations infinitesimales du

groupe prolonge suivant le mode cinematique. On reconnait
alors que toute fonction des invariants du groupe initial et de

leurs derivees ou differentielles premieres, est un invariant
du groupe de relativite. Les fonctions de cette espece sont

d'ailleurs les seuls invariants de ce groupe.
Au contraire, un groupe prolonge suivant le mode statique

peut admettre des invariants que n'admet pas le groupe
initial.

Ainsi la forme quadratique

ds2 dx2 + dy2 4- dz2 ou x'2 + y'2 + z'2

invariante pour le prolongement statique du groupe euclidien,
ne l'est pas pour le groupe initial, ni pour son prolongement
cinematique. C'est la traduction analytique de ce corollaire
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immediat du theoreme de la composition des vitesses: Quand
la vitesse d'entrainement est nulle (prolongement statique), la
vitesse absolue se confond avec la vitesse relative 1.

5. — II existe cependant un procede pour construire des

invariants du groupe de relativite ä partir d'invariants du

groupe prolonge statiquement.
Soit f(x, x') un invariant differentiel de ce dernier groupe.

Aux variables x\ substituons les expressions uL x[ + 2rohi;hi,

puis remplacons dans f(x, u) les parametres d'entrainement Wh

par des fonctions des variables xi et x\ telles qu'on ait:

— fix, u) 0

1 Ces remarques si simples ont permis ä M. Le Roux de faire une
critique eclairee des transformations de coordonnees en usage dans
la theorie d'Einstein.

L'intervalle d'Univers de Minkowski, par exemple.

ds2 dt2 — dx2 — dy2 — dz2

est un invariant du prolongement statique du groupe de Lorentz

x — at
x —. y= y z zVi - a2

t — xxt'
Vi — <*?

oü x est une constante. Mais ce n'est pas un invariant du prolongement

cinematique de ce groupe.
La necessite de maintenir constant le parametre a pour conserver

l'invariance, enleve aux formules de Lorentz, du point de vue de la
theorie des groupes, le sens d'une correspondance etablie entre les
mesures d'un meme evenement effectuees dans deux systemes en
etat de mouvement relatif.

On dit parfois que, pour les petites vitesses, les formules de
Galilee x' x — xt, y' y, z z' constituent une approximation
des formules de Lorentz. Mais cette interpretation n'est pas satis-
faisante car les formules galileennes forment un groupe, deflnissant
le passage d'un Systeme de reference Saun autre S' en translation
rectiligne uniforme par rapport ä S, lorsqu'on y regarde t, non comme
une quatrieme coordonnee, mais comme un parametre variable. II
n'en est pas de meme pour les formules de Lorentz.

Remarquons encore que les ds3 de Riemann consideres dans la
theorie de la relativite generale ne peuvent en aucun cas etre assi-
miles ä des invariants d'un groupe de relativite.

Archives. Vol. 19. — Mai-Juin 1937. 10
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On obtient ainsi une fonction <p(a;, x') qui est un invariant
du groupe prolonge suivant le mode cinematique.

6. — Une loi physique s'exprime par un certain nombre de

relations
(x) 0 <J>k(x) 0

entre des mesures 1 xx, x2, xn effectuees dans un Systeme
de reference Sx. Cette loi est invariante si les mesures yv y2 yn
correspondant au meme phenomene observe dans un autre
Systeme quelconque Sy, satisfont aux memes relations, c'est-ä-
dire si l'on a:

®i (y) o • • (y) 0 •

II n'est pas necessaire pour cela que chaque fonction Q>\(x)
soit un invariant du groupe de relativite permettant de passer
des mesures xi aux mesures y.h il suffit que les systemes d'equa-
tions 0 et <1*x(?/) 0 (X 1, k) soient equivalents
dans leur ensemble.

Mais, parmi les lois donnees par des equations differen-
tielles, les seules qui, sous forme finie, contiennent les cons-
tantes arbitraires d'integration sont Celles qui expriment
des relations entre invariants du groupe d'arbitraire mobilite
des systemes de reference. Nous n'aurons pas ä considerer
d'autres lois.

Les resultats generaux precedents constituent l'essentiel des

moyens analytiques mis en oeuvre par M. Le Roux pour
l'edification de sa dynamique invariante.

CHAPITRE IV

Les notions fondamentales de la nodvelle Mecanique.

Que deviennent dans la nouvelle Dynamique les notions
fondamentales d'espace de reference, de temps, de masse et
de force

1 De coordonnees, de vitesses ou d'autres grandeurs physiques.
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§ 1. — UEspace et les reperes mobiles.

Dans Science et Methode (p. 95), Poincare s'exprimait ainsi:
« II est impossible de se representer l'espace vide; tous nos
efforts pour imaginer un espace pur, d'oü seraient exclues les

images changeantes des objets materiels, ne peuvent aboutir
qu'ä une representation oü les surfaces fortement colorees,

par exemple, sont remplacees par des lignes ä faible coloration
et l'on ne pourrait aller jusqu'au bout dans cette voie, sans

que tout s'evanouisse et aboutisse au neant. C'est de lä que
provient la relativite irreductible de l'espace.

«Quiconque parle de l'espace absolu, emploie un mot vide
de sens. C'est lä une verite qui a ete proclamee depuis long-
temps par tous ceux qui ont reflechi ä la question, mais qu'on
est trop souvent porte ä oublier. »

Ce jugement si clair repoussait Thypothese newtonienne
d'un espace de reference fixe absolu; mais il condamnait aussi,
avant l'heure, la conception d'un Espace-temps doue de

proprietes autonomes: «L'espace est en realite amorphe et les

choses qui sont dedans lui donnent seules une forme »

(Poincare, Science et Methode, p. 102-103).

La Mecanique moderne classique affirme que ses postulats
fondamentaux: principes de l'inertie, de la masse, de Taction
et de la reaction de la composition des forces... ne sont verifies

que dans des systemes de reference, dits galileens.
Cette loi ne peut etre regardee que comme enongant une

propriete experimentale, plus ou moins approchee, du repere
copernicien.

Au surplus, eile parait attribuer ä ce Systeme de reference

un privilege etonnant qui repugne ä l'esprit et que la petitesse
du monde solaire dans l'immensite des constellations rend

incomprehensible.
II importait done de nous elever jusqu'ä un point de vue plus

general qui, en nous liberant de cette restriction, permette
de conferer la meme dignite ä tous les systemes de reference

arbitrairement mobiles.



146 PRINCIPE DE RELATIVITE SELON POINCARE

C'est ce qu'a fait M. Le Roux en formulant les lois invariantes
de la Dynamique.

Le concept d'un espace de reference absolu etant, des lors,

disparu, les forces fictives de la theorie classique du mouvement
relatif ne doivent plus avoir la meme signification. Elles nous

apparaltront maintenant comme dues ä 1'existence des masses

exterieures ä l'ensemble materiel etudie et ä leurs mouvements.

§ 2. — Le Temps conventionnel et le Temps canonique.

La nature, difficile ä saisir, du Temps n'a jamais cesse,

depuis l'antiquite, de preoccuper les philosophes; et leurs

discussions sur ce sujet ne semblent pas pres d'etre terminees.
Une distinction, qui parait essentielle, a toutefois ete faite

il y a quelques annees par M. Bergson. L'eminent philosophe
a ete, en effet, conduit ä distinguer, d'une part, la duree reelle

vecue par notre conscience, siege de la succession de nos etats

psychiques et, d'autre part, le temps des physiciens que l'on
mesure et qui, dans nos formules, est represente par la lettre t L

On comjoit que ce temps-lä soit purement conventionnel.
Poincare l'avait bien reconnu quand il affirmait qu'il n'y a

pas de temps absolu; que l'assertion exprimant l'egalite de

deux durees n'a « par elle-meme aucun sens » et « n'en peut
acquerir un que par convention » 2.

Pour aflirmer que le temps est absolu ou qu'il est relatif, il
faudrait d'abord savoir ce qu'est le temps en soi. Tout ce qu'on

1 «La vraie duree... n'est pas une quantite, et des qu'on essaie
de la mesurer, on lui substitue inconsciemment de l'espace » (Essai
sur les donnees immediates de la conscience, p. 80).

2 La Science et l'Hypothese, p. HI. Ici encore il semble qu'EiNSTBiN
partage la meme opinion lorsqu'il dit: «Pour donner au temps une
signification physique, il est necessaire de se servir de certains evene-
ments qui etablissent des relations entre des lieux differents. Le
choix des evenements pour obtenir une telle definition du temps est,
en soi, indifferent». Pourtant on sait quel role essentiel jouent dans
la theorie de la Relativite les signaux lumineux et l'interpretation
de l'experience de Michelson. Or, comme l'a fait observer M. Emile
Picard : « Si l'on n'adopte pas ces points de vue, la theorie n'a plus
de base » (La theorie de la Relativite et ses applications a VAstronomie,
p. 11).
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peut dire c'est que, pour determiner un evenement dans la

metrique einsteinienne, on fait usage d'une variable t dont la

grandeur est relative au Systeme de reference choisi. Mais, cette

grandeur resulte de precedes conventionnels de mesure au

meme titre que celle du temps sideral.
La Mecanique de Le Roux ne postule aucun reperage special

du temps dont la mesure garde le caractere conventionnel que
lui reconnaissait Poincare.

Un ensemble materiel quelconque, dont les deformations

presentent une certaine periodicite, sera adjoint ä l'ensemble
dont on etudie le mouvement et pourra pratiquement servir
de chronometre. La variable t servant ä definir le temps n'aura
plus que la signification d'une coordonnee geometrique preci-
sant la position relative de certains elements du chronometre.

La notion de simultaneite est conservee, mais eile est gene-
ralisee. Elle traduit la necessite de considerer le meme ensemble
de valeur des parametres ak de position pour passer des

coordonnees x.L d'un ensemble materiel repere dans un Systeme Sx,

aux coordonnees yi du meme ensemble repere dans Sy, en

mouvement par rapport ä Sx 1.

D'une facon generale, on voit done qu'on n'observera en

fait que des variations concomitantes de coordonnees geome-
triques.

Dans l'expression invariante d'une loi, il faut que le para-
metre mesurant le temps disparaisse, pour ne laisser subsister

que les invariants geometriques. Ce resultat s'obtient facilement
dans le cas de la gravitation par 1'application du principe de

la moindre action, convenablement adapte (V. infra).
Les equations du mouvement obtenues par cette methode

constituent un systeme invariant, independant du temps. II
est ensuite possible de les ramener ä une forme canonique par
l'introduction d'une variable auxiliaire nouvelle, defmie comme
un invariant integral, en fonction des invariants du groupe
geometrique.

Cest le temps canonique.

1 Envisagee de ce point de vue, la notion de simultaneite persiste
dans les formules de Lorentz.
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§ 3. — Masse et force.

On sait par quelles vicissitudes sont passes les concepts
etroitement lies de masse et de force.

Tantöt la masse est assimilee ä la mesure d'une quantite
de matiere; tantöt eile apparait comme un coefficient de

resistance au mouvement. «Qu'est-ce que la masse G'est,
repond Newton, le produit du volume par la densite. — II
vaudrait mieux dire, repondent Thomson et Tait, que la
densite est le quotient de la masse par le volume. — Qu'est-ce

que la force C'est repond Lagrange, une cause qui produit le

mouvement d'un corps ou qui tend ä le reproduire. — C'est,
dira Kirchhoff, le produit de la masse par l'acceleration. Mais

alors, pourquoi ne pas dire que la masse est le quotient de la
force par l'acceleration » (Poincare, La Science et VHypothese.

p. 110).

II n'existe pour Poincare qu'un seul moyen pour sortir de

ce dilemme: considerer la masse de chaque element materiel
comme un simple coefficient choisi de facon k donner ä

1'ensemble des lois de la Mecanique la forme la plus simple 1.

On est bien oblige, en effet, d'attribuer k chaque element
materiel une existence propre independante de son mouvement
ou de celui du Systeme de reference. En regardant la masse

d'un element materiel comme un invariant, on donne k son

individuality un sens physique.
Le coefficient masse sera done la caracter istique mecanique

d'un element materiel. Et l'egalite des masses signifiera 1'equi-
valence dynamique des elements 2.

La masse d'un element forme par la juxtaposition de plu-
sieurs autres elements sera egale, comme le voulait Newton,
ä la somme des masses des elements composants.

1 Du point de vue logique cette definition est süffisante. Mais il
reste au physicien la täche de montrer comment la notion de masse
resulte des proprietes intimes de la matiere.

3 Dans la theorie d'Einstein le rapport d'une masse donnee a une
masse prise pour unite est encore un invariant pourvu que ces deux
masses soient dans un meme etat de mouvement.
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S'il est une definition qui a fait couler de l'encre, c'est bien
celle de la force.

Cette notion est certainement nee des sensations que pro-
voquent nos efforts musculaires. De cette intuition directe a

ete tiree l'idee de force consideree comme cause de mouvement
ou de deformation.

Un tel concept metaphysique donne aux forces une existence

propre independante des systemes materiels physiques qui les

produisent.
On raisonne sur une force unique, isolee agissant sur un

point materiel.
On applique une meme force ä des corps differents.
On pense aussi savoir ce qu'il faut entendre quand on dit

que plusieurs forces sont appliquees simultanement au meme

point materiel.
W. Thomson, J. J. Thomson, Hertz, Mach, Poincare ont

souligne l'absence de valeur physique de ce concept. Nous ne

reviendrons pas sur leurs judicieuses critiques.
Nous croyons que cette idee, de regarder la force comme une

cause reelle, peut etre tenue pour responsable des nombreuses

et vaines tentatives de demonstration logique de la regie
fameuse du parallelogramme. Le principe de causalite exige

qu'il n'y ait rien dans l'effet qui ne soit dejä dans la cause; et

l'hypothese de l'existence de plusieurs forces agissant sur un
element materiel implique necessairement celle de leurs effets:
accelerations ou deformations.! Dans l'insucces des demonstrations

du postulat de la composition des forces — ou tant
de savants se sont exerces — le principe de symetrie, abusive-

ment applique, nous parait moins en cause due la notion
acceptee de force elle-meme.

Dans la Mecanique de Le Roux, la force, consideree isolement,
n'est plus un concept fondamental essentiel; onl pourrait s'en

passer. Toutefois, pour la commodite des calculs, il peut etre

opportun de conserver la definition purement nominale ou

analytique de Kirchoff. La force: c'est le produit de la masse

par 1'acceleration. Cette grandeur n'a aucun caractere invariant;
sa mesure resulte, en effet, du choix du solide de reference et
de la metrique utilisee pour reperer l'espace et le temps.
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En adoptant ce point de vue on ne nie pas la realite des

influences physiques que peuvent exercer les uns sur les autres
les systemes materiels. Mais on laisse ä la Physique proprement
dite le soin de preciser dans chaque cas, le mode d'interaction
de ces influences.

On pourrait penser que cette facon d'envisager la masse et
la force soit contredite par les experiences tres precises de

MM. Ch.-Eugene Guye et Lavanchy, qui ont donne des for-
mules de Lorentz et d'Einstein une brillante verification 1.

Mais il est facile de voir que cette divergence est plus formelle

que fonciere. Nous pouvons, en effet, sans rien changer ä la
relation qui, en Relativite restreinte, relie entre elles la force F,
l'acceleration J, la vitesse v du corpuscule, sa masse au repos m0
et la vitesse c de la lumiere, ecrire:

Formule que nous interpretons en disant que 1 'influence d'un
champ electrique ou magnetique sur un corpuscule electrise

depend de la vitesse de ce corpuscule par rapport au Systeme

producteur du champ.
En realite, on le sait, il y aurait lieu d'ecrire encore pour

une action s'exergant dans le sens de la vitesse:

puisqu'on distingue les actions transversales des actions lon-
gitudinales.

Cette maniere de voir nous semble naturelle et, d'ailleurs, nous

y sommes accoutumes par l'utilisation classique en Electro-

dynamique de la force de Laplace qui depend ä la fois de la
vitesse et de sa direction dans le champ magnetique.

II est bien evident que cette interpretation, qui conserve les

formules precedentes, est en parfait accord avec les experiences
de M. Ch.-Eug. Guye.

De ces formules on deduit d'ailleurs, comme dans la theorie

3

1 Cf. Ch.-Eug. Guye, Memoires de la Societe de Physique et d'His-
toire naturelle de Geneve, 1921.
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d'Einstein, que la masse definie comme capacite d'impulsion 1

est proportionnelle ä l'energie 2.

Faisons encore une remarque generale.
Dans la mecanique de M. Le Roux les invariants indepen-

dants d'un ensemble materiel peuvent se reduire aux distances

mutuelles de ses elements et ä leurs variations mesurees suivant
le mode conventionnel qui correspond au Systeme geometrique
adopte.

II suit de lä que les seules lois intrinseques du rnouvSment de

Vensemble sont Celles qui regissent la variation de sa configuration
geometrique.

Des mouvements d'un meme ensemble, dans lesquels les

configurations successives sont identiques, sont equivalents. Iis
ne pourraient etre distingues qu'ä la condition d'adjoindre ä

1' ensemble etudie un autre ensemble exterieur permettant de

definir un solide de reference et une coordonnee de temps.
C'est ainsi que, du point de vue de la Dynamique invariante,

les mouvements de deux elements isoles, obeissant ä la loi de

Newton ou au ds2 de Schwarzschild, sont regardes comme
semblables, pourvu que le maximum et le minimum de la
distance mutuelle de ces elements restent les memes dans ces

deux hypotheses.

La Dynamique invariante et la loi de la gravitation.

§ 1. — L'energie cinetique invariante et le solide

de reference principal.

1. — M. Le Roux donne encore le nom d'energie cinetique
relative ä 1'expression classique:

1 On appelle ainsi le coefficient m de proportionnalite entre
Yimpulsion communiquee, Fi, par la force F pendant le temps t, et
la vitesse acquise v: m Ft/v.

2 Cf. Francis Perrin, La Dynamique relativiste et Vinertie de

l'energie, Paris, 1932.

§4. — Les lois intrinseques.

CHAPITRE V
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mais cette definition est generalisee par la possibility d'intro-
duire des formes de (Is2, invariantes pour le prolongement
statique de groupes non euclidiens 1 et par redetermination
de la variable t.

Une importante remarque permet tout d'abord de rattacher
ä la notion unique de transformation infinitesimale cinema-

tique les grandeurs fondamentales de la Mecanique classique.
On a, en effet, pour le groupe euclidien:

D4 (T! "Zmx'

D4 T) Sm(yz' — zy')

Ainsi, les transformations du premier ordre du groupe de

relativite fournissent les composantes de la quantite de mou-
vement et du moment cinetique.

Si l'on pose:
Tftft — TAA

on a ensuite:

T4 T4 T22 T33 Sm

Tj2 TI3 T14 0

T44 Sto(i/2 + Z2) T45 — STOI/Z

Tis ^mz T10 — Hmy

La masse totale, les moments dlinertie, les produits dlinertie,
les coordonnees du centre de gravite s'obtiennent done par
1'application repetee des transformations du mode cinematique.

Ges resultats remarquables donnent dejä une idee de la

puissance synthetique de la nouvelle methode.

2. — Voici maintenant, toujours pour le groupe euclidien,
un theoreme fondamental de la Mecanique invariante:

Lienergie cinetique relative d'un ensemble est minimum quand

1 On a Xh(T) 0.
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on rapporte le mouvement ä un solide de reference dans lequel le

centre de gravite est immobile et le moment cinetique nul1.

3. — II etait reserve ä M. Le Roux de donner l'expression
explicite du minimum W de l'energie relative, dans le cas

general d'un groupe quelconque, et de montrer que cette
expression est un invariant du groupe de relativite se deduisant
de l'invariant T, pour le prolongement statique, par le precede

que nous avons dejä indique (cf. infra, p. 16, n° 5).

4. — Cette grandeur invariante W ne depend que de la
variation de la distribution des masses et peut etre regardee
comme mesurant Yenergie cinetique de deformation de Vensemble.

L'exces
0 T — W

de l'energie cinetique relative T sur l'energie minimum W est

Yenergie d? entrainement.
Les systemes de reference S0 par rapport auxquels l'energie

d'entrainement 0 est nulle, ou, ce qui revient au meme, pour
lesquels l'energie cinetique T prend sa valeur minimum W, ont
un mouvement caracterise par les valeurs communes de leurs

parametres d'entrainement o>h.

Par un artifice analogue ä celui qui, en Mecanique analytique,
conduit aux equations de Hamilton, on exprime ces parametres
sous la forme elegante

d©
Wh

oü Th est mis pour DhT.
Une remarque qui souligne le caractere de generality de

cette theorie, s'impose aussitot.

1 MM. Levi-Civita et Amaldi ont donne cette proposition dans leurs
Lezioni di Meccanica razionale, vol. II. lre partie, p. 307-309.

Indiquons que l'etude du probleme de l'extinction des mouvements
internes d'une masse fluide visqueuse nous avait egalement conduit
ä ce theoreme sans avoir eu connaissance de la demonstration de
MM. Levi-Civita et Amaldi.
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Dans l'equation precedente, la valeur de ®h est homogene

par rapport aux derivees a'k des parametres de position, et il
en est de meme de par rapport aux derivees des coordon-

ö lh
nees x{; cette equation n'est done pas modifiee par une
transformation arbitraire t cp (t) effectuee sur le parametre t

servant ä definir le temps.
Les systemes de reference S0, invariablement lies entre eux,

sont en nombre infini; leur ensemble est le solide de reference

principal du Systeme materiel considere.

5. — La notion de solide de reference principal est essentielle.

C'est ä eile qu'il faudra toujours revenir pour donner aux
grandeurs et aux lois de la Mecanique un sens intrinseque. De

plus, grace ä l'introduction de ce solide, on verra s'unifier en

un enonce synthetique des prineipes qui paraissaient autrefois
n'avoir aueun lien entre eux.

Ainsi, on sera sans doute surpris d'apprendre que le principe
de Newton de Faction et de la reaction et le principe dit de la
composition des forces, n'expriment pas des proprietes de la
matiere, ni meme des consequences du concept de force envisage
comme une cause de mouvement, mais bien tout simplement
le resultat d'un choix convenable du Systeme de reference.

En faisant, tout d'abord, usage du groupe euclidien, ce qui
permet d'utiliser le langage de la Mecanique classique, M. Le
Roux obtient, en effet, ce remarquable et important theoreme,
tout ä fait inattendu:

Quelle que soil la constitution d'un ensemble materiel isole,

quelque desordonne que soit son mouvement, et quel que soit meme
le parametre t jouant le role du temps, les mouvements des elements

de cet ensemble, rapporte ä son solide principal, semblent dus

ä des actions mutuelles satisfaisant au principe de I'egalite de

Vaction et de la reaction 1.

3 La demonstration de ce theoreme se deduit par un raisonnement
elementaire du fait que le Systeme des vecteurs forces mi Jj forme,
par rapport au solide principal, un Systeme equivalent ä zero.
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Pour etendre cette proposition au cas d'un groupe non
euclidien, on considerera l'expression

sont alors des generalisations (on s'en rend compte aisement)
des composantes de la somme geometrique et du moment
resultant des forces euclidiennes. M. Le Roux les nomme
moments generalises des forces apparentes.

Cette equation rassemble et generalise les theoremes generaux
de la Mecanique -relatifs aux quantites de mouvement et aux
moments cinetiques.

Rapportons le mouvement ä un Systeme tel que les Th
soient des constantes ch, on aura

Si nous choisissons en outre les invariants independants du

groupe utilise parmi les invariants binaires (distances
euclidiennes ou non) py obtenus en associant deux ä deux les

elements de l'ensemble, le travail virtuel des forces
apparentes 8"<5 prend la forme

ou PySpy est interprets comme le travail elementaire de deux
forces egales et opposees P,-3- et P3i.

Ainsi le travail virtuel total 8© des forces apparentes resulte

uniquement d'une deformation de l'ensemble.

1 Equation qui resulte de ce que Xh(T) 0.

Or on a

XLh 0 •
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Les systemes de reference dans lesquels cette condition est
realisee sont appeles systemes ä gravitation apparente L

Ces systemes dependent, en general, du mode de reperage
du temps t. Si, au lieu de t, on prenait une nouvelle variable t
telle que t <p(t) on aurait, en effet, 0h ch cp'(-r) au lieu de

d@h dTh
Th ch et chf"(T) au heu de °-

Mais si Th ch 0, conditions qui caracterisent le solide
de reference principal, S© est toujours un travail de deformation

et les equations 0 sont veriüees quelle que soit la
marche du chronometre adopte.

Les systemes de reference lies au solide principal sont done
les seuls par rapport auxquels la loi de Taction et de la reaction
de Newton est vraie pour un choix arbitraire de la variable
mesurant le temps.

§ 2. — Le principe de la moindre action

et la loi de la gravitation.

Les resultats obtenus jusqu'ici n'expriment aueune loi
physique; ils concernent seulement les rapports mathematiques
de mouvements absolument quelconques et des systemes de

reference.

La loi de Newton qui affirme la reciprocite des actions mu-
tuelles de deux elements ne peut etre — on vient de le voir —
que relative ä certains systemes de reference.

Pour presenter un caractere synthetique, et pour etre
invariante, une loi de gravitation doit faire intervenir toutes les

masses de TUnivers et s'exprimer uniquement en fonetion des

invariants d'un groupe de relativite.
Par une analyse habile, M. Le Roux a tire du principe de la

moindre action la forme invariante generale de la loi de la

gravitation.

1. — Postulons l'existence d'une fonetion des forces U

identique ou analogue au potentiel newtonien.

1 M. Piatrier a demontre que dans de tels systemes l'energie d'acce-
leration est minima (C. R. Ac. d. Sc., t. 189, 1929, p. 23).
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Si I\ et r2 designent deux configurations donnees de l'en-
semble, le principe de la moindre action, sous la forme donnee

par Jacobi, s'exprime par la condition de minimum:

r2

oü h est la constante des forces vives.
Substituons ä Umds2 la forme invariante de differentielles

da2, 2Wdt2, deduite de l'energie invariante W en rcmplacant
les derivees x\ par les differentielles dxt, et prenons pour U un
invariant du groupe initial uniquement fonction des distances

mutuelles des elements de 1'ensemble; on obtient la forme
invariante du principe de la moindre action:

Introduisons une variable t, telle que

Les equations d'Euler qui expriment la condition de minimum

1 prennent alors la forme classique de Lagrange:

oü E U + W designe l'energie totale invariante.
Le parametre t est le temps canonique propre de 1'ensemble.

Dans la Mecanique classique le principe de la moindre action
se presente comme une consequence des equations du mouve-
ment, formees au moyen des notions prealables de temps et
de force et en admettant l'existence d'une fonction des forces.

Dans la Mecanique invariante c'est le principe de la moindre
action, convenablement adapte, qui sert de base pour former
les equations du mouvement et definir ensuite les notions de

temps et de force.

(J)

(I)
r-

1 Cf. Goursat, Cours d'Analyse, t. III, p. 560.
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II existe entre la forme jacobienne (J) du principe de la
moindre action et sa forme invariante (I) une reciprocity
importante.

Si le mouvement cCun ensemble est regi par ce principe sous la
forme (I), ce mouvement, rapporte au solide principal de

Vensemble, est egalement regi par le meme principe sous sa forme (J).
La reciproque est vraie.

2. — Cherchons maintenant ä appliquer ä l'Univers observable

les formules theoriques precedentes.
II convient, tout d'abord, pour que le concept de solide

principal ne demeure pas purement theorique, de montrer qu'il
est possible, approximativement au moins, de deflnir le mouvement

de ce solide par rapport aux systemes de reference et au

temps de la Mecanique celeste classique.
Pour cela, M. Le Roux a cherche les limites vers lesquelles

tendent les parametres d'entrainement du solide principal,
donnes par les equations:

d©- - öV

quand on considere des domaines emboites de plus en plus
vastes de l'Univers stellaire.

Les elements d'une solution rigoureuse manquent evidem-
ment et ce projet peut paraitre bien audacieux.

Pourtant, il suffit d'admettre:
1° que les etoiles eloignees n'ont qu'une vitesse angulaire

tres faible par rapport aux axes de Copernic — ce que confirme
1'observation — et

2° que les moments d'inertie principaux des ensembles

materiels contenus dans les domaines consideres croissent

indefmiment,

pour montrer que le Solide principal de l'Univers observable
doit etre anime d'un mouvement de translation rectiligne et
uniforme par rapport ä tout Systeme de Galilee.

Or, on sait que dans le champ gravitationnel des corps
celestes, le mouvement de tout element materiel Mit rapporte
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au Systeme d'axes de Copernic et au temps sideral, obeit, avec

une grande approximation, ä une equation de la forme:

~d?Mi *

~dfi- gradU ;

oü U, fonction des forces apparentes, est maintenant regarde
comme un invariant ne dependant que des distances mutuelles
des elements.

D'apres ce qui precede, il en est encore de meme dans tout
Systeme invariablement lie au solide principal.

De plus, en Mecanique rationnelle, on deduit de cette equation

generale le theoreme des forces vives et la forme jaco-
bienne (J) du principe de la moindre action.

L' equation des forces vives

dt2
2 (Ü + h)

montre que le temps canonique propre de l'Univers observable
coincide pratiquement avec le temps sideral de l'Astronomie.

Mais il importe d'observer que le temps canonique est lie
ä la configuration de l'Univers, par le facteur statique (U + h),
et k la variation de sa configuration, par le facteur differen-
tiel da 1.

De la validite de la forme jacobienne (J) du principe de la
moindre action dans le solide principal on conclut, en vertu du
theoreme de reciprocity, que le mouvement des astres rapporte
ä un Systeme de reference arbitrairement mobile est regi par
le meme principe sous sa forme invariante:

r2
S J -\/2 (U + h)da 0 (I)

Tl

1 Pour reprendre une belle pensee de Bergson, ne nous serait-il pas
possible de dire que le temps canonique « transmet, jusqu'ä la plus
petite parcelle du monde oü nous vivons, la duree immanente au
tout de l'Univers » (Bergson, L'evolution creatrice, p. 11).

De ce point de vue la notion de temps canonique universel
semblerait done se preter ä un rapprochement entre la duree reelle
des philosophes et le temps mathematique des physiciens.

Archives. Vol. 19. — Mai-Juin 1937. 11
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Telle est la forme generale de la loi invariante de la gravitation,
donnee en 1931, par M. Le Roux L

II resulte de cette loi que le mouvement d'un element materiel

depend non seulement des masses et des positions de tous les

autres elements de l'Univers, mais encore, de leurs vitesses par
le facteur differentiel da.

Le caractere synthetique de ce remarquable resultat repond
completement aux voeux de Mach et de Poincare 2.

On voit que la loi de la gravitation n'est plus, ä proprement
parier, une loi de force, mais une loi de mouvement.

La loi de l'attraction universelle de Newton perd son sens

physique habituel pour n'apparaitre plus que comme une

traduction, dans le langage classique, de l'une des formes

possibles du mouvement de l'Univers materiel rapporte ä son
solide principal 3.

§ 3. — Signification des forces fictives de la theorie des mouvements

relatifs.

On a coutume de regarder 1'experience du pendule de

Foucault comme revelant la rotation absolue de la Terre dans

l'espace. On congoit, d'apres ce que nous avons vu, que la

Mecanique invariante donne ä cette experience un sens tres
different.

Dejä, dans La Science et VHypothese (p. 138), Poincare avait
insiste sur ce qu'il y a de choquant ä dire que la Terre tourne
dans l'espace: « S'il n'y a pas d'espace absolu, peut-on tourner
sans tourner par rapport ä quelque chose et d'autre part,
comment pourrions-nous admettre la conclusion de Newton
et croire ä l'espace absolu ».

Pour expliquer les apparences, allons-nous croire ä l'existence
de l'invisible et mysterieux corps de reference alpha

1 C. R. Ac. d. sc., t. 192, 1931, p. 1439.
2 Cf. E. Mach, La Mecanique, p. 220 ä 234, trad. E. Bertrand,

introd. de E. Picard.
3 M. Le Roux a montre que la loi de Newton est impliquee par le

principe de la moindre energie moyenne d'acceleration et par une
condition necessaire de stabilite de l'ensemble (Principes mathe-
matiques de la theorie de la gravitation, p. 29 et suivantes).
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Quelle est done dans la nouvelle dynamique la signification
des forces fictives de la theorie du mouvement relatif

Soit S le Systeme d'axes de reference choisi. Designons par
Vx, Vy, V2 les composantes, suivant ces axes, de la vitesse d'un
element de masse m, par rapport au solide principal S0 de

l'Univers; et appelons p, q, r les parametres d'entrainement,
composantes de la rotation instantanee, du mouvement de S

par rapport ä S0.

En coordonnees euclidiennes les equations de Lagrange,
deduites de la forme (I) du principe de la moindre action,
s'ecrivent:

Ces relations sont identiques formellement ä Celles de la
theorie du mouvement relatif de la Mecanique classique. Mais

ici les symboles p, q, r ne representent pas des fonctions donnees

du temps; ce sont des fonctions des masses, des coordonnees et

des vitesses par rapport ä S, des elements de l'Univers.
Les forces dites fictives sont done dues ä ces masses et

peuvent, des lors, etre interpretees comme des influences

exterieures, au meme titre, par exemple, que les forces

newtoniennes.
Ainsi est obtenu un resultat important, vainement cherche

par Mach, qui n'a pas trouve dans la Mecanique classique les

« moyens d'expression necessaires »1 pour l'atteindre.

Valeur theorique et pratique de la Mecanqiue

Nous pouvons appretier maintenant la valeur considerable
de la theorie de Le Roux pour la philosophie scientifique.

La possibility de donner aux lois de la Mecanique des formes

generales invariantes dans tous les systemes de reference

arbitrairement mobiles, independantes du choix du parametre
1 Einstein, Quatre conferences..., loc. cit., p. 50.

CHAPITRE VI

invariante.
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mesurant le temps et applicables ä tous les systemes de

geometric, euclidiens ou non, confirme deflnitivement les idees de

Poincare sur la relativite de l'Espace, sur le caractere conven-
tionnel du reperage du Temps et sur Tequivalence theorique
de toutes les geometries de Lie.

L'umfication des principes fondamentaux, 1'interpretation
des forces fictives de la theorie du mouvement relatif, ont permis
de dissiper les ombres qui, du point de vue philosophique,
nuisaient ä la Mecanique classique.

Par l'usage des groupes geometriques non euclidiens, la
Mecanique invariante constituera enfin un instrument plus
souple et plus puissant pour l'explication des phenomenes
naturels.

On cherchera probablement un jour ä utiliser la loi de la
gravitation de Le Roux pour rendre compte des irregularites
des mouvements des corps celestes, telles que les avances

inexpliquees des perihelies de Mercure, de Mars ou du nceud

de Venus, si toutefois ces irregularites ne sont pas dues ä des

causes physiques, electriques ou magnetiques, encore inconnues;
question qui n'a pas ete encore elucidee L

1 Dans cette recherche des irregularites des mouvements des
perihelies on peut se demander quelle est l'influence du champ
magnetique solaire — attribuable en partie au moins aux circulations
des charges electriques entrainees par la rotation de l'astre sur lui-
meme. Soient H la valeur du champ sur l'orbite de la planete etudiee,
q sa charge par unite de masse, o> la vitesse angulaire du perihelie.
Nous avons etabli la relation tres simple

to 2jH
D'apres Newcomb les valeurs des residus des avances observees
sont:

Mercure: 43" — Venus: 16" — Terre: 10" — Mars: 5".
Dans l'hypothese oü ces avances residuelles proviendraient entiere-
ment de Taction du magnetique solaire, la formule precedente
donnerait en unites c. g. s.:

qR 3,1 10-14 pour Mercure; 1,2 10~14 pour Venus;
0,7 10~14 pour la Terre; 0,37 10~14 pour Mars.

Mais ces chiffres conduisent ä attribuer aux charges q ou au
champ H des valeurs qui paraissent trop grandes.

A ce propos, je remercie M. Tiercy, directeur de l'Observatoire de
Geneve, et M. Cailliatte, astronome ä l'observatoire de Nice, des
documents utiles qu'ils m'ont procures sur ce sujet.



ET LA MECANIQUE INVARIANTE DE LE ROUX 163

Contentons-nous de noter pour le moment qu'il semble

possible de rattacher le concept de solide principal de l'Univers
ä l'existence d'un ether homogene et isotrope jouant le role
de l'espace absolu de Newton 1.

Nous voudrions encore prevenir une objection.
La Mecanique invariante indique les methodes et les relations

generales qui doivent permettre de satisfaire le principe de

relativite tel que le comprenait Poincare.
Le probleme a ete resolu, pour la loi de la gravitation, par

M. Le Roux lui-meme.
Mais l'interet de sa theorie ne saurait se borner lä.
Les physiciens doues d'esprit philosophique chercheront

sans doute ä s'en servir pour donner aux lois naturelles leurs
formes intrinseques.

Or ce resultat ne peut etre obtenu qu'ä la condition de savoir

exprimer les grandeurs physiques, concourant ä la production
d'un phenomene, en fonction des seules variables dont dependent
la configuration de 1'ensemble et sa variation.

On peut done prevoir que le developpement ulterieur de la
theorie de Le Roux consistera surtout dans la recherche des

invariants physiques appartenant aux divers groupes de

relativite.
Si des ecarts existent par rapport ä la loi invariante, nous

devrons avant tout songer ä une connaissance incomplete des

faits et ä la necessite de recourir ä une experimentation plus
precise ou plus expressive.

CONCLUSIONS

M. Le Roux est reste, comme il l'a dit, sur le terrain solide
des verites demontrees. II serait done vain d'opposer la Mecanique

invariante ä une theorie reposant sur des hypotheses
physiques.

Mais il est permis de penser que cette nouvelle Mecanique

1 Une experience tres ingenieuse de M. Esclangon parait, en effet,
avoir revele un vent d'ether concordant avec le mouvement astro-
nomique de la Terre (cf, C. R. Paris, 192 Or, nous savons que
ce mouvement peut etre, approximativement, considere comme
rapporte au solide principal de l'Univers.
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peut se concilier avec la theorie dite semi-einsteinienne de la
relativite qui interprete les formules d'Einstein dans le temps
et l'espace classiques.

On comprend alors que le recours au solide principal de

l'Univers permettrait de revenir ä une representation, Active
il est vrai, des influences mutuelles des masses par des forces

apparentes obeissant aux postulats anciens de Faddition des

forces et de Fegalite instantanee de Faction et de la reaction.
Or ces postulats ne sont, au fond, nous l'avons vu, que des lois
de mouvement particulieres aux systemes sans acceleration par
rapport au solide principal.

Peut-etre meme trouvera-t-on quelque relation entre ce

solide et le milieu fondamental dans lequel se propagent les

ondes electromagnetiques et lumineuses.
D'ailleurs les diflicultes des interpretations d'Einstein sur le

temps relatif et l'espace physique non euclidien1 ne peuvent pas

porter atteinte ä la valeur pragmatique des equations
relativstes. Un assez grand nombre de physiciens estiment que
ces equations — surtout Celles de la Relativite restreinte —
concordent bien avec les faits connus pour qu'on ait interet ä

les conserver. II convient alors de rechercher une veritable
explication2 physique de cette reussite et, pour cela, il faut
demasquer la realite cachee sous le symbolisme mathematique 3.

1 Cf. Pierre Dive, DifFicultes dans l'interpretation einsteinienne
du temps et de l'espace relatifs. Enseignement math., 1937, nos 1-2.

Sur la Geometrie d'un champ gravifique d'Einstein-Schwarzschild.
Academie des Sciences, Belies Lettres et Arts de Clermont-Fd., 1937,
t. LVII, N° 494.

La Geometrie du disque tournant dans la metrique d'Einstein.
C. R. des seances de la Societe de Phys. et LHist. nat. de Geneve,
vol. 54, n° 1, janvier-mars 1937; supplement aux Archives, 1937.

Sur les temps propres relatifs de la theorie d'Einstein. C. B.
Academie des Sciences, Beiles Lettres et Arts de Clermont-Fd., juillet
1937.

2 Analogue, par exemple, ä celle que la Thermodynamique generale
trouve dans la theorie des quanta.

3 Certes, nous ne pouvons pas pretendre atteindre la realite
profonde des choses en son essence meme, et nous devrons toujours
nous contenter de representations plus ou moins adequates ä cette
realite. Mais il est certain que ce renoncement ne diminue en rien
notre besoin de raisonner sur des concepts clairs, ä partir de postulats
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Dans ce but, des resultats tres interessants ont ete dejä
obtenus par M. Varcollier. Ce savant a donne une theorie

generale de 1'aberration des ondes et des forces qui conduit ä

retrouver dans le temps et l'espace ordinaires, done aussi en

prenant comme repere le Solide principal de Le Roux, les

formules essentielles de la Theorie d'Einstein L L'idee feconde

de M. Varcollier consiste ä associer ä chaque milieu dans lequel
se propagent des ondes une equation de la forme:

2 gy.., dx^ dx' 0

;xi

appelee ondulation elernentaire. Le premier membre est une
forme quadratique des dxl1 qui peut etre regardee comme un
ds2 d'Espace-temps fictif, susceptible de donner lieu aux
memes developpements analytiques que les ds2 d'Univers
d'Einstein. On pressent done par lä que la theorie de

M. Varcollier ne doit rien negliger des travaux mathematiques
suscites par Interpretation relativiste. En particulier, il n'est

pas impossible que les geometries de Riemann et de Weyl,
et la belle generalisation qu'en a donne M. Elie Cartan par la
consideration si profonde des espaces ä torsion 2, trouvent dans

cette theorie, comme dans celle d'Einstein, un vaste champ
d'applications.

Saint-Julien-en-Genevois, octobre 1936.

ou d'hypotheses nettement exprimes. Une theorie ne saurait satis-
faire pleinement l'esprit qu'ä la condition de sauver * les lois de notre
entendement en meme temps que les phenomenes qui nous sont
exterieurs. Comme l'a si justement ecrit M. Varcollier: «Notre
intelligence evite instinetivement de raisonner sur des objets qu'elle
ne puisse clairement se figurer. Peut-etre est-il dangereux de l'en
detourner ».

1 H. Varcollier, La Relativite degagee d'hypotheses metaphysiques,
Paris, 1925.

2 Elie Cartan, Le parallelisme absolu et la theorie unitaire du
champ. Actualites scientifiques et industrielles, XLIV, Paris, 1932.

Legons sur la theorie des espaces ä connexion projective. Cahiers
scientifiques, fasc. XVII, 1937.

* Steely 72 oaivou-Eva, sauver les phenomenes, locution due ä Piaton.
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