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108 SEANCE pu 18 juin 1936

F. Beer. — FEuxiension du théoréme de Hadamard-Schmidt
au cas du potentiel logarithmique créé par un corps réel dans un
domaine complexe.

La décomposition de r effectuée par M. Wavre permet
d’associer 4 tout point complexe M deux points P et P’ du
plan réel en lesquels la distance r & M s’annule et autour desquels
Lr est multiforme. Il est donc intéressant d’étudier le potentiel
créé par un corps réel, non seulernent lorsque c’est le point
potentié M qui pénétre dans le corps, mais aussi lorsque c’est
un des points P et P’ associés & M, ce dernier se mouvant alors
dans un domaine complexe. On a dans ce cas & envisager des
fonctions de passage analogues & celles que ’on utilise dans le
plan réel.

Soit un domaine D du plan réel limité par une circonférence v
centrée en P et par une courbe fermée simple ¢ extérieure a v
et ne contenant pas P’. Si p est une fonction réelle, holomorphe
dans D, et r la distance de M a un point d’intégration et si nous
prenons soin de rendre D simplement connexe en établissant
une coupure d entre v et ¢, nous pouvons appliquer la troisiéme
identité de Green car celle-ci reste valable lorsque les fonctions
qu’elle contient dépendent de parameétres complexes, pourvu
que ces fonctions solent continues et uniformes ainsi que leurs
dérivées premiéres et secondes dans D et sur safrontiére. Nous
écrirons donc

fLrApdDJrf(Lr%-_pii’)ds =0,
D

la seconde intégrale étant & prendre sur v, d (détermination 0),
c et d (détermination 7). L.es dérivées normales que contiennent
les deux intégrales étendues a d étant de signes contraires, on
obtient en additionnant celles-ci:

: dp
—znfd-?’ds,
d
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la dérivée normale étant prise & gauche lorsqu’on suit la coupure
de P vers P’'. La décomposition de L en une somme de deux
logarithmes dont I'un est holomorphe & intérieur de y permet
de remplacer I'intégrale prise sur v par deux autres intégrales
dont I'une est nulle et dont autre se réduit & — wp lorsque le
rayon de v tend vers 0. Nous avons alors

: dp daLr N : dp
fLrApa:D + (Lr%—p—c—zﬁ-)ds = rp + mfd—nds .
D c d

S1 P et P’ sont tous deux extérieurs & ¢, le premier membre
s’annule; le second membre est donc la fonction de passage qui
intervient lovsque P traverse c.

Supposons maintenant, comme P’a fait M. Schrnidt, que p
est la solution d’équations de Cauchy-Kowalewska contenant
des fonections holomorphes sur une portion réguliére I' d’une
courbe analytique et dans son voisinage, que ¢ est composée
précisément de I' et d’une courbe ¢’ et que la solution p est
valable dans D. Alors:

0 (P et P’ ext.)

1 dp dLr
U = f(Lr——p)d8+ 1 rd
d d £ .2 2P i ’
n n 5 S's 5 .fdnds (P int., P ext.)
d Y

ou U est un potentiel de surface, de simple ou de double couche,
suivant les équations de Cauchy-Kowalewska que "on a
choisies.

Dans le cas d’une simple ou d’une double couche étendues sur
une courbe analytique et réguliére [, le laplacien de p est nul
et nous pouvons considérer p comme la partie réelle d’une
fonction analytique p + ig. En utilisant les relations de Cauchy-
Riemann, nous trouvons alors pour la fonction de passage les
expressions

S[p®) +igP) —igP)] et 3 [p(P) — ig(P) + ig(Py)]

suivant que ¢’est P ou P’ qui traverse la ligne [ en P,. Ces deux
expressions, égales chacune a la différence de potentiels holo-
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morphes, sont bien holomorphes en les coordonnées de M ainsi
qu’on le vérifie en effectuant certaines substitutions. '

Dans le cas d’un potentiel de simple couche, ces deux fonctions
de passage s’annulent en Py, d’ou la continuité du potentiel,
continuité que I’on peut démontrer directement en généralisant
un théoréme classique. Comme elles dépendent, en outre, du
point ou l'on traverse [, le potentiel de simple couche n’est
déterminé qu’a une constante imaginaire pres, égale a inm,
ot m est la masse d’un are pris sur L.

51 [ laisse le plan connexe, le potentiel calculé en un point
complexe M est le prolongement analvtique du potentiel réel
car on peut toujours aller de M en un point réel sans rencontrer
de singularité du potentiel, P pouvant étre ramené en P’ sans
traverser /. Mais en faisant le tour des extrémités de [ avec P
ou P’, on engendre des polydromies analogues a celles qui furent
étudiées par M. Wavre dans le plan réel. On a alors & envisager
quatre plans de ramification complexes dont les points sont &
distance nulle d’'une des extrémités de / et qui se réduisent a
celles-ci dans le réel.

Si [ est une courbe fermée simple divisant le plan réel en
deux régions, on a quatre domaines complexes a distinguer,
dépendant de la position de P et de P’ par rapport a la courbe.
On ne peut aller d’un de ces domaines dans ’autre sans passer
a distance nulle de /, mais on peut facilement calculer le poten-
tiel complexe en ajoutant & un des deux potentiels habituels
prolongé la fonction de passage appropriée. Cette derniére
s’obtient aisément, comme on I’a vu, a partir de p qui n’est
autre que la fonction de passage utilisée dans le plan réel.
On retrouve ainsi, par exemple, les deux nouveaux potentiels
de la circonférence, que M. Wavre a calculés directement.

Dans le cas d’une double couche de densité un étendue sur une
courbe fermée, les deux fonctions de passage sont égales, de
sorte que I’on ne peut déterminer qu’un seul potentiel nou-
veau, 7, qui se calcule dans deux domaines complexes a
4 dimensions se raccordant dans le plan réel suivant la courbe
potentiante elle-méme, et qui peut étre prolongé en tout point
réel ou complexe.
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