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108 SEANCE DU 18 JUIN 1936

F. Beer. — Extension du theoreme de Hadamard-Schmidt

au cas du potentiel logarithmique cree par un corps reel dans un
domaine complexe.

La decomposition de r effectuee par M. Wavre permet
d'associer ä tout point complexe M deux points P et P' du

plan reel enlesquelsla distanceräM s'annule et autour desquels
Lr est multiforme. II est done interessant d'etudier le potentiel
cree par un corps reel, non seulernent lorsque e'est le point
potentie M qui penetre dans le corps, mais aussi lorsque c'est

un des points P et P' associes ä M, ce dernier se mouvant alors
dans un domaine complexe. On a dans ce cas ä envisager des

fonetions de passage analogues ä Celles que Ton utilise dans le

plan reel.

Soit un domaine D du plan reel limite par une circonference y
centree en P et par une courbe fermee simple c exterieure ä y
et ne contenant pas P'. Si p est une fonetion reelle, holomorphe
dans D, et r la distance de M ä un point d'integration et si nous

prenons soin de rendre D simplement connexe en etablissant

une coupure d entre y et c, nous pouvons appliquer la troisieme
identite de Green car celle-ci reste valable lorsque les fonetions

qu'elle contient dependent de parametres complexes, pourvu
que ces fonetions soient continues et uniformes ainsi que leurs
derivees premieres et secondes dans D et sur sa frontiere. Nous

ecrirons done

la seconde integrale etant ä prendre sur y, d (determination 0),

c et d (determination tc). Les derivees normales que contiennent
les deux integrales etendues ä d etant de signes contraires, on
obtient en additionnant celles-ci:

D

d
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la derivee normale etant prise ä gauche lorsqu'on suit la coupure
de P vers P'. La decomposition de Lr en une somme de deux

logarithmes dont, Fun est holomorphe ä l'interieur de y permet
de remplacer 1'integrale prise sur y par deux autres integrales
dont l'une est nulle et dont l'autre se reduit ä — up lorsque le

rayon de y tend vers 0. Nous avons alors

fhrApdD +f(Lrfn-pf^ds *p + inf fjsDC d

Si P et P' sont tous deux exterieurs ä c, le premier membre
s'annule: le second membre est done la fonction de passage qui
intervient lorsque P traverse c.

Supposons maintenant, comme l'a fait M. Schmidt, que p
est la solution d'equations de Cauchy-Kowalewska contenant
des functions holomorphes sur une portion reguliere T d'une
courbe analytique et dans son voisinage, que c est composee
precisement de T et d'une courhe c' et que la solution p est

valable dans D. Alors:
I 0 (P et P' ext.)

tt 1 P/t dp dLr\ ;U - - 2nJ IhrTn - p-dn)ds + | + ± fdJLds (P int., P' ext.)
c' 12 2*' an

\ d

oil U est un potentiel de surface, de simple ou de double couche,
suivant, les equations de Cauchy-Kowalewska que I'on a

choisies.

Dans le cas d'une simple ou d'une double couche etendues sur
une courbe analytique et reguliere I, le laplacien de p est nul
et nous pouvons considerer p comme la partie reelle d'une
fonction analytique p + iq. En utilisant les relations de Cauchy-
Riemann, nous trouvons alors pour la fonction de passage les

expressions

!"[/>(p) + iq{p) — i?(Po)] et -|[p(P') — »?(?') + «'s(Po)]

suivant que e'est P ou P' qui traverse la ligne I en P0. Ces deux

expressions, egales chacune ä la difference de potentiels holo-
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morphes, sont bien holomorphes en les coordonnees de M ainsi

qu'on le verifie en effectuant certaines substitutions.
Dans le cas (Pun potentiel de simple couche, ces deux fonctions

de passage s'annulent en P0, d'oü la continuity du potentiel,
continuity que l'on peut demontrer directement en generalisant
un theoreme classique. Comme elles dependent, en outre, du

point oü l'on traverse I, le potentiel de simple couche n'est
determine qu'ä une constante imaginaire pres, egale ä ircm,
oü m est la masse d'un arc pris sur I.

Si I laisse le plan connexe, le potentiel calcule en un point
complexe M est le prolongement analytique du potentiel reel

car on peut toujours aller de M en un point reel sans rencontrer
de singularity du potentiel, P pouvant etre ramene en P' sans

traverser I. Mais en faisant le tour des extremites de I avec P

ou P', on engendre des polydromies analogues ä Celles qui furent
etudiees par M. Wavre dans le plan reel. On a alors ä envisager

quatre plans de ramification complexes dont les points sont ä

distance nulle d'une des extremites de l et qui se reduisent ä

celles-ci dans le reel.
Si I est une courbe fermee simple divisant le plan reel en

deux regions, on a quatre domaines complexes ä distinguer,
dependant de la position de P et de P' par rapport ä la courbe.
On ne peut aller d'un de ces domaines dans 1'autre sans passer
ä distance nulle de I, mais on peut facilement calculer le potentiel

complexe en ajoutant ä un des deux potentiels habituels
prolonge la fonction de passage appropriee. Cette derniere
s'obtient aisement, comme on l'a vu, ä partir de p qui n'est
autre que la fonction de passage utilisee dans le plan reel.
On retrouve ainsi, par exemple, les deux nouveaux potentiels
de la circonference, que M. Wavre a calcules directement.

Dans le cas d'une double couche de densite un etendue siir une
courbe fermee, les deux fonctions de passage sont egales, de

sorte que l'on ne peut determiner qu'un seul potentiel nou-

veau, tt, qui se calcule dans deux domaines complexes ä

4 dimensions se raccordant dans le plan reel suivant la courbe

potentiante elle-meme, et qui peut etre prolonge en tout point
reel ou complexe.
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