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86 SEANCE DU 4 JUIN 1936

ä 14000°, la largeur relative des raies de l'hydrogene est inde-

pendante de la temperature.
La theorie des spectres laisse bien supposer l'exactitude de

cette proposition. II est cependant interessant de la verifier
dans des conditions de temperature actuellement irrealisables
dans un laboratoire terrestre.

Observatoire de Geneve.

Fernand Levy. — Sur la distribution locale des tensions dans

un milieu elastique.

Introduction.

Lorsqu'un milieu continu est tendu par une charge continue,
les fatigues T appliquees ä la gerbe des elements plans passant

par un point P sont regies par une fonction vectorielle lineaire
du vecteur-unite PI normal ä l'element plan. Pour tout triedre
trirectangle de sommet P pris comme reference cartesienne, les

composantes de T (tension sur la face negative de l'element
plan) se deduisent de Celles a, ß, y de PI par

Tx Tna + T12ß + T13y

T
y T21a + T22 ß + T23t

Tz T31a + T32 ß + T33Y

Tx, Ty T2, sont les demi-derivees d'une forme quadratique

(a, ß, y), de discriminant || Tift || et Ton a pour Tn projection

de T sur pT

T„ <a' ß. V) • (2)

Cette fatigue normale Tn est une pression ou une traction

selon que Tn ^ 0. La quadrique (j) (a, ß, Y) ±1 possede

des plans principaux fournis par l'equation en S; ce sont des

plans de symetrie pour T / (PI).

T ik Tm

a2 + ß2 + Y2 1 •

(1)
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Adoptons-les comme plans cartesiens; (1), (2) deviennent

avec de nouvelles notations

T* °ia

Ty c2ß (3) et a axa2 + cr2ß2 + <j3y2 (4)

Tz a3y

C'est sur cette base que l'Ecole frangaise (Cauchy-Lame),

par confrontation avec une deuxieme quadrique reglant la
deformation locale, a etabli les equations classiques de 1'equi-
libre elastique. Pour elle, la fatigue normale a a ete prise seule

en consideration et la fatigue tangentielle t negligee (Poinsot
ne se refusait-il pas ä admettre l'existence de la tension oblique
sur un element plan Un demi-siecle plus tard, l'Ecole alle-
mande (Mohr, Föppl) et l'Ecole anglaise (Guest, Cook) ont
rehabilite la fatigue tangentielle en montrant qu'elle joue lors
de la rupture de 1'equilibre elastique un role determinant.

En replagant les deux fatigues a, t sur pied düegalite, Möhr
a substitue aux quadriques ä trois dimensions de Cauchy-Lame
une epure plane, encore peu connue en France, malgre que
M. Mesnager ait signale toute son importance dans ses nom-
breux ouvrages.

Nous avons pense etre utile en introduisant 1'epure de Mohr

par une methode rapide, basee sur la puissance d'un point de

l'epure par rapport ä ses trois cercles fondamentaux. Nous en

avons tire une construction nouvelle. Nous caracterisons ensuite
les indicatrices spheriques relatives aux sections de meme

fatigue normale et de meme fatigue tangentielle. Enfin, nous
indiquons une representation, sur un secteur de cercle, du
domaine fondamental des fonctions elliptiques modulaires, la
tirant de l'epure dans le cas particulier du pur cisaillement.
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§ 1. L'epure de Mohr 1.

Partons du Systeme d'equations

ai a2 + Ö2 ß2 + y2 a2 + x2

axa2 -}- a2ß2 + a3y2 a ci > a2 > (5;

a2 + ß2 + y2 1

et portons, d'equerre, a en abscisse, x en ordonnee d'un point M

image de I (a, ß, y). Ces points M recouvrent simplement un
«triangle » (frontiere incluse) compris entre trois demi-cercles

cx, c2, c3 construits sur les diametres a3 <r2, ax a3, <t2 <rx. Limiter
I ä l'octant spherique Ix, I2, I3; a > 0, ß > 0, y > 0. Pour le

retrouver 2, cherchons sous quelles conditions (5) est soluble

en nombres non-negatifs a2, ß2, y2. Le determinant (ax — cr2)

(c2 — ct3) (ctx — ct3) est suppose non-nul; les numerateurs des

solutions sont alors lineaires en a2 + x2 et a. On trouve

a2 + X2 — (cr2 + a3)a + a,_cs
a 7 n i — "a) (ffi a=>) > 0

K — cra) (<*1 — ®s)

CT2 + X2 (a„ + ox) a +
(<J2 — c3) (®2 — <*i)

a2 + x2 — (<rx + O2)ct + cxc3

ß2 ^~TZ ".I avec (». - °3) («. - oi) < 0 (0

„ \ t„ —n\ ^ ~~ °2) > 0 '
al) (CT3 ^2)

Le premier numerateur est la puissance de M par rapport au.

cercle c1 et Px (M) t\ (M) od tx est la tangente de M a cx;
le denominateur est Px (ax) t[ (ax). Le second numerateur
est la puissance de M par rapport ä c2 et P2 (M) —1\ (M) ou
t2 est la demi-corde perpendiculaire ä C2M. De meme pour c3.

1 Mohr, Abhandlungen aus dem Gebiet der technischen Mechanik.
Zweite Auflage 1914. Verlag Ernst, Berlin, pages 192-202.

2 Ed. Dreyfuss, Lefons sur la theorie de Velasticite et ses relations
avec la resistance des materiaux. Leon Eyrolles, editeur, Paris, 1932,
pages 34-40.
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En resume, (6) deviennent, completees par les conditions

a2 ^ 0 ß2 Si 0 y2 — 0

t\ (M)
a2 ^ 0

«?K)

tl(M)
ß2 -5 ^ 0

h (<Jj)

tl(M)
^ 0

h (<M

Ces conditions sont bien satisfaites si M est hors de (\ ou
sur lui, ä V Interieur de c2 ou sur lui et hors de c3 ou sur lui.

La correspondance ponctuelle parfaite ainsi definie entre I
(a, ß, y) — sur l'octant Ix I213 — et M (a, t) — s.ur le triangle
de Mohr — est definie par

cos a a

cos b ß

cos c y

h(M)
h (®i)

MM)
k W

h (CT»)

(7)

Sous cette forme, la figure 1 donne une construction nouvelle

ä la regle et au compas, du probleme de Mohr:
« On donne en valeur algebrique et en position les fatigues

principales alf c2, a3 en P. Uindex I d'une section etant connu

par a, b, c, construire Vimage M et la fatigue T ou reciproque-
ment. »

La simplicity de notre trace provient notamment de ce que M
a ete rabattu sur les tangentes en c3, et sur la base; il est la
consequence naturelle des equations (6).

On sait que la «carte » de Mohr transforme les paralleles
aux cotes de l'octant en paralleles aux cercles du triangle; les

equations (7) le montrent. Elle transforme les faisceaux de

meridiens par Ix, I2 et I3 en faisceaux de cercles par ox, a2, a3
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tangents aux cotes qui s'y touchent. En effet, le long d'un

meridien par I3, ~ /c et (6) temoignent que Mj[est sur un
cercle par a3, avec centre sur la base. En appelant «latitude»

de I' situe sur le cote it de l'octant, l'un des angles I2PI' b'

ou I3PI' c' et latitude de M' sur cx l'un des angles a2 Cj M'
ou c3 Ci M', on voit que, sur la carte, les latitudes sont doublees.
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On le voit, pour M' par exemple, comme suit:

2 1» I »
1 + COS 2 b' 1

c a2 cos2 b + a3 sin2 o
^

(?2 i- —
cos 2 6'
—, a.

ct3 + '3 + C72 -f" <?3
cos 2 b'

2 2

La deformation des faces quadrangulaires IiPI2, 12PI3, I3PIi
peut etre realisee en les ouvrant ä la facon d'un eventail pour
les transformer en demi-cercles pendant qu'une dilatation leur
donne les rayons convenables. Toutes les colatitudes a, b, c

sont doublees et les ponctuelles portees par les quarts de cercle

restent semblables ä elles-memes (rapport 2 : 1).

La figure 1 montre comment, par rabattement des meri-
diens Ijl, I2I, I3I de mesures a, b, c, on realise la determination
donnee par Möhr pour ces trois angles directeurs. Signalons
en passant une propriete de pure geometrie utilisee par Möhr,
mais non explicitee: « Etant traces trois demi-cercles deux a

deux tangents en leurs extremites et d'un meme cote du dia-
metre commun, les extremites d'un arc concentrique ä l'un des

cercles interieurs sont alignees sur le contact des deux autres
cercles; les extremites d'un arc concentrique au cercle exterieur,
jointes ä celles des demi-cercles interieurs, donnent des

antiparalleles par rapport ä la base ».

§ 2. Indicatrices des sections de meme fatigue normale ou

tangentielle.

Cherchons quel est le cone constitue, en P, par les normales:

a) aux sections de meme fatigue normale a„,
b) aux sections de meme fatigue totale absolue T0,

c) aux sections de meme fatigue tangentielle t0.

** *

a) Les index cherches I satisfont ä

öiGc2 + er2ß2 + a3y2 a0

a2 + ß2 + y2 1



92 SEANCE DU 4 JUIN 1936

done aussi ä

K — <*o) a2 + K — ao) ß2 + (<J3 — a0) Y2 0 (8)

ou a, ß, y sont des coordonnees independantes.
Ce cone elliptique enferme I3 si c0 < a2 ou I2 lorsque <j0 < a2;

pour ct0 cr2, il degenere en deux plans par PI2. Le cone

supplementaire enveloppe par les sections de meme a0, lui
aussi elliptique, a pour equation

-^--+ ß2 +—
G0 °2 *0 G3 °o

** *

b) Les index cherches satisfont ä

<4 a2 + a2 ß2 + <4 Y2 T2

a2 + ß2 + y2 1

done aussi ä

(a? - T2) a2 + (a2 - T2) ß2 + (a\ - T2) Y2 0 (9)

Ce cone elliptique enferme I3 si T„ < | a2 | ou I2 lorsque
T0 > | a2 I; pour T„ | a2 [, il degenere en deux plans par PI2.

Le cone supplementaire enveloppe par les sections de meme

fatigue absolue, lui aussi elliptique, a pour equation

q/2 ß2 y2* 1
P

1 1 — o
„2 t2 2 rp2 ~ 2 T2

J-0 ^2 ^0 ^3 * 0

c) Les index cherches satisfont ä

a2 a2 + o\ ß2 + a3 Y2 — K a2 + a2 ß2 + a3 y2)2 "4

a2 + ß2 + Y2 1 ;

ils sont sur une courbe d? ordre 8. On s'en forme une representation

par la carte de Mohr. Pour x0 petit, trois courbes enferment

respectivement Ix, I2 et I3. Lorsque t„ 2
°3 < "L

2
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les deux premieres se coupent sur le milieu de iv t0 augmentant,

ces deux courbes n'en forment plus qu'une. Pour t0
Gl

2

cette courbe unique vient couper au milieu de i3 la branche
fermee autour de Ij. II n'y a plus ensuite qu'une courbe enfer-

mant le milieu de i2 et qui s'y evanouit pour t0
g'

2
°3. (II

faut naturellement completer, sur la sphere, par symetrie
relativement aux plans principaux).

** *

§ 3. Representation (Pun domaine fondamental sur un secteur de

cercle.

Lorsque l'une seulement des fatigues principales est nulle,
le triangle de Mohr ne degenere pas. Par contre, Yellipsoide
des tensions de Lame, lieu des T, s'ecrase sur une ellipse (equilibre
elastique plan). Celle-ci devient un cercle quand les deux autres

fatigues principales coincident en valeur absolue. Lorsque ces

dernieres sont opposees, nous obtenons une correspondance
entre deux cartes de l'octant: l'une est celle de Mohr, l'autre
celle de Lame: simple projection de l'octant sur l'une des faces

du triedre cartesien. Or, ces conditions ^ > 0, <j2 0, <j3 —
sont satisfaites en tout point d'un cylindre circulaire droit
subissant une pure torsion.

Imaginons le cylindre vertical et P sur un rayon en bout. Les

sections horizontale et axiale sont ä pur cisaillement t0, normal
ä notre rayon. La section frontale est ä fatigue nulle. Les
sections par le rayon, ä 45° sur l'horizon, sont ä pure compression
CTi et ä pure traction a3 — t0. Supposons t0 1. La
carte de Mohr est centree en <j2 0; ses cercles ct et c3 sont

egaux. On a

Tx « Ty 0
- Tz - r

Le vecteur T PM est frontal. On passe de I ä M en le proje-
tant en I sur le plan IiPI3 et prenant le symetrique de I par
rapport ä Pix- On cree ainsi une correspondance ponctuelle par-
faite entre M du quart de cercle-unite et M du triangle isocele-

unite de Mohr (frontiere comprise). Or, OM | T | PM.

C. R. Soc. phys. Gen6ve, vol. 53, 1936.
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Les cercles paralleles au cote principal c2 se transforment en
cercles de meme rayon. Les rayons du quadrant se transforment
en cercles par <i2, tangents ä cx et c3. Enfin, la latitude IjM" a"
se retrouve, doublee, en c^M" 2a". On a ainsi tous les ele-

—>-
ments pour passer de T PM ä M fournissant <r, t et les angles

a, b, c.

Signalons une curieuse relation avec le domaine (G), Systeme

complet de points inequivalents par rapport aux substitutions

entieres unimodulaires "t" L oü « <j + i t avec t > 0
T + 5

a'3' — ß'y' 1, coefficients entiers.

(G) est la bände verticale exterieure au cercle-unite et comprise
Ientre les verticales a ± (avec frontiere de gauche).

1
Posons (z) (a) + i(t) attache ä (M) et faisons (to) —— •

On transforme ainsi (G) en G par double symetrie, 1'une par
rapport au cercle-unite, 1'autre par rapport ä l'axe des t. Or,
G est le tiers central de Mohr repondant au tiers central du

quadrant. Les cercles paralleles ä la frontiere circulaire se

correspondent avec des rayons inverses; les verticales de (G)

repondent aux rayons du secteur; les latitudes comptees ä

partir des points milieux sont dans le rapport 2: 1. Cette

representation de (G) sur le secteur G n'est evidemment pas
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conforme; eile ne peut done s'exprimer par une fonction ana-

lytique d'une variable complexe.
Notons, en terminant, que le moment d'inertie vectoriel d'une

'— b

masse par rapport au vecteur-unite PI est aussi une fonction
vectorielle lineaire de PI ä laquelle s'applique notre expose.
(Cf.: A. Föppl, Technische Mechanik, Band 5, erster Abschnitt
vierte Auflage, Teubner, 1922.)

L.-W. Collet et Ed. Parejas. — Contribution ä Vetude du

Tertiaire du Saleve. N° 2. La region comprise entre les Esserts

et les Usses 1.

C. Carriere des Esserts. — A la base de l'exploitation, on

peut voir la surface ravinee de 1'Urgonien qui represente un
veritable lapie fossile. Sur cet Urgonien, repose directement la
molasse. C'est un gres micace, grossier, vert brunätre ä vert
clair, renfermant des debris de vegetaux et quelques galets
roules d'Urgonien; l'un d'eux est long de 0 m 15. On s'etonne
de ne plus voir trace des conglomerats et des gres roux de

Mornex, epais de plus de 20 m, qui affleurent ä 750 m au NE.

D. Ravin de la Joie. — Nous avons encore examine les

formations tertiaires antemolassiques dans le ravin de la Joie,
au-dessus de La Muraz. La, 1'Urgonien rubefie supporte:

1. Conglomerat ä galets urgoniens predominants et a ciment

greseux, ferrugineux. Des niveaux greseux s'y intercalent. Ce

conglomerat est deja signale par Joukowsky et Favre.
2. Sables meubles.
3. Molasse.

E. Clamant. — Dans la tranchee d'une route conduisant de

Clamant au Sappey, sur 1'Urgonien rubefie et profondement
ravine, repose un conglomerat dont les elements sont surtout
urgoniens et le ciment marno-greseux bleute. Nous avons note

un bloc de 0 m 30 de longueur. Ce depot n'a que 1 m 60 environ
d'epaisseur. II supporte une molasse micacee ä traces de

vegetaux, ä filonnets de lignite et galets de marne.

1 Voir notre note n° 1, C. R. Soc. Phys. Hist. nat. Geneve, 51.
n° 2, 1934.
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