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Sir Ii diffraction par n corps de revolution,

eclaire selon son axe

par one soiree luminense panctiforme

(Cas d'un corps noir, dans le vide, et d'une source de lumiere
monochromatique,

ä rayonnement identique dans toutes les directions)

PAR

P. BAISISECA
(Avec 1 fig.).

1. Resume. — Dans ce travail, on cherche ä resoudre, par
des precedes classiques, l'equation indefinie de l'optique dans
le cas particulier, enonce ci-dessus, cas qui comprend aussi

eelui d'une sphere.

2. — Soient sl5 .s'2, s:t les valeurs numeriques (ou scalaires)
des trois composantes du vecteur lumineux suivant les trois
axes cartesiens Ox, Oy, 0z -1; supposons ici d'autre part que
la propagation de la lumiere soit une propagation de force

electrique et de force magnetique selon la theorie classique.
On aura 2:

ö2s ö2s ö2s 1 ö2s

öa:2 ity2 öz2 c2 öt2 '

t etant le temps, s chacun des sx, s2, s3 et c la vitesse de

propagation; dans le vide, cette derniere est identique pour toutes
les couleurs tandis que dans l'air, elle est presque la meme.

1 L'origine des axes etant toujours ä distance finie.
2 P. Drude, Precis d'optique, tome II, page 20, edit. 1912, Gau-

thier-Villars, Paris.
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Comme cette equation est en effet triple, il n'est pas besoin

d'envisager le cas de la lumiere polarisee.
La solution generale de l'equation (1) est due ä M. E. T.

Wittaker 3, mais nous envisagerons seulement la lumiere mono-

chromatique d'intensite invariable, agissant depuis un temps
infini. La solution suivante du meme auteur (ibidem, § 5, 2°)

est alors applicable. Appelons n la frequence. La solution
doit etre:

f(x,y, z) • e^nit + i^x, v,z) Y{x> y t z) e<l*nit
_ (2)

oü / et p. sont certaines fonctions reelles et V une fonction

complexe, l'amplitude et la phase devant dependre des coor-
donnees, et cette derniere aussi sinusoidalement du temps.
Cela change l'equation (1) en:

Ö2V ö2V ö2V /2\2TT + IT-ä- + WT + -Vx.y.i 0. 3
bx2 by2 bz \ c J

Pour une forme arbitraire des corps-obstacles et des sources,
la solution en est 4:

0O T: CO= +~
yZTTI

±i — (x cos 60+y sin e0 cos ?0+ z sin e0 sin f0) Ar Q ,QV= / e c • Y(0O, q3„)d0„d(po-f f-
0 <J0=-1 (^)

Si l'on envisage les points y z o, on voit aisement que
le signe de l'exposant doit etre negatif lorsque la lumiere
marche vers les x qui croissent, puisque sa phase doit alors

etre en retard dans le cas des x croissants, tandis qu'au contraire
il doit etre positif lorsque la lumiere marche vers les x negatifs.
Soit c toujours positif. Cela n'entrame pas la supposition que
les sources soient situees de l'un des cotes plutot que de l'autre,
car on peut envisager le cas d'un faisceau de lumiere conver-

3 E. T. Wittaker, On the partial differential equations of
mathematical Physics, Math, ann., t. 57, p. 342, 1903.

4 Dans le memoire de M. Wittaker, il n'y a pas de coefficient

puisqu'il choisit une unite de temps qui cache ce coefficient.
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gente (par exemple lorsqu'elle sort d'une lentille convergente),
qui serait diffracte par un corps, avant le point de convergence.
Dans l'equation (4), 0O et cp0 sont des angles auxiliaires d'une

signification quelconque, qui disparaitront lorsque l'integration
sera accomplie. La fonction Y (0O, cp0) est arbitraire, car on
n'a point encore choisi de cas particulier, ni meme suppose
qu'il s'agisse de diffraction.

3. — Ici nous pouvons donner une verification, presque une
demonstration, de l'equation (4). Premierement, par deux
derivations par rapport aux variables x, y, z, on voit que
l'equation (3) est satisfaite. Deuxiemement, les variables
0O, o0, qui n'existent pas dans le probleme physique, dispa-
raissent lorsque l'integration est accomplie. Troisiemement, si

71 1
l'on songe que — — —, X etant la longueur d'onde, on voit,

C A

en changeant x, y, z, sans changer ni 0O, ni cp0, ni X, que chaque
fois que la quantite ecrite entre parentheses devient un multiple
entier de X, 1'angle que multiplie i redevient le meme, ce qui
veut dire qu'il y a aussi une periodicite dans l'espace dans la
phase du differentiel ä integrer. Quatriemement, la fonction

arbitraire, qu'il faut introduire dans de pareils problemes, ne

doit pas agir sur les resultats des derivations dont on vient de

parier, qui ne doivent pas en dependre; c'est pour cela que
cette fonction arbitraire doit etre un multiplicateur, qui ne

depend pas des coordonnees des points variables et donnes de

l'espace. En variant de facon arbitraire pendant l'integration,
ce multiplicateur arbitraire fait varier arbitrairement en

grandeur et phase chacun des complexes infiniment petits et

en nombre infini qui composent l'integrale. Partant, si Y est

complexe, la solution ci-dessus est generale et peut-etre d'une

generalite excedante.

4. — Nous pouvons avancer dans le calcul de (4) en remar-

quant que x, y, z sont les projections, sur les axes, du segment
de droite p, joignant le point donne ä l'origine. Appelons p,

0X) 9X, les coordonnees geographiques du point par rapport ä

cette origine; 0: etant la distance angulaire du point ä l'axe

positif Cte. Les coefficients qui multiplient x, y, z, par contre.
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sont les projections d'un autre segment de droite R, de longueur
un et de direction variable independamment, c'est-ä-dire que
0O et cp0 sont les coordonnees geographiques de la droite R

{collatitude et longitude). Comnie on a:

cos (p R) cos (p x) • cos (R, x) +
+ cos (p y) cos (R, y) + cos (p, z) cos (R, z)

on a aussi:

6o=0 ®o=~*

II faut que la partie reelle de Y et sa partie imaginaire, aient,
toutes les deux, les dimensions d'une racine carree d'une
puissance lumineuse, racine divisee par une longueur; en effet, la
moitie du carre du module de V doit etre une clarte exprimable
en lux, tandis que l'exposant de e doit etre toujours un nombre

abstrait, ainsi que toute l'exponentielle.

Cas particulier du corps de revolution, noir, dans le vide, eclaire

selon son axe par une source punctiforme a rayonnement identique
dans toutes les directions.

5. — Nous pouvons tirer quelque avantage des donnees

particulieres de notre probleme, etudier aussi des conditions
restrictives de la fonction arbitraire Y et enün, tächer d'integrer
sans particulariser:

A. Dans notre probleme, il y a un axe de revolution Cte.

Partant, Y (0O, <p0) doit tout a. l'entour de cet axe prendre les

memes valeurs, meme si l'on veut supposer de la lumiere

polarisee dans un plan quelconque. Voilä pourquoi Y ne doit

pas dependre de <p0; appelons alors cet Y ^(0O) et ecrivons Vr
au lieu de V pour nous rappeler que, dorenavant, il s'agit du

probleme d'un corps de revolution:

Öo u O0=4-T:
projection o sur R

Qo=0 ®o=—r-

Archives. Vol. 18. — Mars-Avril 1936. 7
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L'integration par rapport ä cp0 est restee, car la projection
rappelee dans cette equation depend aussi bien de p, 01? <p1}

c'est-ä-dire du point donne A, que des coordonnees 1, 0O, <p0

d'un point auxiliaire P de la sphere de rayon un.
Remarquons qu'il est:

„ .projection „ p
2 7t i — — 2 it z - cos yA X

Fig. 1.

d'apres la figure 1; cos y peut etre positif ou negatif. Comme la

lumiere est distribute d'une faqon uniforme tout ä l'entour,
il est süffisant de ne considerer que les points A qui sont dans

le plan du premier meridien =0). On a:

cos y cos 0X cos 60 + sin 0X sin 0O cos cp0

c'est-a-dire:

± 2r.i — cos v -J- 2r.i — cos COS >o ± 2i:i A sin &i sin 0o cos?o
e e '' e

et, pour plus de comniodite, nous laisserons ä la premiere de

ces exponentielles sa forme, tandis que nous changerons la
deuxieme en expression trigonometrique:

± 2T.i ~ COS 6X COS So : / \
e

A
J cos 2tt A sin 0X sin 0O cos <pBJ ±

± i sin / 2 7i -y
sin 0X sin 0O cos tp0j |
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Maintenant l'integration par rapport ä cp0 peut ne porter
plus que sur ce facteur trigonometrique, c'est-ä-dire:

§0 — r. ?0=

V C ± 2^-^-008 9! cos e0 fVr J e 1 <M6o) d% J
6o=0 9o=—^

| cos ^2 jc sin sin 0O cos <p0^ ±

± i sin ^2 7t-^ sin 0X sin 0O cos <p0j j d<p0 (6)

Evaluons separement la partie reelle M et la partie imaginaire
N de la deuxieme integrale, en considerant que lorsque <p0 prend
toutes les valeurs possibles dans l'integration, c'est seulement

cos cp0 qui change, en prenant chaque fois deux valeurs egales

et de signe contraire. En prenant le sinus des petites
parentheses, on aura encore des grandeurs egales deux ä deux et
de signe oppose, et en choisissant des d<p0 tous egaux, on voit
que N est zero. Voici ce qu'on trouvera pour M. Commf on a 5:

i r i c
bessel0 (z) — cos (z sin to) dto — cos (z cos to) dto

TU J 7t J
0 0

et aussi:
0 +n t:

M j + J 2 | etc.,

-- 0 0

on voit aisement qu'on aura:

M 2 7t bes0 (^2 n sin 0t sin 0O^

et, partant:

Vr 27t j e± ^t cos h cos 9°
bes0 (27t ^ sin 0! sin 0O) • + (0O) • d0O

e0=o

5 E. Pascal, Repertorio di matematiche superiori, lre edit. Milan,
editeur Hoepli.
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Nous avons ecrit bes0, au lieu de « fonction de Bessel d'ordre
zero ». G'est une notation qui ressemble ä d'autres bien connues:
log, sin, tang, c'est-ä-dire une abreviation du nom de la fonction,

si ce nom est bien caracteristique. Peut-etre serait-il bon
d'en user ainsi dans d'autres cas encore.

Dans (7), on envisage un plan meridien quelconque, par
exemple le premier meridien. Si nous faisons usage non pas
de coordonnees polaires p et 01; mais de coordonnees carte-
siennes r et x dans ce plan, il suffit d'ecrire r au lieu de (p sin 0X)

et x au lieu de (p cos 0j).

B. Dans notre probleme, la source lumineuse est un seul

point de Faxe et rayonne egalement dans toutes les directions.
Cela nous autorise ä particulariser tout de suite la fonction
<p(0o). Soit L la puissance lumineuse de cette source; la clarte
en chaque point de l'espace doit etre proportionnelle ä L; par
consequent, la clarte etant la moitie du carre du module V,
si l'on appelle m un coefficient de proportionnalite que nous
evaluerons plus tard, on pourra ecrire:

m) m V^L • F(0O)

oü F (0O) est une autre fonction arbitraire, qui ne depend plus
de L, mais seulement de la forme et de la position du corps-
obstacle; cette fonction est en general complexe (voir § 3).

Si d est l'abscisse (positive ou negative) de la source sur l'axe,
si nous deplaeons axialement d'une petite longueur l'origine
des abscisses, toutes les abscisses iront croitre (ou decroitre)
de cette longueur, de meme que d. Mais physiquement, nous
n'avons rien de nouveau, c'est-ä-dire que l'augmentation de

l'abscisse x du point donne et celle de d doivent se neutraliser
1'une l'autre. Pareillement doivent etre neutralisees les augmentations

ainsi produites dans les abscisses x0, aq, x2, des

points de l'obstacle, abscisses x0, xlt x2, et aussi ordonnees

'"o ri r2i • • • i desquelles doit aussi dependre la fonction F (0O).

II s'agit de deux compensations bien distinctes, car F(0O) est

arbitraire.
A cet elfet, il est necessaire et süffisant d'ecrire (x — d) et

{x0 — d), {xx — d), (x2 — d), lä oü, jusqu'ici, nous avions
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ecrit x, xn, xlt Cela equivaut aussi ä dire que, dans la
fonction F (0O), il y avait un facteur cache :

+ 2iti cos Go

e

ainsi qu'un autre facteur complexe

..*=-<

qui ne depend de d que de cette seule facon.

Ecrivons alors Vr au lieu de Vr, pour marquer qu'il s'agit
dorenavant du probleme d'un corps de revolution et d'une

source punctiforme. La division par — des longueurs entre

parentheses est necessaire en raison d'une loi de similitude
parfaite qui resulte de la remarque suivante. L'equation (1),

l'equation qui exprime la forme et la position de l'obstacle et

l'equation qui exprime la distribution de la lumiere en fonction
de la direction et pour chaque point, d'une source quel-

conque, resolvent parfaitement chaque probleme de diffraction.
Or, si l'on change l'unite de longueur et 1'unite de temps pro-
portionnellement, c etant invariable, toutes les solutions

numeriques des trois equations restent vraies.
2 "TT Yb

Le facteur —- 2tc— provient de l'equation (3) ci-dessus,
A C

substituee ä l'equation (1) (voir aussi la note 6). Dans la
plupart des formules de diffraction, il est aise de voir que les

arguments des fonctions sont des longueurs divisees par
ou d'autres nombres abstraits. Pour le demi-plan, le coefficient

2-, dans la solution de A. Sommerfeld, est cache, parce qu'on
ne le voit pas dans la limite variable ux de 1'integrale; cela est
du ä la definition particuliere des fonctions de Fresnel:

o o

6 Pour d'autres demonstrations, voir P. Barreca, Deduzione della
legge sperimentale delle durale del colori crepuscolari delle nuvole e

probabile discriminazione tra la teoria di uno schermo diffrangente
macroscopico e quella di schermi rnicroscopici (pulviscolo). R. Acc.
dei Lincei, 1929, 1°, 54.
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en changeant la variable d'integration, on aurait de nouveau
ce 2-k. D'autres transformations dans les solutions des problemes
de diffraction sont encore possibles, qui font egalement dis-

», 2 71

paraitre —.A

II est done 7:

60= ~

Vr, p
2 m V2 L <

C°S #0
• bes0 ^2 jr sin 0O^ x

6o 0

2^, 2^,...W.
V A A A A /

(8)

II serait aise de simplifier quelque peu cette equation, en

prenant toujours pour origine des axes cartesiens le point oil
se trouve la source (d =0); mais en procedant ainsi, nous ne

pourrions plus nous occuper (par des precedes appropries) du
cas particulier d'un faisceau de lumiere parallele (d oo

C. Remarque: En supposant unique la source punctiforme,
nous venons de supposer qu'il ne se produit pas d'autre lumiere,
ni diffusee, ni reflechie, etc., e'est-a-dire que le corps-obstacle
est suppose etre noir.

D. Comme nous avons voulu n'envisager qu'une valeur de c

unique (voir B ci-dessus), mais n variable, il s'agit en toute
rigueur du vide.

E. Tächons maintenant d'evaluer m, au moyen d'un cas

particulier, e'est-a-dire lorsque l'obstacle s'evanouit en rape-
tissant infiniment, ou meine en s'eloignant inüniment de nous
le long de l'axe de revolution. L'equation (8) doit toujours etre

vraie, mais eile doit reproduire les ondes spheriques libres qu'il
y a maintenant.

7 Les abscisses x0, xlt peuvent etre en nombre infini, lorsque
le corps-obstacle de revolution, e'est-a-dire sa ligne meridienne, sont
donnes au moyen d'un croquis, sans equation ni indication des

proprietes geometriques pour le caracteriser parfaitement. II faut
pour cela que, dans H, il y ait des integrates le long de la ligne
meridienne, etendues ä toute la dite ligne. Mais si la ligne meridienne
est suffisamment caracterisee par une definition et quelques para-
metres, il suflira de peu de variables dans H.
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Comme il n'y a plus de corps-obstacle, nous pouvons mainte-
nant faire tourner ä notre aise l'ancien axe des x et meme
l'amener toujours de la source au point envisage chaque fois.

La fonction H dont nous ferons alors usage n'est pas celle de

l'equation (8) (si l'axe avait ete immobile) car, en en usant

ainsi, nous nous bornerons chaque fois ä envisager des points
qui, avec l'equation (8), ne seraient que des points de l'axe.
Dans l'equation (8) nous aurons maintenant d =0, r nouveau

rx= 0; on a done:

La longueur qui etait (x — d) dans l'equation generale (8),
c'est-ä-dire la distance axiale du point donne ä la source, si r
etait l'ancienne ordonnee, va devenir:

b \/ (x — d)2 + r2

et si nous voulons essayer la fonction reelle:

H(0O, sin 0„

l'equation (8) se change en:

car:

60 «

V special 27cm\/2L
/i 5

—COSOo
e *e sin 0O • d 0„

9o=0

Ecrivons.

et faisons remarquer qu'il est:

0o n Z COS 0o —z

1

0o=O

z COS 0o=+z
z cos e0=+z

Z COS Ho=-Z
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c'est-ä-dire:

2ttto V2L / ±^b
special —: \e A

— e
xV —r, V 2tli

C'est la representation de deux trains d'ondes spheriques,
dont l'un marche vers la source et l'autre en sort, si l'on fait:

i
m + —

A

car b est la distance du point considere ä la source.
C'est un resultat tout ä fait general, car on y aboutit toujours

en partant de corps-obstacles de forme arbitraire, pourvu qu'ils
soient de revolution. Nous avons obtenu seulement des ondes

stationnaires; si nous avions choisi une fonction H complexe,

appropriee, nous aurions obtenu des ondes progressives.

Resultats.

6. — On a done;
®0="

TT- 27t£ /-y C ±2ni~cos»o /. r a\
r, p ~ v e A • bes0l27i-sin 0oj x

«0=0

x H(e0, 2tt^, 2t^,...W.
\ A A A A /

(9)

On peut aussi faire l'integration tout en restant dans le cas

general, c'est-ä-dire sans choisir le corps de revolution et la
fonction complexe H, en usant de la formule bien connue:

I a°f (v) dv av(~ r-jr + T~ir — —) + const, arb.
J ' * ' \log a log2 a log3 a J

(10)

On prendra pour variable d'integration l'exposant de notre
exponentielle. Mais on obtient des series peu convergentes, ä

moins de recourir ä des procedes particuliers.
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Cas particulier.

7. — S'il s'agit d'un obstacle spherique, les donnees carac-

teristiques sont le rayon R0, l'abscisse S0 du centre et, comme
l'origine des abscisses ne doit pas avoir d'influence (§ 5, B),
les seuls parametres de H(0O, seront:

ou deux fonctions quelconques de ces deux. On peut avoir:

(S0 d) R0

c'est-a-dire que la source peut aussi etre ä l'interieur de la

sphere (lumiere convergente, sortant d'une lentille, rencontrant
la sphere avant sa reunion). II est bon de faire remarquer que
si d co ou S0 — oo cela ne produit pas le meme efiet,
car d se trouve ä plusieurs endroits de 1'equation (9).

Dans chacun des trois cas:

R0 0 S0 oo (S0 — d) 0

il n'y a plus de diffraction.

J'adresse beaucoup de remerciements ä M. le professeur E. Cher-
buliez, directeur des Archives, qui s'est donne la peine de faire
moins mauvais mon texte frangais.

Reggio en Calabre, 8 novembre 1935.
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