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P. Hertz. — Sur les axiomes d'Archimede et de Cantor.

J'ai l'honneur de vous faire part de quelques resultats que
M. Bernays et moi avons obtenus. Nos recherches portent sur
deux celebres axiomes, dont 1'importance pour les fondements
de la geometrie est bien connue, et sur leurs relations mutuelles,
k savoir l'axiome d'Archimede et l'axiome de Cantor. On
s'est accoutume ä enoncer ce dernier de la maniere suivante:
s'il y a sur une droite un «emboitement de segments» (nous
entendons par lä une suite infinie de segments dont chacun,
ä l'exception du premier, est contenu entierement1 dans le

precedent) et que leurs longueurs tendent vers zero, il y a un
point et un seul ä l'interieur de tous ces segments.

Mais qu'il n'y ait qu'un seul point n'a pas besoin d'etre statue

expressement. Cela peut se deduire des autres axiomes. Cepen-
dant si nous supprimons cette partie de la these, on pourrait,
k ce qu'il semble, se passer de la condition de convergence dans

l'hypothese de la proposition, car on pourrait dire que les

emboitements non convergents ont toujours un point dans

leur interieur.
En realite ceci est valable pour toute geometrie archime-

dienne; pour une geometrie non-archimedienne, il n'en est pas
ainsi. II y a en effet des emboitements dans lesquels il est

impossible d'intercaler un point. C'est pourquoi il n'est pas
permis d'omettre la condition de convergence pour peu qu'on
desire ne pas changer la portee de l'axiome. Dans une
geometrie non-archimedienne, il faut done discerner les deux
axiomes: l'un contenant dans l'hypothese la condition de

convergence et l'autre ne la contenant pas. Designons pour abreger
— suivant R. Baldus et A. Schmidt2 — du nom d'axiome canto-
rien topologique la proposition T1 disant que tous les emboitements

contiennent un point ä l'interieur, tandis que la propo-

1 C'est-ä-dire sans que les deux segments aient en commun une
extremite ou deux.

2 Sitzungsbr. d. Heidelberger Akademie d. Wissenschaften, 1930,
Hft. V; 1931, Hft. V.
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sition — plus faible — limitant cette propriete aux emboitements

convergents, sera nominee axiome cantorien metrique. Deman-
dons-nous maintenant quelles relations existent entre ces deux
axiomes et l'axiome d'Archimede.

L'axiome topologique entraine, comme il va de soi, l'axiome
metrique, le second etant plus faible. Mais l'axiome metrique
n'entraine ni l'axiome topologique, ni l'archimedien. Pour recon-
naitre cela, on se sert d'un exemple qui a ete discute par Hilbert
dans ses cours. L'axiome archimedien n'entraine pas l'axiome
metrique (temoin l'ensemble des nombres rationnels) et d'au-
tant moins l'axiome topologique. Enfin, MM. R. Baldus et
A. Schmidt1 ont demontre que de l'axiome metrique et de

l'axiome archimedien reunis decoule l'axiome topologique. II
reste ä examiner si de l'axiome topologique decoule l'axiome
archimedien. C'etait lä le sujet de notre recherche. La reponse
est negative.

En effet, on peut construire un Systeme d'elements, qui tout
en satisfaisant ä l'axiome topologique n'est pas archimedien.
II est impossible d'entrer ici dans les details de la construction.
Quelques remarques sufliront.

Si l'on a reussi ä trouver un Systeme non-archimedien, il
peut arriver qu'il ne presente pas les proprietes metriques sans

lesquelles nous ne nous croyons guere en droit de considerer
le systeme comme une geometrie. II se peut qu'il y manque
l'addition ou au moins la multiplication. Mais par un simple
precede nous pouvons prendre comme point de depart un tel
systeme pour arriver ä un autre comportant une addition,
precede que nous voulons illustrer par l'exemple que voici:
Soit un ensemble de trois nombres av a2, a3. II serait difficile
d'etablir dans ce systeme d'une maniere plausible une addition.
Mais considerons au contraire le systeme des fonctions
c1tai + c2tai + c3tas, t etant une variable et cx, c2, c3 des

nombres reels. Ce systeme est un module. La meme methode

nous conduit d'un module sans multiplication ä un anneau.
Mais si nous nous servons de ce principe, nous trouvons

necessaire, pour obtenir un systeme satisfaisant ä T1; que le

1 Loc. cit.
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Systeme dont nous partons satisfasse k une condition plus forte
T2. Gelle-ci s'enonce de la maniere suivante: Etant donne un
emboitement quelconque des segments (qui peuvent meme avoir
des extremites communes), il doit toujours y avoir un point k

Finterieur de tous ces segments. Contrairement ä l'axiome Tx,
l'axiome T2 n'est pas valable pour le continu. Notre probleme
se reduit done ä construire un Systeme satisfaisant entre autres
ä cet axiome.

Nous partons d'une droite. Partout oü T2 ne se trouve pas
realise, nous inserons une autre droite. Soit par exemple x
un point quelconque. Nous intercalons avant x une nouvelle

droite, et nous etablissons l'ordre suivant: Viennent d'abord
tous les points se trouvant avant x (k sa gauche), suit alors la
nouvelle droite, enfin x et les points suivants (les points se

trouvant ä droite de x). On intercalera de meme une droite

apres x et de cette maniere chaque point de la droite originaire
sera encadre par deux droites. Du reste pour notre but special
il faut que nous ajoutions une droite qui est consideree comme
precedante au Systeme obtenu jusqu'ici. Mais tout cela ne

constitue que le premier pas de notre operation. En effet, par
ce procede, on a introduit de nouvelles infractions k T2 et des

infractions k T,, ce qui nous oblige ä appliquer un procede
analogue. Ainsi, ä chaque nombre correspond un Systeme
d'elements qui, par une suite de modifications, resulte de la
droite originairement donnee. II faut aller jusqu'aux nombres
transfinis et envisager toutes les modifications qui
correspondent aux nombres de la deuxieme classe. Nous obtiendrons
alors un Systeme tel que nous le desirons. Et ce Systeme nous

permettra de construire, en appliquant ä deux reprises le

procede indique au sixieme alinea, un Systeme non-archimedien
et satisfaisant ä l'axiome cantorien topologique.
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