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SENSIBILITE spectrale
DES

RECEPTEURS «'ENERGIE RAYONNANTE

APPLICATIONS ASTRONOMIOÜES ET INDUSTRIELLES

PAR

Paul KOSSIIilt

Resume.

On peut representer analytiquement la sensibilite spectrale
de la plupart des röcepteurs d'energie rayonnante par une
fonction de la forme

Les deux constantes As et a representent la longueur d'onde
du maximum de sensibilite et l'acuite de celui-ci.

II est facile alors de donner l'expression de la magnitude
absolue d'une etoile, de faire la theorie de l'index de couleur,
de traiter en detail le cas de l'index absolu (relatif ä un recepteur
bolometrique), d'effectuer divers calculs tels que ceux de la

longueur d'onde effective, dans le cas du spectre normal et dans

celui du spectre prismatique, du diametre apparent d'une

etoile, de la variation de la refraction atmospherique avec la

temperature de l'etoile, d'etablir diverses relations liant
directement le diametre apparent, l'index absolu et la longueur
d'onde effective, sans intervention de la temperature.

Les constantes As et a peuvent etre determinees directement
au laboratoire. Dans l'etat actuel de ces methodes, il est prefe-
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rable, pour les applications ä 1'astronomie, d'operer indirecte-
ment et de calculer ces constantes ä partir de donnees astro-
nomiques: echelles d'indices de couleur photo-visuels ou
absolus, de longueurs d'onde effectives notamment. La theorie
ainsi obtenue de l'index de couleur est tres bien verifiee. Les

resultats sont aussi homogenes que permet de l'esperer la
variete des donnees. Les echelles d'indices absolus sont aussi

tres bien representees et il est possible d'en preciser le sens

(calcul de la temperature de l'etoile d'index minimum, caractere
lineaire de l'index absolu aux temperatures elevees).

Le calcul complet de quatre tables d'indices absolus (deux

pour l'index visuel et deux relatives ä la plaque photographique)
est effectue.

Les memes hypotheses permettent d'aborder l'etude de

1'application a l'eclairage, de l'incandescence de quelques
solides.

I. — Introduction.

1. — ü'une fatjon generale, un recepteur d'energie rayon-
nante est selectif, c'est-ä-dire que le resultat d'une mesure
effectuee avec cet appareil depend de la longueur d'onde de

l'energie recue. Quelques recepteurs font exception; conve-
nablement utilises, leurs indications sont independantes de la

longueur d'onde. En physique, on les qualifie souvent de

recepteurs integraux, tandis qu'en astronomie, on utilise
volontiers le terme bolometrique.

Ces derniers appareils ont une propriete commune: ils
transforment en chaleur l'energie recue. La mesure est ainsi

ramenee ä une operation calorimetrique ou thermometrique.
Le pyrheliometre de Pouillet, constitue en principe par un
calorimetre noirci expose au rayonnement solaire en est le

prototype. Perfectionne ä plusieurs reprises dans le courant du
siecle dernier, cet appareil joue un role important en astro-
physique, car il permet la determination de la temperature
effective du soleil, par l'application directe des lois du rayonnement.

Cette temperature a servi ä plusieurs reprises ä etalonner
des echelles de temperatures stellaires, obtenues par d'autres
methodes.
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On a fait quelques essais d'application du recepteur integral
au domaine de l'astronomie stellaire, en operant au foyer
de grands instruments. La pile thermo-electrique, le radiometre,
le bolometre, malgre tous les raffinements imagines, restent des

appareils d'usage delicat, trop peu sensibles, puisqu'il ne semble

pas qu'on ait pu les appliquer ä 1'etude d'etoiles plus faibles que
la troisieme magnitude.

Au contraire, les recepteurs electriques, visuels ou photo-
graphiques, ces derniers surtout, permettent d'effectuer, sans

grandes difficultes, des mesures sur des etoiles de tout eclat.

L'interpretation des resultats est simple, tant qu'il s'agit de

comparaisons. Mais quelle est, du point de vue energetique,
la signification exacte de ces mesures, quelle relation existe-t-il
entre les resultats qu'elles fournissent et ceux qui seraient
obtenus au moyen d'un recepteur integral

Ce probleme est de toute importance, puisque les theories
modernes de la constitution des etoiles font intervenir la
puissance rayonnee, telle qu'elle serait mesuree par un recepteur
bolometrique, tandis que la magnitude, visuelle, photographique
ou photo-electrique est une fonction de la source etudiee et du

recepteur. Nous nous proposons ici d'etudier le role de ce

recepteur, et de voir comment il est possible de remonter des

resultats de l'observation habituelle ä ceux que donnerait un
recepteur bolometrique.

II est necessaire pour cela de connaitre les proprietes du

recepteur. Nous verrons que la donnee de deux constantes

permet generalement de les caracteriser suffisamment pour que
ce probleme puisse etre resolu avec une precision peut-etre
mediocre, mais süffisante pour les applications ä l'astrophysique
stellaire.

II. — Recepteurs d'energie rayonnaxte.

2. — Etalonnage et sensibilite.

Dans un spectre, decoupons, au moyen d'un diaphragme
approprie, un domaine de largeur AX, contenant la longueur
d'onde X. Au moyen d'un recepteur integral, mesurons la
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puissance AL rayonnee dans ce domaine. La densite de

puissance rayonnee, pour la longueur d'onde X, est la limite du

quotient lorsque AX decroit. Elle depend de la longueur

d'onde X. Nous la notons ^ E(X). L'unite C. G. S. de E(X)
d A

est erg sec-1 cm-1 cm gr sec-3.

Remplagons le recepteur integral par un recepteur selectif
et repetons l'operation precedente. Ge nouvel appareil comporte
un organe de mesure, qui, sous l'influence du rayonnement
incident, subit une certaine deviation (nous verrons ä preciser
le sens de cette expression). Soit Aa la deviation due au

rayonnement de longueur d'onde X, dans le domaine de largeur

AX. La limite du quotient lorsque AX decroit suffisam-

ment, mesure la densite de puissance apparente E'(X), pour le

recepteur considere et pour la longueur d'onde X.

Si l'on a pris les precautions qui font de l'ensemble un
veritable appareil de mesure, il existe une relation entre E'(X)
et E (X), pour une valeur donnee de X. Autrement dit, 1'appareil
est gradue en unites de puissance, ä condition que celle-ci soit

sous forme rayonnante de longueur d'onde X, et ä cette condition

seulement. Nous dirons que 1'appareil est etalonne pour
la longueur d'onde X, dite longueur d'onde d'etalonnage.

Supposons un recepteur etalonne pour une longueur d'onde \
et utilisons-le ä mesurer une densite de puissance rayonnante

pour une longueur d'onde X quelconque, mais invariable. Soit
E (X) la puissance vraie regue et E'(X0) la puissance apparente
indiquee relative ä la longueur d'onde X0.

E' (A
Le rapport <r(X) ^ est appele sensibilite du recepteur

pour la longueur d'onde X, relativement ä la longueur d'onde

d'etalonnage Xq. Pour que cette expression ait un sens, il faut

que a (X) ne depende que de X et pas de E (X), autrement dit
que la puissance apparente lue soit proportionnelle ä la
puissance vraie regue, quoique celle-ci ne se presente pas sous la
longueur d'onde X0. Gela n'est generalement pas le cas, au moins

pour de fortes variations de E; on dit alors que le recepteur
presente le phenomene de Purkinje generalise. Cependant, ä

condition de limiter convenablement le domaine de variation
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de E, done de faire l'etalonnage dans des conditions suffisam-

ment voisines de Celles d'emploi pratique, la sensibilite a (X)

est suffisamment bien definie pour les applications photome-
triques que nous avons en vue.

Examinons maintenant comment varie la sensibilite avec la

longueur d'onde. Pour un recepteur bolometrique, on a evidem-

ment <r(X) 1.

En general, a (X) presente un ou plusieurs maxima. On choisit
souvent comme longueur d'onde d'etalonnage X0 celle qui
correspond au plus eleve d'entre eux. Dans ce cas, la sensibilite
est exprimee par des nombres compris entre 0 et i. Sauf indication

contraire, e'est ce que nous ferons dans la suite.

L'etalonnage peut aussi etre realise pour un domaine etendu
de longueurs d'onde, ä condition que la composition spectrale
de celui-ci soit constante. Cela ne change rien ä l'essentiel de ce

qui precede, mais il faut preciser la composition spectrale de

l'energie rayonnee par la source qui a servi ä l'etalonnage.
II est encore necessaire d'expliciter une hypothese essentielle.

Faisons tomber sur un recepteur deux ou plusieurs rayonne-
ments de longueurs d'onde differentes. Nous supposerons que
les puissances apparentes correspondantes s'additionnent,
meme lorsque leur nombre est infini (hypothese de l'additivite).

Cette hypothese, exacte pour un recepteur integral, n'est

generalement pas conforme ä la realite. Par exemple, une

plaque photographique exposee en plusieurs fois est moins

noircie que dans le cas d'une pose equivalente unique. Nous

supposerons cependant l'exactitude de l'hypothese de l'additivite,

car son application ä 1'astrophysique s'est montree

feconde; mais il ne peut en etre fait usage que si certaines

precautions sont prises.

3. — Cas particulier de Vceil.

On sait toutes les difficultes que presente la Photometrie
heterochrome: l'oeil est incapable d'apprecier l'egalite de

brillance de deux plages de colorations differentes. La difficulte

peut etre levee par la methode du papillotage: les deux sources
sont examinees successivement; un mecanisme approprie les
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substitue l'une ä l'autre ä une frequence de l'ordre de 15 ä la
seconde. L'une des plages esl de teinte fixe, generalement
blanche. L'experience montre que pour chaque couleur et

pour une intensity d'eclairement donnee de la deuxieme plage,
la sensation oculaire semble continue. On pose par definition
qu'ä cette disparition du papillotage, correspond l'egalite
des sensations. On a ainsi la possibility de tracer une courbe

de sensibilite de l'ceil. Celle-ci varie d'un observateur ä l'autre;
elle depend de l'etat d'entrainement ou de fatigue de l'ceil de

l'operateur ou de son etat general.
L'oeil presente en outre le phenomene de Purkinje et cela sous

la forme suivante: pour des eclairements suffisants, la courbe de

sensibility possede un maximum assez stable dans le jaune. Mais

si l'intensite diminue, ce maximum se deplace vers les courtes

longueurs d'onde. II semble aussi que l'acuite de ce maximum
diminue avec l'eclairement. Tout cela explique les diffieultes ren-
contrees dans la comparaison des echelles astro photometriques,
comparaison qui ne peut avoir un sens precis que si les courbes
de sensibilite de l'ceil des divers observateurs sont connues.

Cette etude de la sensibilite spectrale de l'oeil devrait etre
effectuee dans des conditions se rapprochant autant que possible
de Celles de l'observation astronomique et avoir lieu ä l'epoque
des observations. A en juger par l'equation personnelle des

observateurs de position, il y a tout lieu de supposer variable
et capricieuse «l'equation personnelle photometrique ».

En tout etat de cause, l'experience montre que la courbe

moyenne de sensibilite spectrale de l'ceil est suffisamment deter-
minee des qu'on opere sur quelques dizaines de sujets. Les

valeurs numeriques obtenues par les psycho-physiciens sont

peut-etre peu adaptees ä l'observation astronomique. Elles

n'en fournissent pas moms un cadre, qui convenablement

elargi, permet d'aborder l'etude du probleme photometrique
qui nous occupe ici.

4. — Cas particulier de la plaque photographique.

C'est le noircissement de la plaque qui definit ici ce que nous

avons appele la « deviation » a. Rappelons quelques definitions.
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Faisons traverser la plaque par un faisceau lumineux constant.
Soient I0 et I les intensites du faisceau transmis par une region
nun impressionnee et la region etudiee. On appelle opacite

le rapport y, quantite qui varie de 1 ä l'infini. On prefere en

general operer sur le logarithme de l'opacite, quantite qu'on
appelle la densite.

On appelle parfois noircissement le rapport —-, qui, lui,
varie de 0 ä 1.

Tout cela suppose une plaque convenablement exposee et

developpee. Une forte surexposition peut entrainer la solarisa-
tion du cliche: le noircissement ou l'opacite d'une part, l'inten-
site de la source d'autre part, varient en sens inverses. Cela

montre que les lois photographiques que nous allons rappeler
ne constituent qu'une approximation, valable dans un domaine
limite de l'intensite lumineuse.

La Photometrie photographique est basee sur la loi suivante:

trafons la courbe representant la densite en fonction du
logarithme du temps de pose. Cette courbe a l'allure d'un signe /'.
Elle quitte tangentiellement l'axe des abscisses en un point ä

distance finie, presente un point d'inflexion puis un maximum.
La region voisine du point d'inflexion, oü la courbe est pra-
tiquement rectiligne est assez longue. Elle constitue la zone de

pose correcte. La pente de cette droite est appelee le gamma (y)
de la plaque consideree. Dans la region de pose correcte, on a

done

log o y (log t — log t0) ou o (±)',

oil o est l'opacite, t la duree de pose. La constante log t0 est ce

que l'on a appele l'inertie de la plaque.
Le gamma d'une plaque croit avec la duree du developpe-

ment et tend vers une valeur limite pour un developpement
prolonge (sans exageration, qui entrainerait le voile chimique
ou noircissement d'ensemble de la plaque). L'influence d'une
anomalie acceptable de la composition ou de la temperature
du revelateur est assez faible, pourvu que la duree du
developpement soit convenablement choisie.
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Au lieu d'operer ä flux lumineux constant et ä duree d'expo-
sition variable on peut choisir ce flux comme variable inde-
pendante. En premiere approximation, on peut admettre qu'ä
energie regue constante, energie mesuree par le produit du flux
lumineux <D par la duree de pose i, la densite est constante (loi
de reciprocity). Pour plus de precision, on admet que le noir-
cissement est determine par le produit <&tv, oü p est de 1'ordre
de 0,8 ä 0,9 (loi de Schwartzschild).

Ce qui precede montre les difficultes que presente toute
Photometrie photographique absolue. Cette methode constitue

par contre un excellent procede d'interpolation.
La sensibilite chromatique de la plaque est definie par

l'inverse de 1'energie de longueur d'onde donnee necessaire pour
obtenir un noircissement donne, ou par le noircissement ou

l'opacite obtenus ä energie constante.
Pour des plaques ordinaires, cette sensibilite varie comme

suit: eile est pratiquement nulle pour les grandes longueurs
d'onde, jusque dans le jaune-vert. La commence une augmentation

relativement rapide de la sensibilite, qui presente un
maximum dans le bleu et diminue dans le violet et l'ultra-
violet. Les rayons X constituent un nouveau domaine de

sensibilite sans interet pour l'astronome. Certaines plaques
ordinaires peuvent parfois posseder un leger maximum de

sensibilite dans la region du vert.
En incorporant ä la plaque des colorants appropries, on

l'ortochromatise, c'est-ä-dire qu'on augmente sa sensibilite au

vert et au jaune, region qui presente alors generalement un
second maximum de sensibilite. On obtient parfois plus d'un
maximum secondaire de sensibilite, ce qui permet d'atteindre
le rouge (plaques panchromatiques) ou meme l'infra-rouge. La
haute sensibilite au bleu subsiste toujours. On l'attenue au

moyen de filtres convenables.
Comme pour l'oeil, il serait desirable que la sensibilite des

plaques füt etudiee dans les conditions memes d'emploi astro-

nomique, c'est-ä-dire avec les memes systemes objectifs, car
les verres ou miroirs presentent des constitutions diverses, sur
des points lumineux d'intensite et de coloration semblables ä

Celles des etoiles. II faudrait assurer la Constance des emulsions,
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celle des traitements thermiques et chimiques. Les emulsions

photographiques vieillissent, leur sensibilite diminue avec le

temps, la couche sensible noircit, meme ä l'abri de toute lumiere.
C'est dire toutes les difficultes inherentes aux mesures photo-
metriques ou spectrophotometriques par voie photographique.
Le fait est que dans les conditions du travail astronomique, la

plaque photographique rend les plus grands services et qu'elle
supplante de plus en plus l'ceil humain. Les resultats qu'elle
fournit montrent une homogeneite souvent süffisante, ä condition

de prendre quelques precautions.

5. — Cellules photo-electriques.

En astrophotometrie, leur emploi tend ä se repandre, malgre
les difficultes que presente la mesure des courants tres faibles
qu'elles engendrent sous l'influence du rayonnement stellaire.
Elles presentent l'avantage d'une bonne precision, ä condition
d'operer avec des cellules suffisamment stables.

La courbe de sensibilite des cellules presente un maximum
assez accuse dans l'ultra-violet. En accord avec la theorie des

quanta, la sensibilite est nulle pour les longueurs d'onde supe-
rieures ä une certaine limite.

II est actuellement difficile de construire des series de cellules

homogenes. La longueur d'onde du maximum de sensibilite,
l'acuite de celui-ci varient d'un appareil ä l'autre, meme ä

constitution apparemment identique. A une augmentation du

poids atomique du metal actif, correspond une diminution de

l'acuite du maximum de sensibilite et un deplacement vers les

grandes longueurs d'onde.

6. — Expression analytique de la sensibilite.

Les lois de la psycho-physiologie en ce qui concerne l'ceil,
de la photo-chimie pour la plaque et Celles de la photo-electricite
sont trop complexes et trop mal connues pour qu'on puisse
actuellement esperer trouver par voie theorique une expression
analytique de la sensibilite a (X). On en est done reduit ä operer
par voie empirique: nous allons faire une hypothese sur cette
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fonctioii puis l'appliquer ä divers problemes. La confrontation
avec l'experience reste la pierre de touche d'une semblable

methode.
La fonction a (X) doit, dans les cas simples (unique maximum

de sensibilite), satisfaire aux conditions suivantes, imposeespar
l'experience. a(X), nulle pour X 0 et X oo, n'a de valeur
sensible que pour un domaine limite de variation de X. Elle est

toujours positive et presente un maximum unique.
Une condition essentielle pour rendre possibles les applications

est la suivante: la forme choisie pour la fonction a (X) doit etre
sufflsamment simple pour permettre une interpretation facile
des constantes qui y figurent. Elle doit, en outre, sans complications

inextricables, permettre les diverses operations analy-
tiques fondamentales (derivation, integration, calcul nume-
rique).

La forme en cloche de la courbe de sensibilite fait immediate-
ment songer aux courbes de repartition qui interviennent dans

le calcul des probability, done ä des fonctions de la forme

Cette fonction presente deux inconvenients: eile ne tend

pas vers 0 avec X; son application conduit ä des integrations qui
font sortir du domaine des fonctions elementaires, ce qui en-

traine de tres longs calculs pour les applications numeriques.
Pour l'oeil, on a propose l'expression suivante

ou Xs et a sont deux constantes positives. La forme de la
fonction se rapproche suffisamment de celle de l'equation
spectrale de Planck pour rendre faciles les diverses integrations
qui nous seront necessaires. Nous ferons l'hypothese de la
validite de cette fonction o-(X), non seulement pour l'oeil,
mais pour tous les recepteurs d'energie rayonnante ä maximum
unique de sensibilite. Nous verrons qu'en posant a 0, on
obtient meme le cas des recepteurs bolometriques.

Archives. Vol. 16. — Mai-.Tuin 1934. 12

e-a().-/.s)2
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7. — Discussion de la fonction a(X).

Dans l'expression

c(X)

faisons X oo Le premier facteur est nul, le second est fini.
On a done

Si X 0, a (X) se presente sous la forme indeterminee
co x 0; mais le degre d'infinite de la fonction exponentielle,
qui est nulle, depasse celui de toute fonction rationnelle; on a
done

Cette valeur represente le maximum de a (X). En effet, la
fonction satisfait ä l'equation differentielle

Cette derivee ne s'annule que si a 0, done pour X 0 et
X oo et pour X Xs.

Xs est done la longueur d'onde du maximum de sensibilite.
Celui-ci est egal ä 1.

Ce maximum de sensibilite est d'autant plus aigu que la

derivee ^ varie plus rapidement dans la region de Xs, ou que

la deuxieme derivee est elle-meme plus grande. Calculons

cette deuxieme derivee:

CT (00 0

<j(0) 0

La fonction ne possede pas d'autre zero.
Faisons X Xs. II vient

<j(As) 1

d*a a i rxs y
d>? ^rLT-1J T )-<J
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Faisons X Xs. II vient

d2 a a

L'acuite du maximum croit avec a. Nous nonimerons

exposant d'acuite cette constante.
Supposons une variation de Xs, a restant constant; ä une

diminution de Xs correspond une augmentation d'acuite du
maximum.

Si Xs diminue en meme temps que le maximum s'aplatit,
l'exposant d'acuite diminue.

Pour mieux voir le role de l'exposant d'acuite a, considerons cr

comme fonction de cet exposant et derivons par rapport k a,

apres avoir pris les logarithmes:

L
d (Log a) 1 da T (\ 1_T\ j a/—~dt- =^Ta= L°HTe j L°g *

Done

da a,—- a Log V- •

g est toujours positif, mais inferieur ä 1, sauf au maximum;
il en est de meme pour la racine. Le logarithme est done

toujours negatif, sauf au maximum oü il est nul. Ailleurs qu'au
maximum, la derivee est negative. La sensibilite diminue done

lorsque l'exposant d'acuite augmente.
Comparons encore deux fonctions er, \ etant le meme, mais

•les exposants d'acuite differents. La fonction a satisfait ä

l'equation fonctionnelle

<j(X, eq)

«(xT^ CT(X' [ai"a2]> •

Ce quotient est inferieur ä 1, sauf pour X Xs, des que a1

est superieur ä a2, ce qui montre bien la diminution de sensibilite

correlative ä une augmentation de l'exposant d'acuite.
Certaines proprietes de la fonction a sont independantes de

l'exposant d'acuite. Appelons points correspondants de la
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courbe de sensibilite deux points d'ordonnees egales. Soit

<r(Xi) <t(X2). En explicitant cette equation, on trouve

Ce rapport est independant de a.

II en est de meme pour le rapport des pentes de la courbe
de sensibilite en des points correspondants. Pour le voir,
formons

Le second membre ne contient pas a.

La courbure ne satisfait pas ä cette propriete, car la paren-
these de la deuxieme derivee n'est pas une fonction homogene
de l'exposant d'acuite.

Considerons deux courbes de sensibilite de meme Xs, mais
d'acuites differentes. Soient A et B deux points correspondants
de l'une, XA et XB leurs abscisses. Ces deux valeurs sont les

abscisses de deux points correspondants A' et B' de l'autre.
Les paires de tangentes en A et B d'une part, en A' et B'
d'autre part se coupent en deux points de meme abscisse,
tandis que l'ordonnee de l'intersection des tangentes en A et A'
est la meme que celle des tangentes en B et B'.

Sans etre d'une importance capitale dans la suite, ces pro-
prietes permettent des comparaisons rapides d'une courbe

experimentale ä une fonction a, sans determination de l'exposant

d'acuite, dont le calcul est relativement long. Au contraire,
Xs se deduit immediatement du trace de la courbe.

Examinons encore ce que devient la fonction a pour des

valeurs extremes de l'exposant d'acuite. Si a 0, on a une
sensibilite constamment egale ä 1. C'est le cas des recepteurs
bolometriques.

Supposons maintenant que a augmente indefiniment.

X,

da
dXj Xj (X8 Xj)

IT ~ xjiXg^xT)
d Xg
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On a

/ S k
Log a a Log I — e

Le logarithme du second membre est negatif ou nul. Si a

est infini, c? est nul, sauf pour >. ou a 1.

II a ete fait diverses applications ä l'astrophysique de cette

hypothese, peut-etre un peu simpliste, de la sensibilite concen-
tree sur une longueur d'onde unique. La theorie exposee plus
bas contient cette theorie simple comme cas particulier. Nous

verrons que la theorie generale est beaucoup plus satisfaisante.
En resume, pour caracteriser avec une bonne approximation

un recepteur d'energie rayonnante, il sufixt de connaitre deux

constantes: la longueur d'onde \ du maximum de sensibilite
et l'exposant d'aeuite. Cela ne concerne que les recepteurs ä

maximum unique de sensibilite.

8. — Cas particulier des recepteurs possedant plus d'un
maximum de sensibilite.

Le seul cas interessant est celui des plaques photographiques
orthochromatiques ä deux ou plusieurs maxima de sensibilite.
Nous supposerons que la sensibilite est representee par une
somme de fonetions de la meme espece que precedemment et

nous poserons

k est le rtombre des maxima de sensibilite.
Cette hypothese a peut-etre un sens physique. En effet, c'est

par l'addition de colorants appropries qu'on orthochromatise
les plaques, colorants qui absorbent l'energie contenue dans

certains domaines de longueurs d'onde et declanchent le plieno-
mene photographique. Les divers termes ajoutes ci-dessus me-
surent peut-etre Taction propre de ces colorants sur la couche

photographique.
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Comme precedemment, on trouve que g n'est nulle que pour
X 0 et X co Les valeurs \ ne correspondent pas aux
maxima de sensibilite d'ensemble. Pour fixer les idees, raison-

nons dans le cas oü k 2. Soit Xj < X^. Pour X Xl5 le

premier terme est maximum, mais le second croit, tandis que

pour X X2, le second terme est maximum et le premier
decroit. Les abscisses des maxima sont done interieures ä

l'intervalle \ X2. La complication apportee par l'existence des

maxima multiples est notable, car eile rend moins immediate

1'interpretation des formules. La Photometrie astrophotogra-
phique ne semble pas pres d'etre en etat de discuter dans le

detail ces questions. Dans la suite, il nous sera facile, une fois
le calcul litteral efl'ectue pour une courbe ä maximum unique
de generaliser au cas actuel, mais nous renoncerons ä pousser la
discussion.

Le calcul que nous allons faire de la magnitude absolue d'une
etoile repose sur les hypotheses suivantes:

a) Le rayonnement des etoiles est assimilable ä celui du

corps noir;
b) Les recepteurs satisfont aux conditions specifiees

precedemment, e'est-a-dire

1. Leur sensibilite est donnee par l'expression

(ou eventuellement une somme d'expressions analogues);

2. lis satisfont ä l'hypothese de l'additivite.

Avant d'effectuer le calcul, il y a lieu d'examiner quelque

peu l'hypothese a.

III. — Calcul des magnitudes.

9. — Hypotheses.
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La repartition de la puissance rayonnee par un corps noir
de temperature absolue T est donnee par la loi de Planck:

E(X) -—f
X5 (evr — l)

ou b 1,432 cmxdegre.
On peut souvent, au denominateur, negliger l'unite devant

l'exponentielle. On obtient ainsi l'equation spectrale de Wien

E(X) cX-5e iT

qui constitue une approximation generalement süffisante

pour les applications que nous avons en vue. Nous ferons

cependant les calculs dans l'hypothese de la validite de la loi
de Planck et nous donnerons le resultat obtenu au moyen de

1'approximation de Wien.
Les equations spectrales de Planck et de Wien obeissent ä

la loi du deplacement: la longueur d'onde du maximum
d'emission est inversement proportionnelle ä la temperature.

XmT 4 g6g pour l'equation de Planck et

XmT 0,2864 cmxdegre, si Ton admet 1'approxima-

tion de Wien.

La difference entre ces deux formules n'est que soit

0,7%. A un certain point de vue, les deux equations spectrales
ne different que de moins de 1%.

Ce 1% correspond generalement ä la precision atteinte en

Photometrie. Exprimons le dans l'echelle des magnitudes. La
loi de Pogson peut s'ecrire

m0 — m 2,5 log L' t,08574 Log L'

d'oü, par differentiation,

dm — 1,08574^
L
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A une erreur relative de 1% sur l'eclat L' de l'etoile, correspond

une erreur de magnitude tres voisine de 0,01, qui est la
limite de precision de la plupart des operations photome-
triques.

Signalons enfin que 1'equation spectrale de Wien satisfait
ä l'equation differentielle

dE (X)

dX r'(±-5)E|x>

10. — Digression sur une formule de calcul integral.

Nous aurons dans la suite ä calculer des integrales de la

forme
_J i -i

J — f -k" e '-(el — l) dX
0

Pour cela, on pose

i 1 Ii > j, dv
X — (1 ou dX jv v4

ce qui donne

V 0 V CO

i f v" e~3v (er' — 1)-' d\ J (eY" _ ^-ldv
V CO v 0

Developpons la parenthese,
CO

(eV _ 1)-1 e~C + e-V + + e-iv + •

i= 1

J devient ainsi une somme d'integrales;

i~ co co

J 2/v*-2<rO+0)'<dv
i=i (I

Considerons Tun des termes de cette somme et, pour appliquer
l'integration par parties, posons

e ts+»Y)v dv da v" 2
v
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II vient

u — 7- — et dv (a — 2) v" c£v
ß + lY

et, pour l'une des integrales

f v'l 2^(?+,"')vrfv x- + f p— -, {a — 2) v fiv.
P L ß + »Y Jo ;/ ß + iY

L'expression entre crochets s'annule aux limites, tandis que
l'integrale du second membre est de meme forme que celle

proposee, mais ou l'exposant de v a diminue d'une unite. On

a done
oo co

fv"--V(p+b>vdv ^ ~ ^ fJ ß + ty J
0 0

Repetant a— 2 fois le meme procede, on trouve

oo CO

/V~2e~(!i+i'<>vdv (g~~ 2) fe"<p+<Y)vdv

{ & + *)**{
<a — 2)! [_ 00 (q — 2)!

~
(ß + iv)"-'1 L ß + lYJ„ (ß + irV~'(ß + ir)*^L ß + »YJ0 (ß + iyY

11 vient fmalement

CO ß 7 uu

J /* X-"-e i (e1 — l)"1 dk (a — 2)

f̂rftß + »y)*

Pour verifier la convergence de la sommation, remarquons
que

1 1 k
<

(ß + iyr1 (iy) ~ i°~l

La serie est convergente si a — 1 > 1 ou a > 2, ce qui sera
realise dans les applications ci-dessous.

En toute rigueur, la formule ci-dessus n'est valable que pour
a entier. Ce qui nous importe ici, e'est d'obtenir une forme
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süffisante pour diverses fonctions et eventuellement de pouvoir
faire des interpolations, meme en considerant le coefficient de

la somme comme une variable continue.
En passant de l'equation de Planck ä 1'approximation de

Wien, on neglige 1'unite devant l'exponentielle, ce qui revient ä

limiter ä son premier terme le developpement infini.

11. — Calcul de la magnitude relative ä un recepteur donne.

Soit E (X) la repartition de l'energie dans le spectre d'une
etoile de temperature effective T(, et a (X) la sensibilite de

recepteur. Nous appellerons magnitude absolue elementaire

l'expression

m (A) 2,5 [log & — 2 log /•„ — log E (A) a (A)]

r0 est le rayon de l'etoile.
Si dans cette formule on introduit les logarithmes naturels au

lieu des logarithmes decimaux, il faut diviser le facteur 2,5 par
le module, done le remplacer par 1,08574.

m (X) serait la magnitude mesuree au moyen d'un photometre
de sensibilite a (X), en interposant sur le trajet des rayons
lumineux un filtre transparent pour 1'unique longueur d'onde X.

Si l'on admet la validite de la loi de Wien, cette magnitude
absolue elementaire prend la forme tres simple

[aA„T i
Log &' — 2 Log r0 + (a + 5)LogA + ^J + ^^,

oü X est mesure en cm.
Nous appellerons magnitude au maximum de sensibilite la

valeur de la magnitude elementaire pour la longueur d'onde Xs

du maximum de sensibilite du recepteur. On a

1.560 1
m (Ag) S — 5 log r0 + —— • =r

As le

On a parfois assimile cette grandeur ä la magnitude elle-

meme; 1'approximation ainsi faite, qui revient ä negliger
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1'energie recue ailleurs qu'au maximum de sensibilite est

souvent insuffisarite.

Remarquons que la magnitude elementaire, done aussi la
magnitude au maximum de sensibilite, est au fond l'expression,
dans l'echelle des magnitudes, de la densite de puissance appa-
rente. Elle differe essentiellement de la magnitude, mesure de

l'eclat total de l'etoile.
Calculons maintenant la magnitude proprement dite ou

magnitude globale. L'eclat total de l'etoile ou la puissance

rayonnee apparente L' est l'integrale de la densite de puissance

apparente.
CO CO

L' f'E'(X)dX= f E (X) a (X) dX
U 0

Dans l'echelle des magnitudes, et tenant compte de la surface
de l'etoile, nos hypotheses donnent pour la magnitude absolue,
relative au recepteur r

co b l X a

mr 2,5 log£ — 5 log r0 — 2,5 log f J.-5 (e7'1« — l) e * dX
(i

L'integrale est de la forme etudiee, avec

b
a a + 5, ß aXs, Y ar-

e

On a done

mr 2,5 log & — 5 log r„

2,5 log ea X" (a + 3)

-̂I i _i_
b \a+4

1 I a\ +

a n'etant jamais negatif, la serie est toujours convergente.
Si a presente plusieurs maxima, la sommation est double :

i=k^ C • eai \fi (a- —• 3)

mr — 2,5 log & — 5 log r0 — 2,5 log^ / b\ai+i
]:} [aih+ x)

k est le nombre des maxima de sensibilite.
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Si l'on admet la validite de 1'equation de Wien, la sommation
en i ne comporte qu'un terme. Dans le cas du maximum
unique, on a alors

mr 2,5 log<§' — 5 log r0 + 2,5 (a + 4) log |aXs + ^
formule que nous appellerons formule reduite.

12. — Discussion de la formule reduite.

Voyons ce que devient cette formule lorsque a varie. On

voit facilement que pour a 0, il vient

to0 log &' — 5 log r„ — 10 log Te

expression de la magnitude bolometrique, qui n'est autre que
la loi de Stefan exprimee dans le langage des magnitudes.

Pour examiner ce qui se passe pour a infini, posons

mr 2,5 log eg' — 5 log /•„ + 10 log ^ +

+ 1,08574 Log (1 + vV'-
\ As 1

e a

oü <p (a) est une quantite independante de Te. a etant constant
dans la formule definitive, seuls les termes en Te nous
Interessent. Parmi ceux-ci, remarquons que lorsque a augmente
indefmiment, le terme en logarithme decimal tend vers 0.

Celui en logarithme naturel devient

b

1,08574 Log '« -rhs- (X en cm)
As le

On a done, pour a infini,

1,560r C — 5 log r0 + y^r-

expression identique ä celle de la magnitude au maximum de

sensibilite.

+ 9 fai
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Pour voir avec quelle precision la formule relative au cas
de l'acuite infmie peut etre capable de remplacer la formule
generale, formons la difference Am des deux expressions. II vient,
ä une consta nte pres,

A noCr,, „ T
b \ 1,085746Am 1,085 + 4) Log ^

Developpons le logarithme en serie.

1,085746 4 +"'

La difference est du premier ordre. Elle diminue lorsque
l'exposant d'acuite a augmente, ce qui est evident a priori.

Derivons encore cette difference par rapport ä la temperature.
On a

X.T.L+ ^ 'T-
• X.T

Cette derivee s'annule pour

T —e 4XS

Pour cette temperature, qui jouera un grand role dans la
suite, ä propos de l'index absolu, la magnitude- au maximum
de sensibilite et la magnitude proprement dite varient iden-

tiquement en fonction de la temperature.

(A suivre)

Observatoire de Geneve.
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