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4934 Vol. 16. Mars-Avril

Sur la relation entre la loi d'assombrissement

et la distribution de temperature

ä l'interieur d'ane etolle

II s'agit ici d'un probleme aborde pour la premiere fois par Milne
en 1922, puis par Lundblad en 1923. La presente etude aboutit ä la
relation:

ou t est l'opacite totale d'une couche stellaire d'epaisseur (r0 — r),
r0 etant le rayon de la surface de l'etoile et r le rayon li'une sphere
concentrique plus petite que l'etoile; a est le coefficient d'assombrissement

du disque visuel. Cette solution a l'avantage de donner succes-
sivement toutes les approximations du probleme, sous la forme:

PAR

Georges TIERCY

RfiSUMfi

3

Archives, Vol. 16. — Mars-Avril 1934.

II suffit de connaitre les valeurs successives de a.
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1. — Introduction.

Nous avons recemment montre 1 comment on peut etablir
le raccord entre la distribution de temperature valable dans
la partie centrale de l'etoile et la distribution de temperature
dans la couche peripherique.

Rappelons que la distribution centrale resulte des travaux
de M. C. Bialobrzeski 2 en 1913, et de la theorie construite par
M. A.-S. Eddington des 1915. Sous sa forme la plus simple, cette
theorie ramene l'etude de l'equilibre radiatif d'une etoile ä
l'etude d'un cas polytropique du type d'Emden, avec la classe

polytropique n 3; c'etait dejä ce que Bialobrzeski envisageait,
sans toutefois preciser le caractere de l'equilibre thermodyna-
mique stellaire, comme l'a fait ensuite M. Eddington. Ce

dernier a d'ailleurs montre que la solution polytropique est
3

valable dans une sphere de rayon r' egal aux y- environ du rayon

r0 de l'etoile; plus exactement, en employant la variable
radiale 1* d'Emden, r0 correspond ä 6,9. tandis que r'
repond ä \ — 5. La solution polytropique donne une
distribution de temperature indiquant, sur la sphere r', une temperature

T' de l'ordre de 106 degres.

En dehors de la sphere r', et jusqu'ä la frontiere r0 de

l'etoile, la solution polytropique n'est plus acceptable; elle

conduit ä une temperature nulle ä la surface du corps, ce qui
n'est manifestement pas le cas; on sait en effet que la temperature

T0 de surface est de l'ordre de grandeur de 104 degres.
Dans cette couche peripherique, on choisira telle loi qu'on
voudra, pourvu qu'elle respecte la continuite de la pression et
de la temperature sur la sphere r' de separation.

Dans 1'article cite, nous avons donne une solution nume-
rique satisfaisante, basee sur la theorie generale de l'equilibre

1 G. Tiercy, Sur la distribution des temperatures ä l'interieur
d'une etoile. C. R. Soc. de Rhys. Geneve, 1934, II (Archives 1934,
supplement); le meme dans Publ. Obs. Geneve, fasc. 26.

2 Sur l'equilibre thermodynamique d'une sphere gazeuse libre.
Bull. Acad. Sc. Cracovie, A, 1913, p. 264.
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radiatif telle que 1'ont etablie notamment les travaux recents
de Schwarzschild, Milne, Lindblad, Eddington, Jeans. Nous

avons propose une solution de seconde approximation, resumee

par les formules suivantes:

»<>

7 97
Ö) 16^ — 32^-(T — cos 0) '

T4 — T4(l — — t16 e V 14

analogues aux formules approcbees donnees par les auteurs
cites plus haut; et nous avons montre comment on peut
effectuer un calcul convenable des * dans la couche periphe-
rique, de \ 5 ä

Rappelons que B (T) ou B (t) represente l'intensite du rayon-
nement noir, I (r, 0) l'intensite de la radiation faisant un
angle 0 avec la normale ä la surface consideree, Te la temperature

effective, et SP le flux moyen equivalent defmi par
l'egalite:

F nS)'

oü F est le flux net de surface. Quant ä la quantite t, designee

sous le nom dSopacite totale dans la theorie de l'equilibre
radiatif, eile est definie par la relation:

r

t J'kpdr ; (2)

r0

k est le coefficient d'absorption; et l'on sait qu'on a:

oü Äq est une constante et p. le poids atomique moyen; on voit
de suite que, sous cette forme et avec ces limites, x sera un
nombre negatif lorsqu'on s'enfoncera sous la surface de 1'etoile

en direction du centre.
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L'etude de raccord numerique que nous avons exposee 1 a

montre que la fonction B (t) presente une singularite ä la
surface (r 0), comme l'avait indique Milne, en ce sens que
B tend elle-meme vers une valeur finie determinee ä la surface,
tandis que .sa derivee B' prend des valeurs de plus en plus
grandes pour t petit et devient infinie pour z 0. D'ailleurs
cette singularite ne nous genera pas dans la presente etude, oü

nous n'aurons pas ä utiliser de developpement taylorien pour
B (-); l'emploi d'un tel developpement serait en effet criticable
ä la surface; nous n'y aurons pas recours. Nous nous bornerons
ä exiger que le flux net de surface ait la valeur voulue:

F x3< aT* ;

c'est bien le cas de la solution (1), pour laquelle on a:

it
T

2 - J 1(0,0) cos 0 sin 0 d 0 iu S" ;

o

la singularite n'intervient que dans le calcul numerique des z

(voir notre article cite).

2. — La loi d'assombrissement relative a (1).

Avec t 0, la solution (1) des equations de l'equilibre
radiatif donne:

Jlö.ö) =|sr.(| + gc°s0) (3)

approximation qui differe peu, numeriquement, de la premiere
approximation donnee par Milne:

1(0, 0) |^-(i + f cos e) (4)

1 G. Tiercy, loc. cit.
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L'intensite suivant la ligne joignant le centre de 1'etoile ä

l'observateur est:

i(o.o)=ggr; (5)

de sorte qu'on obtient le rapport:

1(0,0) 14 27 „
T(67ö) 4i + 4i cos 6 ' (6)

Ce rapport exprime ce qu'on appelle la loi d'assombrissement

pour la surface du disque visuel apparent; eile est evidemment
de la forme generale:

I 1 — a + a cos 0 ; (7)

le coefficient a est dit coefficient d'assombrissement-, dans le

cas de notrR approximation (1), on a:

27 m" 41 ' (8)

la premiere approximation de Milne (M. N., 81,1921) conduit ä
3

a -g ; il en est de meme de la premiere approximation

d'Eddington (The internal constitution of the Stars, 1926); celle
2

de Jeans (M. N., 81, 1921) donne a comme celle de

Schwarzschild; on remarquera que la valeur (8) est a 0,659

tres proche de

3. — Relation entre la loi d'assomrrissement et la
DISTRIBUTION DE TEMPERATURE A L'lNTERIEUR DU CORPS

(couche superficielle).

C'est lä un probleme qui a ete aborde pour la premiere fois

par Milne en 1922 x, puis par Lundblad en 1923 2.

II s'agit d'exprimer la fonction B au moyen du coefficient

1 Phil. Trans. Royal Soc., 223 A, 1922.
2 Astrophysical Journal, 58, 1923.
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d'assombrissement a; du point de vue physique, on peut
admettre en effet qu'ä une loi d'assombrissement donnee

correspond une seule distribution de temperature.
On a pour le flux net en general:

t:

F r.2i< I*I cos 0du 2~y I (t, 0) cos 0 sin 0 d0 ;

o

pour le flux net de surface, les limites de l'integrale sont Oet

puisqu'il n'y a pas de flux entrant; on peut ecrire:

r.
~2

2r. J" I (0 0) cos 0 sin 0 d 0 ~

2 y* 1 (0, 0) cos 0. sin 0. d 0

J o

2 Jt y cos 0 sin 0 d 0 "
(9)

n

oü l'on voit que if' est l'intensite moyenne apparente pour le

disque visuel entier.
Portant alors (7) dans (9), on obtient:

_
~2

^ /* %

qJ — 2 J (1 — a+a cos 0) cos 0.sin0.d0 1 — — ;

& I (0 0) (l — (10)

relation qui a toujours lieu lorsqu'il existe un coefficient
d'assombrissement oc.

D'autre part, l'equation de l'equilibre radiatif parfait
(s 0; la matiere ne libere aucune energie subatomique) donne:

2B(t) y I(t, 0) .sin 0.d0 (11)
ft

valable pres de la surface; on en tire, pour t 0:

T.

~2

2B (0) /l(O,0).sin0^0;
o
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et ä cause de :

I (0, 6) I (0 0) [1 — a + a cos 0] (12;

on a:

2

2B (0) I (0, 0) J* (1 — a + a cos 0) sin 0 d 0 ;

o

2B(0) l(0,0).(l-|) (13)

relation qui a toujours lieu, comme (10), lorsqu'on traite le cas

d'un a determine.
De (10) et (13), on trouve que:

egalite toujours satisfaite pour tout cas de a. Cela conduit ä une

temperature de surface T0 donnee par:

on peut done, des qu'on connait a, preciser la temperature de

surface T0 en fonction de Te.

Par exemple, avec « on obtient:

2B (0)

(14)

Ti 4

o 128 e ' (16)

temperature T0 tres legerement inferieure ä celle donnee par
notre approximation (1):
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en fait, (6) fournit une troisieme approximation; car nous
avons utilise l'intensite correspondant ä (1) pour obtenir une
nouvelle approximation de B (0).

Si l'on adopte cette nouvelle valeur (16) de T0, cela revient
a poser:

il faut done calculer la valeur correspondante de a2, qui se

trouve par la condition que le flux net de surface soit egal ä

n ft; on obtient:

cela fournirait une nouvelle valeur de a, au moyen de laquelle
on etablirait une nouvelle approximation de T0, de B (t) et
de I (7, 6).

Mais, comme on s'en rend compte immediatement en compa-
rant entre elles les solutions (1) et (17), la difference effective
est des lors si faible qu'il ne parait pas utile de pousser plus loin
cette recherche numerique.

D'ailleurs, il suflit de generaliser le calcul ci-dessus pour
obtenir une expression de B (t) en fonction de «. De (15), on a:

55 _ 7

ai=1280'' aulieude

dans l'expression:

B (x) ax + o2t ;

(17)
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puis:

B(T)

1 — —
1 2

2

«-T
a

9* + a2r ;

1
1 - 2 _I (T. 6) -s SI' + S — cos 0) ;

1—4

1 *~2
I (0 0) — EF — a2 COS

1-f

Flux net de surface 2 z J" I (0 0) cos 0 sin 0. dd ;

7lEF 2tif 1
1

2
Sf — a2 cos cos 0 sin 6 .dd ;

a

I
a
~3

2 x a, rcEF ;

3 1 —

4 1

1 —
B(t) .&>

3-i
2 — a' (18)

Cette formule est valable quel que soit a; eile conduit ä une
valeur correcte du flux net de surface, soit ttEF. Si on y fait

3
a -g, on trouve la solution (1) de seconde approximation,

27
qui conduit ä la nouvelle valeur a —; portant celle-ci dans
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(18), on trouve la solution de troisieme approximation (17);
et ainsi de suite.

On peut ecrire cette expression generale de B (t) comme
suit:

B M - 9 r-^r, ; |18')
4<1 -1,

je ne crois pas que cette expression ait dejä ete signalee; elle

me parait assez commode; la distribution correspondante des

temperatures est:

(19)

D'autres formules ont ete donnees pour B (t, a), notamment

par Milne1 et par Lundblad2; elles sont etablies en faisant

usage d'un developpement de B (t) en serie de Taylor:

B(t( B(0) + tB'(O) + ;

mais nous avons dit au n° 1 que l'emploi d'un tel developpement

est criticable; il a d'ailleurs ete critique par Faxen3;
il semble qu'il vaille mieux l'eviter.

L'avantage de la nouvelle solution (18) ou (18') est qu'on n'y
a pas recours au developpement en question; et cette formule
est capable de nous fournir toutes les approximations numeriques
successives du probleme.

Cependant, il ne faut pas oublier que la forme meme de

cette solution de B (r) n'est pas rigoureuse, et qu'il y a une chute

rapide de temperature dans la derniere pellicule de la matiere

stellaire, comme nous 1'avons montre dans 1'article cite 4 au

1 Loc. cit.
2 Loc. cit.
3 A. N., 224, 1925, p. 241.
4 C. R. Soc. de Phys., 1934, II (Archives 1934, supplement); le

meme dans Puhl. Obs. Geneve, fasc. 26.
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n° 1. Dans cette pellicule extreme, la fonction B (') devrait
contenir un terme en t log r. Mais pratiquement, il ne parait pas
utile de retenir ce fait dans les formules; l'essentiel est, me

semble-t-il, d'obtenir une valeur correcte du flux de surface et
d'assurer le raccord avec la sphere centrale de rayon r'.

Or, ce raccord est assure par les formules (1) par exemple,
completees par le precede de distribution des temperatures
expose dans l'article cite4; la singularity signalee s'introduit
alors sans danger par le calcul des t.
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