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1933 Vol. 15. Novembre-Decembre

QUELQUES REMARQUES

SUR

LA THEORIE DE L'ELECTRON MAGHETIQÜE DE DIRAC'

PAR

L. de BKOGLIE

Vous savez que la theorie de l'electron magnetique de

M. Dirac constitue aujourd'hui la forme la plus elaboree et la

plus complete de la Mecanique ondulatoire de l'electron. Je ne

pretends pas vous apporter sur cette theorie des resultats
vraiment nouveaux; je voudrais seulement vous faire part de

quelques remarques qui me sont venues a l'esprit quand je
l'ai etudiee moi-meme.

** *

Bien que la plupart d'entre vous connaissent sans doute
tres bien les principes generaux de la nouvelle Mecanique, je
dois cependant vous les rappeler avant de pouvoir aborder

avec fruit la theorie de Dirac.
Pour exposer l'idee fondamentale de la nouvelle Mecanique,

du moins sous la forme dite «Mecanique ondulatoire», nous

pouvons nous exprimer de la fagon suivante: Pour decrire le

mouvement des corpuscules materiels elementaires, des elec-

1 Conference faite ä Geneve le 16. XI. 33. lors des Conferences
Internationales des Sciences Mathematique (conferences sur la theorie
des quanta). Pour la conference de M. de Broglie sur «Les..idees _
nouvelles introduites par la mecanique quantique» faite ä la meme,.,,
occasion, voir VEnseignement mathematique. '?&£

Archives, Vol. 15.— Novembre-Decembre 1933. | I l ^
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trons en particulier, nous ne devons plus employer comme
l'essayait l'ancienne Mecanique des equations differentielles

nous permettant de suivre au cours du temps la position du

corpuscule (ou ce qui revient au meme de trouver l'expression
de ses coordonnees en fonction du temps)j nous devons introduce

une fonction, la fonction d'onde du corpuscule qui
satisfait ä une equation aux derivees partielles et presente une
analogie de forme marquee avec les ondes de la Physique
classique. Pour former l'equation aux derivees partielles ä

laquelle satisfait la fonction ^F, on part de l'expression Hamil-
tonienne classique de l'energie, c'est-ä-dire de la fonction des

coordonnees xyz, des moments de Lagrange px py pz et du

temps t qui exprime l'energie du corpuscule. Soit H (x, y, z,

Pxi Py Pzi 0 cette fonction. Si dans cette expression Hamilto-
nienne, nous considerons chacun des pk comme representant
non pas un nombre comme dans la theorie classique, mais un

Operateur ou Symbole d'operation, savoir l'operateur— >

nous transformons la fonction Hamiltonienne en un Operateur

Hamiltonien ü(x, y, z, —4—, t) et nous\ ' f' ' 2XI öi' 2r.i by' 2T.I öz' J
admettrons que l'equation aux derivees partielles ä laquelle
obeit la fonction du corpuscule est:

S7iT7 HT (1)

HT designant le resultat de l'operation H appliquee ä la
fonction Y.

Pour un corpuscule se mouvant dans un champ de force

qui derive d'un potentiel U (x, y, z, t), c'est-ä-dire tel que la
force soit en chaque point le gradient change de signe de la
fonction U, la fonction Hamiltonienne classique est:

H (x, y, z, px, py, pz, t) ---(pl + p2y + pl) + \] (x, y, z, t)

(2)

et par suite l'equation (1) s'ecrit explicitement:
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La forme (1) de l'equation en se justifie par diverses

considerations dans le detail desquelles je ne puis entrer ici
et qui montrent comment la Mecanique fondee sur cette equation

(1) est bien l'extension, la generalisation naturelle de

l'ancienne Mecanique.

L'equation (1) est une equation aux derivees partielles du

premier ordre par rapport au temps et du second ordre par
rapport aux coordonnees d'espace. Si l'on connait la forme de

la fonction Y a un instant initial 1=0, son evolution ulte-
rieure sera entierement determinee par l'equation (1). L'equation

(1) est une equation parabolique qui au premier abord

parait semblable ä l'equation fondamentale de la theorie de la

chaleur, mais ä cause de la nature purement imaginaire du

coefficient 2^, c'est en realite une equation de propagation

d'ondes qui, pour U 0, admet comme solutions des ondes

planes monochromatiques.
Maintenant supposons que nous connaissions la forme

initiale Y (x, y, z, 0) de la fonction d'onde et que nous sachions

trouver la solution bien determinee de l'equation (1) qui
correspond ä cette donnee initiale. En quoi nous servira alors
la connaissance de la fonction ^(a;, y, z, t) pour la description
du mouvement du corpuscule La reponse ä cette question
fait intervenir le caractere probabiliste de la nouvelle Mecanique

sur lequel, je crois, M. Born a ete le premier ä attirer
nettement l'attention. Tandis que la Mecanique classique,
quand eile connaissait l'etat initial d'un corpuscule, etait en

principe capable d'assigner ä chaque instant une valeur bien
determinee ä toutes les grandeurs caracteristiques du corpuscule,

la nouvelle Mecanique ne peut avec l'aide de sa fonction Y
qu'assigner ä chaque grandeur certaines valeurs possibles
affectees chacune d'une certaine probabilite.

Voici comment brievement on peut resumer la maniere dont
la nouvelle Mecanique peut obtenir ces previsions affectees de

probabilites. A chaque grandeur attachee ä un corpuscule, on
fait correspondre un certain Operateur appartenant ä la cate-
gorie des Operateurs lineaires et hermitiques. Pour une coor-
donnee, x par exemple, l'operateur est x.; pour un moment
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conjugue tel que px, l'operateur est Routes les autres

grandeurs definies par la Mecanique classique sont des grandeurs
derivees s'exprimant ä l'aide des coordonnees et des moments;
les Operateurs eorrespondants s'obtiennent en remplagant dans

les expressions classiques x par x., px par etc- sans

qu'il y ait d'ambiguite quand on emploie comme nous le

supposons des coordonnees Cartesiennes reotangulaires. On

voir alors que l'operateur Hamiltonien precedemment defini
est celui qui correspond ä l'energie.

Ceci pose, la nouvelle Mecanique admet comme premier
principe que les seules valeurs que puissent prendre une grandeur

mecanique attachee au corpuscule et ä laquelle correspond

un Operateur lineaire et hermitique sont les valeurs propres
toujours reelles de l'equation:

Acp acp (4)

pour le domaine D de variation des variables xyz resultant de

la nature du probleme, domaine qui est tres souvent l'espace

tout entier. Les valeurs propres en question sont les seules

valeurs que puissent fournir une mesure precise de la grandeur

A.
Si l'equation (4) admet un spectre discret de valeurs propres,

il n'y a qu'une suite discrete de valeurs possibles de la grandeur

A. C'est ce qui se produit pour l'energie (Operateur H)
dans le cas des systemes que l'ancienne theorie des quanta
etudiait deja avant l'apparition de la nouvelle Mecanique sous

le nom de « systemes quantifies ». Aussi est-ce en determinant
les valeurs propres de leur Operateur H que l'on peut calculer
les niveaux d'energie des systemes quantifies par la methode
si brillamment instauree par M. Schrödinger.

Les valeurs possibles des grandeurs mecaniques se trouvent
ainsi determinees par un procede qui ne fait pas intervenir la
fonction du corpuscule considere. Mais la fonction inter-
vient pour la determination des probabilites respectives de ces

diverses valeurs possibles et cela grace a un second principe
dont je donnerai l'enonce en m'en tenant au cas simple oü

l'equation (4) admet un spectre discret de valeurs propres non
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degenerees, c'est-ä-dire oü il y a une suite discontinue de

valeurs propres ocx oc2. cnk ä chacune desquelles correspond
une seule fonction propre qq <p2 cpfi Nous admettrons

que le Systeme des fonctions propres est un Systeme complet
d'oii resulte que la fonction (xyzt) peut se developper sous

la forme:
IF {xyzt)

k

les ck pouvant dependre du temps. Nous enoncerons alors le

principe suivant: «La probabilite pour que la grandeur A ait
la valeur est egale ä ckc* | ck j2 ».

Applique a l'energie (Operateur H), ce principe general donne

comme cas particulier ce qu'on peut appeler le «principe de

Born» car il a ete enonce pour la premiere fois par M. Born.

Applique ä la position du corpuscule, ce principe general

indique que la probabilite pour que le corpuscule soit contenu
dans l'element de volume dxdydz est dx dy dz.

Connaissant ä l'aide des deux principes generaux les valeurs

possibles d'une grandeur A et leurs probabilites, il est facile
d'en deduire la valeur moyenne de A qui est par definition:

ä 2X M2 (6)
k

L'on trouve aisement1:

A I" j" j'y¥*A ^'dxdydz (7)

D

Si la valeur moyenne a un sens bien net, il ne me parait pas
en etre de meme de la quantite V* A qu'on peut appeler
d'apres (7) la « densite de valeur moyenne ». Si l'on reflechit.

aux definitions et principes qui precedent, on voit que cette

quantite XF*A,F ne peut guere avoir un sens physique:
c'est seulement la quantite qu'il faut integrer pour obtenir
la valeur moyenne A. En fait, tandis que la valeur moyenne
d'apres sa definition (6) est essentiellement une grandeur

1 Les fonctions etant supposees « normees » ainsi que la fonction
d'ondes lF.
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reelle, la quantite Y* A ne Fest pas necessairement, ce qui
ne permet guere de lui attribuer d'une fagon generale une
signification physique. Nous nous servirons de cette remarque
pour la theorie de Dirac que nous abordons maintenant.

La Mecanique ondulatoire de l'electron telle que nous venons
de la resumer rapidement dans ses grands lignes a remporte
de magnifiques succes dans les domaines etendus de la Physique.
Neanmoins on ne peut pas reellement la considerer comme
satisfaisante. D'abord elle n'est pas en accord avec la theorie
de la Relativite, ce qui peut se voir de bien des manieres par
exemple en observant que l'equation (1) fait jouer au temps et

ä l'espace un role dissymetrique puisqu'elle est du premier
ordre en t et du second ordre en xyz. De plus, l'equation ne
contient aucunement les proprietes de rotation propre (spin)
et de magnetisme propre de l'electron dont l'intervention
s'etait montree necessaire, des avant l'eclosion de la nouvelle

Mecanique, pour interpreter la structure fine des spectres et
les anomalies magnetiques (anomalies de l'effet Zeeman).
La theorie electromagnetique indique que si un corps electrise
de charge totale s et de masse p. est en rotation autour d'un

axe, le moment de rotation M et le moment magnetique Jit
produit par ce moment sont de meme sens et que leur rapport

doit etre egal ä 77^- L'existence des anomalies magne-
| M I 0 2 ;j. c

tiques suggere que l'electron possede un moment magnetique

propre et un moment de rotation propre comme les possede-

rait dans l'image classique une petite boule d'electricite
tournant autour d'un de ses diametres; seulement le rapport
nTori' possede la valeur — et non et c'est precisement

I MI r mc 2mc 1

cette difference qui explique les anomalies de l'effet Zeeman.
MM. Uhlenbeck et Goudsmit ont ete amenes, il y a une dizaine
d'annees dejä, ä supposer que l'electron a un moment magne-

-~h

tique propre egal ä un magneton de Bohr
4

et un moment

de rotation propre egal ä une demi-unite quantique de moment
1 hde rotation, soit ^. Cette hypothese s'est montree tres
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fructueuse et il est devenu necessaire de l'incorporer dans la
nouvelle Mecanique ondulatoire de l'electron. Ce n'etait pas
possible sur la base de l'equation (1), mais cette incorporation
se trouve automatiquement realisee par l'equation de Dirac.

M. Dirac a trouve l'equation d'onde fondamentale de sa

theorie en considerant d'abord le cas simple de l'absence de

champ et en cherchant ä construire une Mecanique ondulatoire
relativiste qui conserverait pour la densite de probabilite
de presence une forme analogue ä la forme Y* Y de la theorie
anterieure. On etait en effet parvenu en cherchant a rendre
relativiste la Mecanique ondulatoire ä proposerune theorie dans

laquelle la densite de probabilite de presence n'avait plus la forme

Y* Y, mais une forme plus compliquee. M. Dirac a considere

cette forme comme inadmissible parce qu'elle n'a pas neces-
sairement des valeurs positives et il a considere comme necessaire

de conserver pour la probabilite de presence la forme
definitive positive Y* Y ou du moins la forme legerement plus
generale £Y*Yfe en admettant l'existence de plusieurs

h

fonctions d'onde Yft comme l'avait dejä suggere M. Pauli.
Mais des que l'on a admis cette hypothese, on peut voir aise-

ment que l'equation en Y, ou plutot le Systeme des equations
en Yfe, doit etre du premier ordre par rapport au temps sans

quoi la condition evidemment necessaire que la probabilite

totale J f Ydxdydz de toutes les positions dansl'espace

soit egale it l'unite ne pourrait pas se trouver automatiquement
realisee. La symetrie relativiste entre espace et temps indique
alors que l'on doit chercherun Systeme d'equations aux derivees

partielles simultanees pour les Wk qui soit du premier ordre

par rapport aux quatre variables d'espace-temps.
On sait que la forme relativiste de l'Hamiltonien du point

materiel libre de masse propre m0 est:

R(PxPvPz) CV+ Pl + Pi + Pi (8>

Pour eviter d'avoir un Operateur H defini par une irration-
nelle, on avait propose avant la theorie de Dirac de poser

G= H21F [c>x + rl + 3 + <c^w (9)



472 QUELQUES REMARQUES SUR LA THEORIE

Px Py Pz etant les Operateurs > 0°. Mais c'etait lä

une equation du second ordre qui conduisait pour la proba-
bilite de presence a la forme non definie positive dont nous
avons dejä parle.

M. Dirac a admis qu'il y a 4 fonctions d'onde et que
chacune d'elles obeit ä l'equation (9), mais pour les raisons

indiquees plus haut il considere les 4 equations de la forme (9)
en xYk comme devant etre des consequences d'un Systeme

d'equations lineaires du premier ordre. Considerons 4 matrices

hermitiques a 4 lignes et 4 colonnes otj a2 a3 a4 jouissant des

proprietes suivantes:

1 (£ 1, 2, 3 ou 4) oq a.j •— a- oq (i ^ j) (10)

(ai)ki (aq)*ft (condition d'hermiticite) (10')

et definissons l'operation oq^Ffc par l'equation:

(11>

i

oü (oq)feI designe 1'element de la matrice oq appartenant ä la
ke ligne et ä la le colonne. Posons alors comme Systeme d'equations

d'ondes:

h 1 t>Wk

277 7 TT + (alPx + *2Pv + *sPz + a*m°c^h 0 (12)

oüÄpeutprendrelesvaleurs l,2,3et4etoül'ona px — —

On a evidemment:

[ h l ö \
(,277 7 ö7 — ai/7 ~~ **py ~ asP* 014m°7

x (27? h ö7 + aif>x + **py + asPz + *imoc)wk 0 (13>

puisque la quantite qui suit la premiere parenthese est nulle.
Or d'apres les proprietes admises pour les matrices oq, (13)

peut s'ecrire:

[(277) Vp~pI-pI~PZ~ "V2] wk 0 (14>

c'est-ä-dire que chaque ^ se trouve obeir ä l'equation (9),
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mais les doivent satisfaire au Systeme plus restrictif d' equations

simultanees (12) qui sont les vraies equations d'ondes
de la theorie de Dirac.

S'inspirant de la Mecanique relativiste ancienne de l'electron,
Dirac a ensuite generalise les equations (12) pour le cas oü un
electron se deplace dans un champ electromagnetique defini

—»-

par un potentiel scalaire V et un potentiel vecteur A en

posant ä la place de (12):

+ 1v)va + 1*1
2 zi c dt c j R L

A„ + aAp,
c

Ay

h ^"k
Ir.i bt

+ aa(Pz—= 0 • (15>

On peut ecrire les equations (12) et (15) sous la forme:

H(Vk) (16)

analogue ä la forme (1) avec la definition:

H - |eV + "[ai(p;c —7AX) + a*(Py — ^Ay)

+ —^Az) + • (17)

L'expression (17) est done l'operateur Hamiltonien pour la
theorie de Dirac.

Les conditions (10) et (10') pour les matrices oq n'imposent
pas d'une facon univoque un certain choix de ces matrices.
Ce choix reste en partie arbitraire. Rappeions qu'il est souvent
commode de les choisir comme il suit:

0 0 0 1 0 0 0 i

0 0 1 0 0 0 — i 0

0 1 0 0
a2

0 i 0 0

1 0 0 0 - i 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 -1 0 1 0 0

1 0 0 0
a4

0 0 -1 0

0 -1 0 0 0 0 0 -1

(18)
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C'est ce que nous supposerons desormais.
M. Dirac a demontre le fait fondamental suivant: Si l'on

passe d'un Systeme de reference Galileen ä un autre qui est

en mouvement rectiligne et uniforme par rapport au premier
en soumettant les coordonnees xyzt ä une transformation
de Lorentz generale, on peut conserver les equations (12-15)

avec les memes valeurs des matrices oq, la seule difference

etant que les nouvelles fonctions d'onde xFk sont des combi-
naisons lineaires des anciennes, combinaisons dont les
coefficients dependent bien entendu du changement de Systeme
de reference effectue. Si Ton examine cette transformation
lineaire des correspondant ä un changement d'axes dans

l'espace-temps, on s'aperijoit que les quatre^F^ ne se comportent
pas comme les quatre composantes d'un vecteur quadridi-
mensionnel d'espace-temps. Les x¥h sont des grandeurs d'un
type inconnu en Relativite classique. Ce sont des «demi-
vecteurs» ou «spineurs». On pourrait done dejä soutenir

que la theorie de Dirac n'est que partiellement en accord avec

l'esprit de la Relativite puisque, si la forme des equations de

base (12-15) est bien invariante pour une transformation de

Lorentz, les grandeurs x¥k ne se transforment pas d'une maniere
tensorielle. Mais nous allons rappeler dans un instant qu'il
existe des grandeurs formees bilineairement ä l'aide des

et de leurs conjuguees qui, elles, ont le caractere tensoriel
et sur la nature desquelles nous aurons ä reflechir.

Lorsqu'on ecrit explicitement les equations (12-15), on
constate tout de suite qu'elles sont tres dissymetriques et
font jouer un role tout particulier ä Faxe des z. Pour expliquer
ce fait, il faut se souvenir que le role des fonctions d'onde est

toujours en Mecanique ondulatoire de permettre revaluation
de certaines probabilites. Or, comme M. Pauli l'avait remarque
avant la theorie de Dirac, pour l'electron avec spin les questions
de probabilite doivent etre posees par rapport ä un axe de

reference. On peut se demander par exemple quelles sont les

valeurs possibles et les probabilites correspondantes pour
la composante du moment de rotation propre (ou du moment
magnetique propre) de l'electron dans une direction de

reference D Les equations de Dirac (12-15) (quand on emploie
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la forme (18) des cq) correspondent au cas oü l'on a choisi la

direction de reference D comme axe des z; les donnent alors
les probabilites des diverses valeurs possibles pour la compo-
sante z des moments propres. Si done l'on peut repondre ä

une question de probability pour laquelle la direction de

reference D ne coincide pas avec l'axe des z initialement choisi,

il faut d'abord faire un changement de coordonnees qui amene
l'axe des z sur la direction D et ce sont les nouveaux (combi-
naisons lineaires des x¥k initiaux) qui fourniront les probabilites
cherchees.

Ce qu'il y a de vraiment tres remarquable dans la theorie de

Dirac, e'est qu'etant partie d'un effort pour se rapprocher de

la Relativite, sans aueune hypothese relative ä l'existence
d'un moment de rotation propre et d'un moment magnetique

propre de l'electron, eile se soit trouvee introduire automati-

quement ces deux elements. Dirac a montre d'abord que si

l'on considere le mouvement d'un electron dans un champ

electromagnetique conformement ä l'equation (15), tout se

passe comme si l'electron possedait un moment magnetique

propre et un moment electrique propre, chacun defini par un

Operateur comme cela doit etre dans une theorie quantique.

Le moment magnetique a comme valeurs possibles ± g,

soit ± 1 magneton de Bohr; le moment electrique apparait
conformement ä la Relativite grace ä la translation de l'aimant
electronique. Le raisonnement developpe par Dirac conduit ä

faire correspondre aux composantes du moment magnetique

propre les Operateurs suivants:

• ch ,1, ah^ 41 a* DTiy 41 Kl

DMZ (19)
2 4 xm0c

et aux composants du moment electrique propre les Operateurs:

/ZP * zip • (sP\lx toq LX.. toq ict3x 4 tzm0c * 4 tzm0c 2 4~m0c
(20)
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En realite, ce resultat n'est pas satisfaisant comme nous le

verrons dans un instant en examinant les densites de moyenne
et comme cela resulte des l'abord du fait que les Operateurs (20)

ne sont pas hermitiques contrairement ä la regle generale de

la nouvelle Mecanique.
En modifiant legerement le raisonnement de Dirac, on peut

montrer qu'ilyalieu d'ajouterle facteur a4 dans les definitions
(19) et (20) et poser:

ßh ßh
JICV i a» <x3 a. JIL,, i a3 x, a4x hr.m0c v kr.m0c

JH, ' ''— i a4 a, x,z 4j:ot0C 1 - »

(21)

e£x —— i a4 a4 ® —2—— i a2 a4 ® i a3 a4x h.T.m^c v hizm0c z 4i:m0c

Toutes les difficultes sont alors levees: en particulier tous les

Operateurs (21) sont hermitiques.
En ce qui concerne le moment de rotation de 1'electron, on

constate qu'en general le moment de rotation du au mouvement
d'ensemble de l'electron sur sa trajectoire ne satisfait pas aux
memes theoremes de conservation que dans l'ancienne
mecanique, par exemple ne reste pas constant dans un champ de

force central; pour obtenir une grandeur qui jouisse des pro-
prietes classiques de conservation, il faut ajouter au moment
de rotation orbital un moment de rotation propre de l'electron
defini par les Operateurs:

Mx ^ 1 a2 a3 i ot3 oq M2 A i a4a2 (22)

En comparant (22) avec (21), on retrouve le rapport normal
^-prrr Qui caracterise l'electron.

M m„c x

Nous devons maintenant nous poser la question suivante:
« La theorie de Dirac se concilie-t-elle avec le formalisme general
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de la theorie quantique que nous avons precedemment expose
La reponse est entierement affirmative.

Comme dans la Mecanique ondulatoire, on fait correspondre
en Mecanique de Dirac un certain Operateur lineaire et hermi-

tique ä chaque grandeur attachee au corpuscule, mais ici ces

Operateurs pourront contenir ä cöte des symboles d'operations
employes anterieurement des symboles d'operation agissant sur
les indices des fonctions x¥k tels que les matrices oq ou leurs

combinaisons hermitiques (voyez par exemple les Operateurs
(21) et (22)).

Les valeurs possibles de la grandeur qui correspond ä un
Operateur A seront ici defmies par les valeurs propres reelles

des equations:
A(cpfe) atpfe k 1, 2, 3, 4 (23)

dont les fonctions propres sont ä quatre composantes
Les fonctions propres sont orthogonales, c'est-ä-dire que
l'on a

f f f 2 "Pft fk dxdydz 0 (l 7t l') (24)
k

et on peut les normer par la condition:

fJf^^^dxdydz 1 (25)
k

De plus, elles forment un Systeme complet, c'est-ä-dire qu'on
peut developper les fonctions du corpuscule sous la forme:

^ Sci9!• <26)
1

La probabilite de la valeur propre a; est alors donnee par
ci ci ~ j c; |2. On en deduit aisement que la valeur moyenne de

la grandeur A est donnee par:

5 Sa*h|2 fffHK^k^dydz (27)
l k

Nous retrouvons done bien ici tous les prineipes generaux
de la Mecanique quantique. II y a lieu seulement de tenir
compte de l'existence de 4 fonctions ^ et d'introduire dans les
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formules donnees anterieurement une sommation supplemen-
taire sur l'indice k chaque fois qu'il y a une integration dans

l'espace.

D'apres (27), on voit que la densite de valeur moyenne pour
la grandeur A est Comme precedemment, on

h

peut soutenir que cette grandeur n'a pas vraiment un sens

physique, etant seulement la quantite qu'il faut integrer pour
obtenir la valeur moyenne S otj | c, [2. Et ce sont precisement

les densites de valeur moyenne qui se revelent en theorie de

Dirac comme ayant un caractere tensoriel analogue ä celui des

grandeurs de la Relativite classique. Ainsi, par exemple, les

densites des composantes de moment magnetique et de moment
electrique forment en Relativite classique un tenseur antisyme-
trique du second ordre. En theorie de Dirac, si l'on forme ä

l'aide des 6 Operateurs 3Yix... du moment magnetique propre
et du moment electrique propre les densites correspondantes:

ces densites forment les six composantes distinctes d'un
tenseur antisymetrique du second ordre. Nous sommes ici en
accord avec la theorie de la Relativite, mais seulement pour
des grandeurs qui ont un sens de moyennes et qui, du point
de vue quantique pur, ne paraissent pas avoir de signification
physique. Nous voyons bien ici se dessiner une opposition entre
le point de vue quantique pur oil regne l'idee de discontinuity
(caractere discret des valeurs propres) et le point de vue plus
classique de la Relativite qui utilise toujours le continu.

Pour preciser, considerons comme exemple la composante s

du moment de rotation propre de l'electron. L'operateur corres-

pondant (voir (22)) est: ^ia2a3. Les valeurs propres de cet

Operateur, c'est-ä-dire les valeurs possibles de Mz, sont ±
On prouve ä l'aide des principes generaux que la probabilite
de la valeur 4- -ß- est

4t:
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et que la probability de — ~ est

fff I *P2 I2 + *1*4 |2J dx dy dz

La valeur moyenne est

479

*• - U/S I ^4 I2 + I *1*3 I2 - I *I"2 I2 - I V. dx dy dz

(29)

ou en tenant compte de la valeur des oq

h
M.

4_ / ff 'yjyV*hi<xia.sWkdxdydz (30)

conformement ä la formule generale (27).
Dans tout Systeme galileen, la mesure de Mz ne pourra

donner que ± II n'y a rien ici qui rappeile la transformation

vectorielle ou tensorielle des grandeurs en Physique classique
ou en Relativite. Le point de vue quantique pur qui n'envisage

que les valeurs propres ignore completement la representation
geometrique classique des grandeurs physiques par des vecteurs
ou des tenseurs dans l'espace ou dans l'espace-temps. C'est
seulement lorsqu'on envisage les valeurs moyennes (ou plus
exactement ici les densites de valeurs moyennes) que l'on
retrouve les transformations du type tensoriel. On apergoit
ainsi l'opposition profonde qui existe entre la physique quantique

et la physique classique et en meme temps la possibility
de leur raccordement statistique.

Tant qu'on ne considere que les valeurs moyennes, l'accord
avec la Relativite est complet. Nous voulons en donner un
exemple interessant. Si on examine le moment magnetique
propre moyen et le moment de rotation propre moyen dans un
Systeme de reference oü l'electron est en repos, on leur trouve
meme direction et l'on a la relation vectorielle

M e
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Si maintenant on evalue ces deux moments moyens dans des

systemes de reference oü l'electron a des vitesses de plus en

plus grandes, de plus en plus voisines de celle de la lumiere
dans le vide, on constate que le moment magnetique propre
moyen est de plus en plus normal k la direction du mouvement
tandis que le moment de rotation propre moyen tend ä se

coucher sur cette direction. On n'a done plus alors la relation
vectorielle ecrite ci-dessus ce dont, au premier abord, on

pourrait etre surpris. En realite il n'y a pas lieu de l'etre et

nous sommes ici parfaitement en accord avec la theorie de

Relativite car les vecteurs «moment magnetique» et «moment
de rotation » ne sont pas des « covariants relativistes » et s'ils
se trouvent avoir meme direction dans un Systeme oü l'electron

repose, ils ne doivent pas l'avoir dans un Systeme oü
l'electron a un mouvement rapide.

** *

D'apres ce que nous venons de dire, on voit que la theorie
de Dirac n'est en accord avec la Relativite que dans la mesure
oü une theorie quantique peut etre en accord avec les conceptions

continues de l'ancienne Physique e'est-a-dire en ce qui
concerne les valeurs moyennes. Pour cette raison dejä, la theorie
de Dirac n'est conciliable avec la Relativite qu'envisagee sous

certains aspects. Mais en dehors des divergences qui viennent
de la nature discontinue des quanta, il existe encore d'autres
divergences entre la theorie de Dirac et la Relativite. En effet,
dans toutes les theories quantiques sous leurs formes actuelles
et dans celle de Dirac comme dans les autres, la variable temps
joue un role tout ä fait different des variables d'espace contrai-
rement k l'une des tendances fondamentales de la Relativite.
Les problemes de determination des valeurs propres qui jouent
un role essentiel en Mecanique quantique sont en effet poses
dans un domaine d'espace et il en resulte que les valeurs

moyennes elles-memes sont definies par des integrations dans

l'espace (voir formule (27)). De telles definitions ne sont evi-
demment pas relativistes: il faudrait employer pour la
definition des valeurs propres des domaines d'espace-temps et
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pour celle des valeurs moyennes des integrations dans l'espace-

temps. Mathematiquemenb cela est evidemment possible, mais

on obtiendrait, me semble-t-il, ainsi une Physique entierement

statique dont toute evolution dans le temps serait bannie. II
faut ä la theorie quantique un parametre d'evolution ayant
un röle tout ä fait different des variables de configuration
auxquelles correspondent des Operateurs. La theorie quantique
aetuelle prend comme parametre d'evolution le temps et brise
ainsi la symetrie relativiste entre temps et espace. Peut-etre
trouvera-t-on une maniere de tourner cette difficulte, mais

cette maniere ne m'apparait pas du tout pour l'instant.
II est interessant de preciser la difficulte qui vient d'etre

mentionnee. Quand avec les principes actuels de la Mecanique
nouvelle, nous « quantifions » un Systeme, un atome d'hydro-
gene par exemple, en calculant les valeurs propres de son energie,

nous isoIons par la pensee ce Systeme du reste de l'univers.
Rigoureusement parlant, ceci n'est pas permis: pour determiner
les valeurs propres de l'Hamiltonien, il faudrait en principe
tenir compte de tous les champs de force existant dans l'univers
entier. Fort heureusement, l'influence des champs de force

exterieurs ä un atome sur la forme des ondes de l'atome
est tout ä fait negligeable parce que ces ondes tendent tres

rapidement vers zero des qu'on s'eloigne du domaine atomique.
ßref, en principe, la determination des valeurs et fonctions

propres exigerait la consideration de l'espace tout entier, mais

en pratique la structure du monde materiel se prete ä ce que
nous y decoupions des systemes suffisamment independants

pour pouvoir etre consideres isolement. Mais si nous voolions
defmir les valeurs et fonctions propres dans l'espace-temps,
nous ne pourrions pas, me semble-t-il, decouper l'existence d'un
individu physique, tel qu'un atome, en sections independantes
les unes des autres. Or un atome au cours du temps subit des

actions tres diverses, est le siege d'effets Zeeman et Stark etc.
Si nous voulons defmir les valeurs et fonctions propres dans

l'espace-temps, nous trouverons que les etats stationnaires de

l'atome sont invariables, etant determines par tout l'ensemble
des actions qu'il a subi ou subira au cours du temps. II n'y
aurait plus evolution.
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Cette difficulte me parait se rattacher profondement ä la

structure du monde physique. En realite, meme dans la theorie
de Relativite sous sa forme classique, les variables de temps
et d'espace sont loin d'etre equivalentes (meme en faisant
abstraction du facteur y/-1 qui partout multiplie la coordonnee

temps). La variable temps varie toujours dans le meme sens

et les lignes d'Univers de toutes les unites materielles sont
inclines dans le sens du temps. Autrement dit, l'espace-temps
possede une « polarite » essentielle.

A cette polarite est liee la persistance des unites materielles

qui se traduit ä notre echelle par la persistance des objets
materiels qui nous entourent. Cette persistance est symbolisee
en Relativite classique par les lignes d'Univers: en theorie

quantique, une symbolisation aussi precise n'est pas possible

parce que le principe d'incertitude d'Heisenberg s'oppose a

une definition precise des lignes d'Univers. Neanmoins la

persistance existe et peut etre en premiere approximation
symbolisee par une ligne d'Univers. Or dans la conception
relativiste usuelle, un observateur A considere comme simultanes

les points de l'espace-temps qui sont contenus dans une
section tridimensionnelle de cet espace-temps. En raison de la

polarite dont nous avons parle, cette section coupe les lignes
d'Univers de toutes les unites materielles et c'est ce qui permet
ä l'observateur A de decouper dans son espace des systemes

permanents presque independants. Mais un tel decoupement
en sections independantes serait evidemment impossible dans

le sens des lignes d'Univers. En raison de la persistance des

unites physiques, l'espace-temps presente une sorte de structure
fibreuse dans le sens du temps: c'est cette structure fibreuse

qui nous gene ici et nous voyons que cette difficulte a sa racine
dans la Relativite classique elle-meme.

Pour resumer, nous dirons que la theorie de Dirac est une
tres belle et tres fructueuse theorie qui constitue aujourd'hui
le Stade le plus avance de la Mecanique ondulatoire de l'electron.
Parti d'un effort pour rapprocher la Mecanique quantique de
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la Relativite, eile a introduit automatiquement le «spin » de

l'electron et a ainsi interprets aisement tous les phenomenes

qui se rattachent ä l'existence de oe spin depuis la structure
fine des spectres jusqu'aux effets Zeeman anormaux. Elle
rencontre assurement certaines difficultes dont la plus connue
est la prevision pour l'electron d'etats ä energie negative qui
ne paraissent pas reellement exister dans la Nature. Mais meme

lä, on peut se demander si eile ne finira pas par remporter la
victoire puisque la decouverte experimentale des electrons

positifs ou «positrons »pourrait peut-etre etre interpretee preci-
sement en faisant intervenir les etats d'energie negative.

Mais si la theorie de Dirac a d'incontestables merites, il
n'est pas exact de dire qu'elle reconcilie completement la
nouvelle Mecanique et la Relativite. La theorie de la Relativite,
bien qu'ayant paru revolutionnaire en son jeune temps, est en

realite une theorie du type classique, le couronnement, pour-
rait-on dire, de la Physique du continu. Prise dans son etat
actuel et meme sans parier des difficultes relatives au temps,
eile ne peut pas etre mise en accord complet avec les idees si

nouvelles introduites par la theorie quantique. Profondement

impregnee de l'idee de continuite, la theorie de la Relativite
ne peut pas, sans avoir subi de modifications essentielles, s'ac-
commoder de la discontinuite fondamentale dont l'existence
et l'indivisibilite du quantum d'action sont la mysterieuse
expression.
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