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SUR

LES POLYDROIIES DES POTENTIELS

Esquisse d'une thdorie generale

TAH

I«. WAVISE

Soit R une repartition de matieres, homogene, et limitee
entre autres par une portion ff de surfaces. Soient P un point
voisin de ff et situe hors de R et Q un point voisin dans R, soit

enfin, U le potentiel newtonien cree par R. L'on sait que si ff

est reguliere et analytique, le potentiel U (P) en P se prolonge
au travers de ff; soit alors U(P)Q son prolongement calcule

en Q. Nous appellerons fonction barriere relative ä ff l'expression
suivante:

L U (P)Q - U(Q)

difference du potentiel exterieur prolonge et du potentiel inte-
rieur. Elle est nulle sur ff en vertu de la continuity de U et

analytique du cöte de R. Elle est done analytique encore d'apres
un theoreme connu du cöte exterieur. Si l'on passe maintenant
de Q en P par le meme chemin, la relation precedente donne:

-/. U (Q)p — Ii (P) ;

frj sera dite la fonction d'entree et -/„ fonction de sortie au
travers de ff. La fonction barriere /3 ne depend que des matieres
situees sur un circuit infinitesimal joignant un point P ä un
point Q. En e'ffet, les matieres R' non situees sur le circuit
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donnent une fonction barriere nulle, car le potentiel est harmo-

nique le long du trajet et l'on a:

O U'(P)Q - U'(Q)

L'on pourra done calculer la fonction barriere relative ä ff en

prenant un corps, d'une forme favorable pour le calcul. s'ap-

puyant ä ff. La fonction barriere ne tend pas vers zero lorsque
le corps devient infinitesimal.

Hypothese H. Nous admettons que les fonctions barriere
n'ont que des singularites polaires dans tout l'espace reel.

Hypothese HA. Les fonctions barriere n'admettent que des

singularites polaires dans un domaine A de l'espace reel. Nous

verrons que les plans et les spheres satisfont ä l'hypothese H.
Le potentiel U (Q) est analytique et holomorphe dans tout

domaine d.'un seul tenant faisant partie de R. Des lors, en vertu
de l'hypothese H, le potentiel ä l'exterieur U (P) est prolon-
geable analytiquement au travers de ff dans tout le domaine
d'un seul tenant Rs limite par ff. L'on a en effet:

U(P)Q /, + U(Q)

et les deux termes du second membre sont bien prolongeables
dans R,j. Soient alors 2, 2', les surfaces limitant R et suppo-
sons que pour chacune d'elles l'hypothese H soit verifiee. L'on
pourra ecrire pour la sortie de R au travers de 2':

U (Q')p' -h' + U(P') •

Mais U (Q') est le prolongement de U (Q). L'on aura par
consequent, si l'on est entre par 2, ressorti par 2':

U(P) — U(P)Q =/s + U(Q) — U_

+ U(Q') —/v-/w + U(P') ;

une fleche indique un prolongement analytique, et si l'on rentre
dans R par 2" l'on aura evidemment:

U(P) — /S-/E, + h„ + U(Q")
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D'une maniere generale, le prolongement de U (P) le long
d'un certain chemin qui joint P ä M donne lieu ä la relation:

U (P)M •— U (M) /c - /E, + Uj, - /w„ + •

L'on peut ainsi gagner un point queleonque M pourvu que le

chemin evite les aretes de la frontiere du corps, intersections des

surfaces 2 car, sur ces intersections, les fonctions barriere ne

peuvent plus etre defmies par des surfaces ff analytiques et

regulieres. La fonction harmonique ainsi definie dans tout
l'espace est multiforme, eile admet une infinite de branches qui
s'echangent entre elles autour des aretes. Ces dernieres sont des

lignes de ramification. En effet, si 2 et 2' sont deux portions
de frontiere qui se coupent suivant une arete A, un circuit
entrant par 2 et sortant par 2' donnera une fonction periode:

U (P)p — U (P) fs-/s,
Si Ton decrit le circuit n fois dans le meme sens, l'onaura:

Uarrivde ' Udtpart W
A '

Si le circuit est decrit en sens inverse, la periode fondamentale

pour 1'arete est evidemment — ooA.

Soient Rl5 R2,... les domaines d'un seul tenant et sans surface

frontiere commune en lesquels se repartit la matiere R. Soient

encore D1; D2, les domaines d'un seul tenant sans frontiere
commune en lesquels se repartit l'ensemble des points qui ne

font pas partie de R. Les premiers domaines comme les seconds

ne peuvent avoir entre eux que des aretes communes.
Le potentiel U calcule dans appartiendra ä la meme fonction

multiforme que le potentiel D2 s'il existe un chemin

joignant Dx ä D2 et tel que 1'on ait:

/v; f%r Zw/ /vH + ~ 0

Cela se produit notamment si l'on entre de Dx dans R par 2,

pour ressortir la premiere fois par 2 en penetrant dans D2,

car l'on aura alors /s — /s. Le potentiel dans un domaine R}
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jouit evidemment des memes proprieties de polydromie que le

potentiel ä l'exterieur de R; precedemment etudie, car l'on a :

U(Q)P -f£ + U(P)

L'on prouverait de meme :

U(Q)m — U(M) -/E + /w-/w, +

Ici encore les deux determinations principales du potentiel
dans R( et Rfe appartiendront ä la meme fonction multiforme
si ces deux domaines peuvent etre relies par un chemin tel que
la somme algebrique des fonctions barriere soit nulle.

Par exemple deux domaines R; et Rft qui s'appuient ä la
meme surface analytique £ rentreront dans le cas envisage
s'il est possible de les relier par un chemin traversant £ ä la
sortie de R4 et ä F entree dans Rft sans avoir rencontre d'autres
matieres.

Si o'est l'hypotliese HA pour toutes barrieres qui est realisee

et que A contienne toutes les frontieres a son interieur, les

memes conclusions subsistent, ä part ceci, c'est qu'en dehors
de A, les singularites les plus diverses peuvent se presenter.

Xous pouvons done formuler la proposition suivante: Soit A
un domaine (Sun seul tenant contenant ä son interieur une repartition

homogene R de matieres limitee par des surfaces 1 telles

que les fonctions barrieres fs n'aient que des singularites polaires

dans A.
Le potentiel U cree par R et calcule au voisinage (Sun point

iSest qidune branche d'une fonction multiforme qui admet les aretes
de R comme ligne de ramification et aucune autre singularite
dans A que des poles.

Les potentiels physiques dans deux regions de R appartiendront

a la meme fonction harmonique multiforme s'il est
possible de relier les deux domaines par un chemin le long duquel la
somme algebrique des fonctions barriere est nulle. II en est de

meme pour deux domaines distincts exterieurs aux masses.

Avant de passer aux exemples qui concretiseront la theorie
precedente, examinons le cas des potentiels de simple couche.

Soir £ une couche analytique, e'est-a-dire une surface regu-
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liere et analytique, chargee d'une densite analytique. Soient i et e

les deux cotes de la surface. On sait que le potentiel U (i) du
cote i se prolonge au travers de 2. II en est de meme du potentiel
du cöte e. La fonction barriere pour le passage de i ä e au travers
de 2 sera definie par 1'equation suivante :

h U(i),-U(e)

Elle ne depend encore ici que d'une portion infinitesimale
de 2 que le t ra j et traverse. Le passage de a ä i donne evidem-

ment — /s. La fonction /v nulle sur 2 est holomorphe dans

un domaine qui contient ä son interieur tout point interieur
de 2. Nous dirons qu'une fonction barriere satisfait ä l'hypo-
these HA, si eile n'admet que des poles dans la region A. Envisa-

geons alors une famille de couches analytiques telle que les

fonctions barriere /s, /s,, satisfassent toutes ä une hypothese

HA relative ä un meme domaine A, qui contient toutes les

couches ä son interieur et est d'un seul tenant. Partons du

potentiel total U du cote i de 2. Apres avoir traverse 2, l'on

aura:
U(i), h + U(e)

Si l'on traverse ensuite 2' en restant dans A, l'on aura, en M:

/E-/E, + U(M)

et, d'une maniere generale, si l'on va de P en M, en traversant

2, 2', 2", l'on aura:

u(P)M — u(M) /s + U_, + fz„ +

Le potentiel U (P) est prolongeable au travers de toutes les

couches, il represente dans A une fonction harmonique
multiforme. II n'admet que des poles dans A ä part les lignes d'inter-
section des surfaces 2 ou leur frontiere qui sont des lignes de

ramifications. Les potentiels dans deux domaines Dj et Dft

distincts appartiendront ä la meme fonction harmonique multiforme

s'ils peuvent etre relies par un chemin tel que la somme

algebrique des fonctions barrieres soit identiquement nulle.
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Determination de quelques fonctions barrieres.

1° Une couche spherique homogene S cree ä Fexterieur un

potentiel egal ä et ä l'interieur ^ oü a est le rayon de la

sphere, m la masse totale et r la distance au centre. La fonction
barriere pour cette couche est done:

2° Envisageons une repartition de matieres M situee hors

d'un domaine A et une surface de niveau N pour cette repartition

traversant A. Le potentiel:

pour une couche de Robin etalee sur N est comme on le sait
constant ä l'interieur de N et egal ä V ä Fexterieur de N. La
fonction barriere est done ici:

eile satisfait ä l'hypothese HA dans A, mais admet dans M,
des singularites diverses.

3° Le potentiel d'une sphere pleine de rayon a est ä Fexterieur:

La fonction barriere pour l'entree dans une masse spherique
de rayon a est done:

L'on demontre facilement que si la masse est ä Fexterieur
de cette sphere, la fonction pour l'entree est encore f.

4° L'entree par un plan. Considerons une demi-sphere pleine
(1) et soit (2) la region symetrique. Soit enfin h0 une fonction

m m

fN K - V

4 a3

b""7 et ä l'interieur 2xa- — — —
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prenant, sur le plan de separation 2=0, les valeurs du poten-
tiel de la sphere totale divisees par 2:

h0 r.a2 — j (x2 + y2)

Envisageons maintenant la fonction harmonique prenant les

memes valeurs que la precedente pour % 0 et symetrique par
rapport ä ce plan; on demontre qu'elle est unique et que e'est:

O
7* a Oh r.a- — — (r'~ — 3z~)

Posons:

Q U(>) - Ä(P) et A(Q) - U(2)(Q) ;

fl) est harmonique dans (2), /(2> dans (1) et l'on a, aux points
symetriques:

fm(x. y, — 2) — f2)(x, y, z)

puis:

f\x y 0) f'(x y 0) 0

Ces deux fonctions /(1) et /<2) sont le prolongement analytique
l'une de l'autre en vertu du principe de la symetrie de Schwarz,
et l'on peut ecrire:

U(,)(P) /(1) + h —— f + h — U(2) + 2 h

UCI)(Q) + 2A-U$,+(2) •

La fonction barriere pour l'entree par un plan z 0 est done:

fz=0 U(,)(P)q-U(,,(Q)

Elle est egale ä 2t: qui multiplie le carre de la distance au plan.
Elle est holomorphe dans tout l'espace.

Exemples de polydromie. a) Des polyedres (qui peuvent
admettre des cavites et etre emboites les uns dans les autres)

engendrent un potentiel newtonien U qui prolonge au travers
du corps donne:

U(P)M — U(M) 2tl(dl — dl + dt—d1i+
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les d etant les distances au plan traverse par le chemin PM

considere; la periode pour une arete i, j est done 2ii{d\ — d'f).

Les polyedres engendeent un potentiel newtonien qui est une

fonetion harmonique multiforme dont les branches s'echangent
autour des aretes et eette fonetion n'admet dans tout Vespace reel

aueune autre singularity que ces lignes de ramification lit.
b) La region d'une sphere massive situee d'un meme cöte

d'un plan secant engendre un potentiel qui admet pour l'arete A
de ce corps une fonetion periode egale ä:

4 i73 2
2Klp — -T. - + 2Ka-—j-r!

d est la distance au plan et a le rayon de la sphere. Cette

fonetion periode ne tend pas vers zero avec le volume genera-
teur, j'entends ce segment spherique.

c) Envisageons une calotte spherique homogene limitee par
une courbe fermee T tracee sur la sphere et considerons un
circuit trace autour de ]\ La fonetion periode sera, puisqu'on
ne traverse que la calotte et une seule fois:

m m
1 a r

d) Prenons deux spheres pleines moins leurs parties commilnes.
La fonetion periode sera, pour l'arete A intersection des surfaces

sphcriques:

,v

+ 2j:(«2 — ai) + y (r,2 — rl)

a1 et a1 etant les rayons des spheres. II est possible de montrer
que le potentiel dans la region exterieure aux deux spheres

nappartient pas ä la meme fonetion multiforme que le potentiel
dans la region interieure aux deux spheres.

e) Enfin, envisageons un homoide spherique e'est-a-dire la

region comprise entre deux spheres concentriques, puis un
second homoide qui coupe le premier et enfin l'anneau commun
aux deux homo'ides. II engendre un potentiel qui admet les
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4 aretes x, y, z, £ de l'anneau comme lignes de ramification et
ä par celä uniquement des poles au centre des spheres. Les

fonctions periode pour les aretes sont, si bx, b2 sont les rayons
des spheres exterieures; au a2 des spheres interieures:

f* _ fi, 0>y fi _ f* r - r
wt fbi — f2.

/) Envisageons maintenant les deux homo'ides reunis, l'anneau
n'etant pris qu'une seule fois. Le corps est alors homogene.
Les periodes pour les aretes de l'anneau, qui sont encore ici les

seules aretes du corps, sont:

— tox — 0,y —"z, — "Jt

le sens de parcours des lacets etant reste le meme.
Actuellement: les potentiels physiques dans les quatre regions

contigues au corps et separees par ce dernier appartiennent ä la

meme fonction harmonique multiforme, en vertu d'un principe
expose precedemment.

Autre maniere de former des fonctions barrieres.

On peut imaginer une simple couche telle que la fonction
barriere soit egale ä une fonction harmonique donnee H (x, y, z)

ä une constante pres, et faire passer la couche par un point
donne arbitrairement, ou la faire aboutir ä ce point, pourvu
qu'il se trouve dans une region oü H est harmonique.

En effet, soit x0, 2/0, z0 le point donne et envisageons une
surface ouverte a donnee par l'equation:

h(x y z) H (x y z) — H [xa y0 z0)

Prenons sur ff une densite egale ä:

1 dh
' 4 ic dn '

et formons le potentiel de simple couche:
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Je dis qu'il satisfait ä la condition. En effet, soit /3 la fonc-
tion barriere on aura sur u:

d'oü:
<lf« dh

f„ h et ~~ -j-dn dn

sur <7, puis dans le voisinage:

M" — 0 (3)

comme d'ailleurs Ah 0. Or en vertu du theoreme de Cauchy-
Kowalewska, l'on doit avoir /a h.

On peut former les fonctions barriere ä partir des conditions
(1), (2), (3). Envisageons un plan homogene. Prenons-le pour
plan des x, y. On devra avoir:

U ao + aiz + a%z2 + • • •

mais (1) donne ae 0, (3) donne a2 a3 0 et (2) donne

ai 47ip. La fonction barriere pour un plan homogene que
l'on traverse dans le sens des z positifs est done:

f kr.oz

On verifie facilement que pour une surface cylindrique de revolution,

de rayon a, la fonction barriere est:

f, 4spaL -a
ou I est la distance ä Taxe de rotation; cette expression satisfait,
en effet, aux equations (1), (2) et (3).

Pour un volume s'appuyant ä <7, l'on a comme l'on sait:

MQ) U(P)0 — U(Q) ou encore f.{P) U(P) — U(Q)P ;

d'oü dans le voisinage de <7:

Af„ 4-p (4)
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et en vertu de la continuite du potentiel et de ses derivees

premieres:

)•-« (5) £ 0 (6)

sur v. Ces trois equations determinent encore d'une maniere

univoque la fonction /3 au voisinage de <r.

On peut deduire de lä que la fonction barriere pour un volume

cylindrique de rayon a, est, I etant la distance ä l'axe de

revolution :

j„ t. p ^a2 + l2 — 2 a2 L — "j

II n'est pas superflu de remarquer le role du theoreme de

Cauchy-Kowalewska dans l'etude des polydromies, analogue
ä celui du principe de Dirichlet dans l'etude des potentiels
eux-memes.
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