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DE LA

DENSITE SUPERFICIELLE MOYENNE

DE LA TERRE

PAR

Georges TIERCY

§ 1. — Introduction.

1. — On sait combien les geodesiens ont hesite avant d'adopter

une valeur universellement admise pour l'aplatissement h

du spherolde terrestre:
a — b 1

1

a 297
''

cette valeur a ete choisie parce qu'elle permettait de rendre

compte, dans la mesure du possible, en premiere approximation,
du comportement de la pesantear g a la surface de la Terre.

Mais on sait aussi que cette valeur n'est guere satisfaisante
des qu'on fait allusion aux mesures geodesiques elles-memes;
ces mesures1 conduisent plutöt ä l'aplatissement autrefois

1
adopte par Clarke, ^ &.

Ce desaccord entre les mesures precessionnelles et gravifiques
et les mesures geodesiques a paru pendant longtemps ne pas
pouvoir etre reduit. Cet echec provenait, comme M. R. Wavre

1 M. Helbronner, Revue generale des Sciences, 1929.
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116 DENSITE SUPERFICIELLE MOYENNE DE LA TERRE

l'a bien montre 1 ici-meme, de ce que Faccord n'etait tente que

par des precedes de premiere approximation; en seconde

approximation, par contre, le desaccord disparait. M. R. Wavre
arrive, en conclusion, ä la valeur:

II est bon de rappeler encore que, d'apres M. E. Brown 2, le

denominateur 294 convient bien ä la theorie de la Lüne.

Apres la remarquable etude de M. R. Wavre, on peut dire que
le « desaccord de Poincare » n'existe plus. Les geodesiens ont,
pendant longtemps, commis l'erreur de negliger, dans les

calculs precessionnels et gravifiques, les termes contenant la
4me puissance de la vitesse de rotation de la Terre; contraire-
ment ä l'opinion de certains auteurs, ces termes ne sont pas
negligeables; et leur prise en consideration a permis de donner
une solution au probleme de d'Alembert.

J'adopterai done, pour la suite, l'aplatissement ^ propose

par M. R. Wavre. Et nous verrons qu'il permet de rendre compte
de la valeur de la densite moyenne superlicielle de la Terre
(P, 2,6 ä 2,7).

§ 2. — Les equations et les surfaces de niveau.

2. — Rappelons d'abord comment le probleme se pose, dans

l'hypothese essentielle que la densite croit d'une maniere

continue, de la surface au centre de la masse terrestre. On sait

que la solution du probleme releve, en premiere approximation,
de la resolution de l'equation 3 de Clairaut:

d2 a 2cA2 da / 2oA
rfA2 + ~Ä dX + ai ^

I* c A2 d\ l^*pA2dA
Ö \o

1 Archives (5) 11, p. 131, 212 et 295 (1929); (5) 12, p. 11 (1930);
Puhl, de l'Obs. de Geneve, fasc. 8 et 10.

2 London Astron. Soc. Monthly Notices 1915, p. 508.
3 F. Tisserand, Traite de mecanique celeste, tome 2.
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ou A est le rayon equatorial d'une couche de densite p (A), a (A)
l'aplatissement de cette couche. M. R. Wavre ecrit d'ailleurs
l'equation de Clairaut sous la forme plus ramassee:

2D'« + 6pa' + /Da" 0 (2)

oü D (t) represente la densite moyenne de la matiere interieure
ä la couche t, et oü les derivees sont indiquees par la notation de

Newton; cette equation (2) est donnee par la derivation, par
rapport au rayon polaire t, de l'egalite classique:

V
D (2a -+- ta') — ]- 3 f pa'dt (2J

8 r.f J
t

oü tx designe le rayon polaire de la surface libre. D'ailleurs, ä

l'exterieur de l'astre, oü p est nulle, cette equation (2^ s'ecrit:

ta' + 2a
JfH ; (3)

/ est la constante de l'attraction universelle. En designant par
k une constante, (3) s'integre facilement et donne:

a
27M

(/S - 3*r'} ' la' 2^1 (t* + 2*r,) ; (4)

et Ton a, en premiere approximation:

k -f{e-a)
oü tu est la vitesse de rotation de la Terre, 6i le moment d'inertie
de celle-ci par rapport h un diametre equatorial, et (3 le moment
d'inertie par rapport ä l'axe polaire. On obtient ainsi, en fin de

compte, comme valeur numerique de l'aplatissement de la
lsurface libre Si de la Terre, la valeur

29? 3, alors que la geodesie

d°nne_±_.
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3. — Posons, avec M. R. Wavre, en gardant les termes de

1'ordre de grandeur de &>":

[
e i»2 em + to4 e®

\ ew 4° + 4l)Xs(cos 6)

/ e(2) ec02;i + e22)X2(eos 6) + e^X^cos 0)

oti e represente la deformation suivant le rayon t:

R t + te t + s ;

les Xq sont les polynömes de Legendre.

L'equation de M. Wavre remplacant, en seconde approximation,

l'equation (2X) de la premiere approximation s'ecrit L

\m^(qe + I-J) =/?«1-?[(2-?)e + tg]rf/ ; (5)

et, pour Vexterieur de l'astre, la deformation (e) exprimee en

fonction de la colatitude 0 devient:

e cü2 X sin2 9 (a -{- Ja to2 -f yX w2 sin2 0)

a — t3 —

[B — 3 kt + 3/if2 + 10*ar4 — tkT'1
*> tr

y 3P — 3kt — — LT4
2 2

1
A ; M masse ;

2/ M

k, et k2 sont trois constantes. De sorte qu'en seconde approximation,

l'equation de la meridienne de la surface libre Si
s'ecrit:

Rj t -f- Xttii2 sin2 tu (a + ß/.cu2 -J- yXa>2 sin2 Ö) (7)

qui est de la forme:

Rj, t m1 sin2 9 — n1 sin2 9 cos2 6

1 Archives (5) 11, p. 131, 212 et 295 (1929); (5) 12 (1930), p. 11;
Puhl, de l'Obs. de Geneve, fasc. 8 et 10.



DENSITE SUP ERF IC I ELLE MOYENNE DE LA TERRE 119

En outre, on trouve que:

f. (C — Cl) — w-'/i + 2X o>4A1

Telle est la solution theorique de M. R. Wavre; c'est de lä
1

qu'il a tire la valeur ^ d, l'aplatissement terrestre.

§ 3. — Etude de p a l'interieur du globe.

4. — La densite p est une certaine fonction du rayon et de

la latitude (la longitude n'entre pas en jeu, les surfaces d'egale
densite etant de revolution). Quelle est cette repartition

Pour aborder ce probleme, nous reprendrons l'equation de

Clairaut, qui parait etre süffisante; mais il est bien entendu que
I

nous adopterons la valeur ^ pour l'aplatissement de la surface

exterieure Sj. de la Terre.
D'autre part, pour cette meme surface Si, nous prendrons

la valeur de seconde approximation de M. R. Wavre pour le

rapport © de la « force centrifuge ä l'equateur » ä la « pesanteur
a l'equateur »; on sait qu'en premiere approximation, ce rapport
vaut.

0co
§̂

en seconde approximation, il devient, comme l'a montre
M. Wavre 1:

'
— 2 f\ [1 -f- A (5 + 2«)]

0Ü
1

A — 583,7 '

et oü u prendra la valeur approchee 0,980; on trouve:

(2) _
1

288,42

1 Loc. cit.
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On connait le procede de Tisserand pour aborder l'equation
de Clairaut; on suppose que la densite p est une fonction
continue du rayon equatorial A:

F <1»(A)

et l'on prendra A 1 pour la surface exterieure. Introduisant
la fonction <I> (A) dans l'equation (1), on cherche, de cette

derniere, une integrale particuliere b, qui se reduise ä l'unite
lorsqu'on fait A 0.

L'aplatissement a de la couche consideree est alors donne

par:
a Cb + CI/

ou C 0, et oü la constante C prend la valeur:

5s 1
C

4 1/db \
61 +1(4

l'indice (1) se rapportant ä la surface exterieure de la planete.
On a done:

"= ~l~ -—.W
+ 2 (jx\

L'aplatissement exterieur est ainsi donne par:

s°
(i»i1 4 1 I db'

^ + 2 U
Pour continuer le calcul, on considere p (P(A) comme

developpable suivant les puissances du rayon A:

Pol1 + A3"1 + cih°'i + ay < <

oü po est la densite au centre du globe; et on arrive ä la forme:

b 1

(aq + 3) {x1 + 5)
AXl + (11)
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La question importante est done l'adoption d'une formule
donnant le developpement de p; c'esfc lä une condition
indispensable pour pouvoir integrer completement l'equation de

Clairaut. On a done ete amene ä admettre certaines formes

simples de ^(A).

5. — L'une des plus connues est l'hypothese de Roche:

p Po(l — ßA«) ;

les constantes de Roche etaient p0 10,6 et ß 0,8; ce qui
donnait px p0(l—ß) — 2,1 comme valeur de la densite

superficielle moyenne. Cette valeur n'est pas satisfaisante; eile

est trop faible; on sait que la valeur actuellement admise est

comprise entre 2,6 et 2,7. II conviendrait done, en tout cas,
de corriger les deux constantes p„ et ß.

Rappeions ici la relation elementaire:

l

f p A2dA ~ (12)
*/ O

0

oü D est la densite moyenne de la Terre (D 5,52); on peut
ainsi trouver p0.

Dernierement, M. G. Boaga 1 a essaye l'application d'une
formule trimöne:

p ?0(1 _ ßA2 + rA4) (13)

avec ß 0,901 et y — 0,127; il est conduit, ä:

Po 10,84

Pj_ 2,45 ;

la densite superficielle est encore un peu faible. D'autre part,
l'aplatissement de la surface exterieure obtenu par la formule

(13) est alors proche de ^; il est trop faible. II faut ajouter

que M. Boaga a determine ses coefficients ß et y de facon ä
1

obtenir un aplatissement voisin de la valeur ; et nous avons

1 Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, 7 juillet 1929.



122 DENSITE SUPERFICIELLE MOYENNE DE LA TERRE

dit que cette valeur ne correspond pas aux conclusions geode-

siques.
Nous verrons d'ailleurs que l'hypothese de Roche peut pra-

tiquement suffire.

6. — Rappelons encore, pour memoire, l'hypothese de

Legendre, reprise et discutee par Laplace, et maintenant
inacceptable; eile conduirait ä un aplatissement de la surface

libre beaucoup trop faible ^environ

7. — Representons par R le rayon vecteur d'une surface de

niceau dont le rayon equatorial est A; en premiere approximation,

on a l'expression classique:

oh 9 est la colatitude du lieu, et oü h n'est fonctions que de A;
ces surfaces (14) sont des ellipsoi'des de revolution, dont
1'aplatissement est A, et dont les demi-axes principaux sont A et
A(1 — A); on sait d'ailleurs que la fonction A (A) croit avec A,
de sorte que l'aplatissement de ces ellipsoides va en croissant

lorsqu'on procede du centre ä la surface libre.
Considerons maintenant les surfaces de niveau en seconde

approximation; soit e la deformation de l'une d'entre elles,
suivant la notation de M. R. Wavre; et soit (e*) la deformation

k l'equateur de l'ellipsoide voisin ayant meme equateur et meme

pole, t representant le rayon vecteur au pole (done le petit
axe B); er. est comptee k partir de la sphere de rayon t.

La deformation e est alors exprimee par la formule de

M. R. Wavre, au troisieme ordre pres en eT.:

R A(1 — h cos2 6) (14)

2

(15)
2

avec:
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Or:
A — ß A — B

e- :

ß A (1 — A) '

^ goü h represente Yaplatissement —A— ; on a done :

en - A + A2 + A3 + ;

— 1 — A

et l'egalite (15) peut s'ecrire comme suit, au troisieme ordre pres
de h:

e (A + A2) sin2 6 — ^ A2 sin2 0 cos2 0 ;

e A sin2 0 — A2 sin2 0 cos2 9 — sin2 9^ ; (15')

On trouve done, pour le meridien de la surface de niveau en

seconde approximation, l'expression suivante:

R t + £ I + te t(i + e)

R 11^1 + A sin2 0 — A2 sin2 9 cos2 9 — sin2 0^ J

Or, ä l'equateur, on a:

R A et 0 90° ;

d'oü:

A <[1 + A + A2] ;

' "n-r+T.-H1-» + »•-*' + »•--)!
t B A(1 — A) ;

R A (1 — A) pi + A sin2 0 — A2 (J- sin2 0 cos2 0 — sin2 0^ J ;

et, en s'arretant aux termes en A2:

R A £l — A cos2 9 — ^ A2 sin2 0 cos2 0 J ; (16)

En comparant (16) ä (14), on voit bien clairement la correction

de seconde approximation.
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Maintenant, h est fonction de A; nous le determinerons en

repartant de l'equation de Clairaut.

8. — Soit done l'equation de Clairaut:

d2h 6/i 2pA /A dh + ltd A
dA2 A2 a \ dA

f ?A2<£A

0 (1)

g

Reprenons ici l'hypothese de Roche:

p Po(l - ß A2) ;

l'equation (1) devient:

d2h 30(1 — ßA2) dh 12 SA
(1')

d A2 A (5 — 3 ß A2) dA 5 — op A2

On peut poser /SA2 x2, ce qui conduit ä l'equation:

30(1 - a;2) rfft
_ ilh 0 ;

(/a;2 x(b — 3 a;2) dx 5 — 3 s:2

et comme x < 1, h pourra etre represents par une serie conver-
gente suivant les puissances croissantes de x, serie valable pour
tout l'interieur du globe jusqu'ä la surface libre inclusivement.

Posons done:

h h0 + >»iX + m2x2 + i»3x3 + ;

on a:

ml + 2»i2s: + 3m3x3 + hmix3 + 5m3x* + ;

—== 2w2 + 6/»3s; + 12m4a:2 + 20mbx3 + 30m6a:4 + ;
A OX"

en portant ces expressions dans (17) et en identifiant les coefficients

des deux membres, on trouve:

/ mx m3 m5 m7 m2(.+ l 0 ;
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comme on le verrait aussi en partant de l'expression (11) de

Tisserand.
En prenant h0 1, et avec x~ ßA2, on obtient une solution

particuliere b de l'equation de Clairaut:

+ + 1,81

et la solution generale sera, comme on sait:

h Cb bl.- ''
4 '

1 /db\ '

bl + 2 Wx
A la surface libre, il vient:

i®)-
en prenant les valeurs de seconde approximation de M. R.

Wavre:
_(2) _

1
1,(2) _ JL

288,42 ' 1 294 '

on a:

l(s), 8'2'". •

D'autre part, on connait la relation fondamentale:

l
J* p A2dk
0

\

f PA4rfA
o

oü l'on fera:

el — e i
el

'

h _i1 2

(20)
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avec p — po (1 — ßA2), on obtient de (20):

i

f (1 — [3 A2) A2dA

1,9662 1
;

J (1 _ ßA2) AVA

11 /1 1 \___P=(1,966a)(T_yp);
ß 0,740

II vient done:

/ p Po (1 - 0,740 A2) ;

I bx 1 + 0,1269 + 0,0407 + 0,0153 + 0,0062

+ 0,0025 + 0,0010 + 1,1930 ;

(0,274) (1,1930) 0,3269 ;

et finalement:

h 0,00285(1 + 0,1269 A2 + 0,0407 A4

+ 0 0153 A6 + 0,0062 A8 + (21)

En faisant A 1 dans (21), on trouve bien:

hx 0,00285(1,1930) 0,003400 soit

9. — Reprenons maintenant la relation (12):

./>" - j - ¥ - <•« •

0

En remplagant, danslepremiermembre, p par p0(l—0,740A2),
il vient:

f-^) 1,84 0,1853po ;

Po — 0,93 ;

1 Ce rapport valait 2,02 avec les anciennes donnees de h etV-
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et enfin:
Pl Po(1 — 0,740) (9 93) (0,260) ->- 2,6

resultat qui s'accorde bien avec la valeur actuellement adoptee

pour la densite moyenne superficielle. Les valeurs numeriques
obtenues jusqu'ici sont done d'accord avec l'experience; seule,

la valeur p0 ne peut etre controlee.

10. — Reprenons les expressions (16) et (21):

R A — h cos2 0 — — h2 sin2 0 cos2 6J (16)

h 0,00285 [1 + 0,1269 A2 + 0,0407 A4

+ 0,0153 A6 + 0,0062 A8 + ...] (21)

On en tire l'egalite suivante:

R A (1 + 0,00285 cos20 — 0,0000122 sin2O.cos20)

!+

A3 (0,0003617 cos2 9 — 0,0000030 sin2 6 cos2 6)

+ A5 (0,0001160 cos2 0 — 0,0000012 sin2 0 cos20)

+ A7 (0,0000436 cos2 0 — 0,0000005 sin2 0, cos2 0) (22)

+ A9 (0,0000117 cos2 0 — 0,0000002 sin2 0 cos2 6)

+ A" (0,0000072 cos2 0 — 0,0000001 sin20. cos2 0)

+ 0,0000029 cos2 0 A13 + 0,0000009 cos2 0 A'5

d'oü l'on pourra deduire A en serie de puissances croissantes
de R, par un calcul de retour de serie; et, portant cette expression

de A dans la formule de Roche, on aura p en fonction de

R et 0.

Mais il est preferable de proceder par approximations succes-
sives pour calculer la valeur de p en un point donne (R, 0); on
cboisit une valeur approximative h < hi, on en deduit, par (16),

une premiere valeur approchee de A; celle-ci, portee dans (21),
fournit une nouvelle valeur de A; d'oü, par (16), une meilleure

approximation de A; et ainsi de suite; deux ou trois essais

donneront la valeur definitive de A; et l'on portera cette
derniere dans:

p p0 (1 — 0,740 A2)
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Remarque. — On a d'ailleurs aussi:

A K |^1 + h cos2 0 + h2 cos2 0^1 + J sin2 0^J

A2 R2 [1 -)- 2 h cos2 0 + h2(3 cos2 0 + sin2 0 cos2 0)]

p p® [1 — 0,740 R2(l + 2 h cos2 8

+ 3 /i2 cos2 0 + h2 sin2 8 cos2 0)] ; (23)

formule qui peut etre commode dans certains cas.

11. — En resume, par l'adoption des valeurs hP 294

y(2)
2gg 49

de seconde approximation, et en conservant pour
la suite l'equation de Clairaut et l'hypothese de Roche, on
obtient une valeur numerique convenable (2,6) de la densite

moyenne superficielle de la Terre.

Quant ä la densite centrale trouvee (9,9), eile est un peu plus
faible que celle indiquee par certains auteurs (10,5 ou 10,8);
mais ces valeurs sont incontrolables.
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