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DE LA

DENSITE SUPERFICIELLE MOYENNE
DE LA TERRE

PAR

Georges TIERCY

§ 1. — INTRODUCTION,

1. —- On sait combien les géodésiens ont hésité avant d’adop-
ter une valeur universellement admise pour I'aplatissement 2
du sphéroide terrestre:

cette valeur a été choisie parce qu’elle permettait de rendre
compte, dans la mesure du possible, en premiére approximation,
du comportement de la pesantear g a la surface de la Terre.

Mais on sait aussi que cette valeur n’est guere satisfaisante
dés qu’on fait allusion aux mesures géodésiques elles-mémes;
ces mesures ! conduisent plutét a D'aplatissement autrefois

; 1
adopté par Clarke, 3935 |

Ce désaccord entre les mesures précessionnelles et gravifiques
et les mesures géodésiques a paru pendant longtemps ne pas

pouvoir étre réduit. Cet échec provenait, comme M. R, Wavre

! M. HELBRONNER, Revue générale des Sciences, 1929,

ARCHIVEs, Vol, 12, — Murs-Avril 1930. 8
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I’a bien montré ! ici-méme, de ce que I’accord n’était tenté que
par des procédés de premiére approximation; en seconde
approximation, par contre, le désaccord disparait. M. R. Wavre
arrive, en conclusion, a la valeur:

h =

294

I1 est bon de rappeler encore que, d’aprés M. E. Brown 2, le
dénominateur 294 convient bien a la théorie de la Lune.
Aprés la remarquable étude de M. R. Wavre, on peut dire que
le «désaccord de Poincaré » n'existe plus. Les géodésiens ont,
pendant longtemps, commis D'erreur de négliger, dans les
calculs précessionnels et gravifiques, les termes contenant la
4me puissance de la vitesse de rotation de la Terre; contraire-
ment a 'opinion de certains auteurs, ces termes ne sont pas
négligeables; et leur prise en considération a permis de donner
une solution au probléme de d’Alembert.

1
29}
par M. R. Wavre. Et nous verrons qu’il permet de rendre compte
de la valeur de la densité moyenne superficielle de la Terre
(1= 2,6 & 2,7).

J’adopterai done, pour la suite, I'aplatissement —— proposé

§ 2. — LES EQUATIONS ET LES SURFACES DE NIVEAU.

2. — Rappelons d’abord comment le probléme se pose, dans
I’hypothése essentielle que la densité croit d’une maniére
continue, de la surface au centre de la masse terrestre. On sait
que la solution du probléme reléve, en premiére approximation,
de la résolution de ’équation 3 de Clairaut:

d2a 2:A2 da 20A 6
At s @;m . i o (1)
[eAzda [ earda

v/

L Archives (5) 11, p. 131, 212 et 295 (1929); (5) 12, p. 11 (1930);
Publ. de P'Obs. de Genéve, fasc. 8 et 10.

? London Astron. Soc. Monthly Notices 1915, p. 508.

*F. TisseraND, Traité de mécanique céleste, tome 2.
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ou A est le rayon équatorial d’une couche de densité p (A), a (A)
Paplatissement de cette couche. M. R. Wavre écrit d’ailleurs
Péquation de Clairaut sous la forme plus ramassée:

2D’ } 6ga’ + tDa” = 0 , (2)

ou D(¢) représente la densité moyenne de la matiére intérieure
a la couche ¢, et ou les dérivées sont indiquées par la notation de
Newton; cette équation (2) est donnée par la dérivation, par
rapport au rayon polaire ¢, de I'égalité classique:

1
D(2a + ta') = ¢ 7 pa’dt (2)

ou ¢, désigne le rayon polaire de la surface libre. D’ailleurs, &
Pextérieur de I'astre, ou g est nulle, cette équation (2,) s’écrit:

j est la constante de I'attraction universelle. En désignant par
f une constante, (3) s’intégre facilement et donne:

— (43— 32 o i 3 . 4
a = TN (¢ KT, ta" = VY (8 + 2&7%) ; (4)
et I'on a, en premiére approximation:

(J)

ou @ est la vitesse de rotation de la Terre, €L le moment d’inertie
de celle-ci par rapport 4 un diamétre équatorial, et C le moment
d’inertie par rapport a ’axe polaire. On obtient ainsi, en fin de
compte, comme valeur numérique de Paplatissement de la

surface libre S, de la Terre, la valeur ;o= , alors que la géodésie

297 297,37

1
donne ——— 2935
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3. — Posons, avec M. R. Wavre, en gardant les termes de
I'ordre de grandeur de w*:

P ¢
S e = we + wie® ;
(

(2 (2)

e = ey’ + e

V= el + egl)Xa(cos 0) ,
2 X, (cos 0) + e X, (cos 0) ,

ou e représente la déformation suivant le rayon ¢:
R=t+}+te=1+:z;

les X, sont les polyndmes de Legendre.
L’équation de M. Wavre remplacant, en seconde approxima-
tion, I’équation (2,) de la premiére approximation s’écrit !:

1 de - ' de
— D¢ Y = [ 2 — bkl .
= Dt (ge+tdt>_f,z [(z g)e-}-tdl:ldt, (5)
t
et, pour 'extérieur de 'astre, la déformation (e) exprimée en

fonction de la colatitude @ devient:

e = w?ksin®0(a + 3x w® + yin?sin® () ,

@ = 8 — 3kt? ,

b n 9 r
v = 316 — 3kt — & k™,
. 1
)\_W, - M = masse ;

k, ki, et k, sont trois constantes. De sorte qu’en seconde approxi-
mation, I’équation de la méridienne de la surface libre S,

s’écrit :
R, =t 4 2tw? sin® o (0 + §rw? + view? sin® §) | (7)

qui est de la forme:

R, =1t 4+ m, siu? fh — n, sin? 0 cos? § .

* Archives (5) 11, p. 131, 212 et 295 (1929); (5) 12 (1930), p. 11;
Publ. de ’'Obs. de Genéve, fasc. 8 et 10. '
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En outre, on trouve que:
FC— A= — w2k + Dol .

Telle est la solution théorique de M. R. Wavre; c’est de la

” 5 1 .
qu’il a tiré la valeur = d . I'aplatissement terrestre.

294
'§ 3. — ETUDE DE p A L'INTERIEUR DU GLOBE.
4. — La densité p est une certaine fonction du rayon et de

la latitude (la longitude n’entre pas en jeu, les surfaces d’égale

densité étant de révolution). Quelle est cette répartition ?
Pour aborder ce probléme, nous reprendrons I'équation de

Clairaut, qui parait étre suffisante; mais il est bien entendu que

nous adopterons la valeur pouf laplatissement de la surface

1
294
extérieure S, de la Terre.

D’autre part, pour cette méme surface S,, nous prendrons
la valeur de seconde approximation de M. R. Wavre pour le
rapport @ de la « force centrifuge a I’équateur » & la « pesanteur
al'équateur »; on sait qu’en piemiére approximation, ce rapport
vaut.

en seconde approximation, il devient, comme I’a montré
M. Wavre 1:
: P =2 A1+ AB+ 2],
ou
1
/\ — W ’

et ou u prendra la valeur approchée 0,980; on trouve:

1
@ _
¥ = 28842

1 Loe. cit.
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On connait le procédé de Tisserand pour aborder I’équation
de Clairaut; on suppose que la densité¢ g est une fonction
continue du rayon équatorial A:

p= ®(a),
et 'on prendra A = 1 pour la surface extérieure. Introduisant
la fonction P (A) dans l'équation (1), on cherche, de cette
derniére, une intvégrale particuliére b, qui se réduise a 'unité
lorsqu’on fait A = 0.

L’aplatissement a de la couche considérée est alors donné
par:

a«a = Cbh + C'H

ou G’ = 0, et ou la constante C prend la valeur:
S¢ _ 1
C n= - *

b 1/db
1+ 3\da/,

I'indice (1) se rapportant a la surface extérieure de la planéte.

On a done:
B I

4"b 1/db ' (9)
1+§ﬂ>1

L’aplatissement extérieur est ainsi donné par:

5S¢ hy
BN VA sl
"t 9laa),

Pour continuer le calcul, on considére p = ®(A) comme
développable suivant les puissances du rayon A:

6 = poll + ¢, AT - ¢, A%2 + ..)) , T 5 By S e
ou o, est la densité au centre du globe; et on arrive a la forme:

6c,

A™1 11
@ + 3 +5) ~ T )

’)ml-—}-
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La question importante est donc P'adoption d’une formule
donnant le développement de p; c’est 1a une condition indis-
pensable pour pouvoir intégrer complétement ’équation de
Clairaut. On a donc été amené & admettre certaines formes
simples de ®(A).

5. — L’une des plus connues est I’hypothése de Roche:
P=po(l —EAY

les constantes de Roche étaient p, = 10,6 et 5 = 0,8; ce qui
donnait g, = p.(1 —f) = 2,1 comme valeur de la densité
superficiclle moyenne. Cette valeur n’est pas satisfaisante; elle
est trop faible; on sait que la valeur actuellement admise est
comprise entre 26 et 2,7. Il conviendrait done, en tout cas,
de corriger les deux constantes p, et B.

Rappelons ici la relation élémentaire:

1
D
f9A2dA =3 (12)

V]

ou D est la densité moyenne de la Terre (D = 5,52); on peut
ainsi trouver p,.
Derniérement, M. G. Boagal a essayé Papplication d’une
formule trimone:
e = go(l — BA® + yAY), (13)

avec 8 = 0,901 et y = 0,127; il est conduit a:
0y = 10,84

Gy == 2,45:

la densité superficielle est encore un peu faible. D’autre part,

Paplatissement de la surface exuérieure obtenu par la formule

1

(13) est alors proche de m;

que M. Boaga a déterminé ses coefficients B et y de facon &

il est trop faible. Il faut ajouter

; : o 1
obtenir un aplatissement voisin de la valeur ;o= ; et nous avons

U Arti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, 7 juillet 1929.
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dit que cette valeur ne correspond pas aux conclusions géodé-
siques.

Nous verrons d’ailleurs que ’hypothése de Roche peut pra-
tiquement suffire.

6. — Rappelons encore, pour mémoire, 1'hypothése de
Legendre, reprise et discutée par Laplace, et maintenant
inacceptable; elle conduirait a un aplatissement de la surface

libre beaucoup trop faible (environ ,%i 0).

7. — Représentons par R le rayon vecteur d’une surface de
niveau dont le rayon équatorial est A; en premiére approxima-
tion, on a I'expression classique:

R = A(l — k cos?®f) , (14)

ou @ est la colatitude du lieu, et ou % n’est fonctions que de A;
ces surfaces (14) sont des ellipsoides de révolution, dont 'apla-
tissement est h, et dont les demi-axes principaux sont A et
A(1 — h); on sait d’ailleurs que la fonction A(A) croit avec A,
de sorte que I'aplatissement de ces ellipsoides va en croissant
lorsqu’on procéde du centre & la surface libre.

Considérons maintenant les surfaces de niveau en seconde
approximation; soit e la déformation de 'une d’entre elles,
suivant la notation de M. R. Wavre; et soit (e- ) la déformation

)

-

a I’équateur de I'ellipsoide voisin ayant méme équateur et méme
péle, ¢ représentant le rayon vecteur au pole (donc le petit

axe B); e- est comptée a partir de la sphére de rayon .
2 ;
La déformation e est alors exprimée par la formule de
M. R. Wavre, au troisiéme ordre prés en e-:

>

sin® § — 3 ex .sin?f . cos?6 , _ (15)

e — € T
= 2 3

avec:
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Or:

_A—B A—B
T 7B T AQ— k)
b r 9 . A_ 4
ou h représente V'aplatissement 4 ;ona done :
h ,
bn = i o= h 4+ h¥ 4 B
- 1 — &

et I'égalité (15) peut s’écrire comme suit, au troisiéme ordre prés

de h:
e = (h -+ A% sin?f — % h? sin%0 . cos® b ;

/

e = h sin?f — hz(ﬁ

3 sin?f . cos? 0 — sin? 9) : (157)

On trouve done, pour le méridien de la surface de niveau en
seconde approximation, I’expression suivante:

R=t+e=1t+te=1t(1+ ¢,
R = tl:i + h sin?2f — h2<gsin26 cos?f — sing(})] :

Or, a I’équateur, on a:

R=A et 0:900;

d’ou:
A= t[1 + h+ h];
A j 3 4 6
R = Al —h + B — At A — )

R = A(1—h) [‘i 4+ h sin?f — A2 (% sin?f. cos?f — sin? 6)] »
et, en s'arrétant aux termes en A’:
3 - 2
R = Al:l—h COSZB—-EI!IE smzﬂ.cos-G] - (16)

En comparant (16) a (14), on voit bien clairement la correc-
tion de seconde approximation.
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Maintenant, % est fonction de A; nous le déterminerons en
repartant de I’équation de Clairaut.

8. — Soit donc 'équation de Clairaut:

d*h 6 h 2pA (Adh + hdA\ 0
U G e )=

Z[IPA:’(I.*\

(1]
Reprenons ici 'hypothése de Roche:
o= po(l —BAY)

I’équation (1) devient:

d2h  30(1 — GAY dh 125k ;
2 A 5 950 AzN  TA = ‘ TAis 0 . (1 )
dA® T A5 — 35AY) dA T 5 — BpAC

On peut poser Az = z2, ce qui conduit & 1'équation:

2 — 2
BT R
de* = x(d — 3x%) dx 5 — 3z° :

et comme xr < 1, & pourra étre représenté par une série conver-

gente suivant les puissances croissantes de x, série valable pour

tout I'intérieur du globe jusqu’a la surface libre inclusivement.
Posons donc:

h = hy + mx + myx® + mya® + ...

on a:
dh 3 ’ 3 = 4
P = m; + 2myx + 3mya® + dmyx® + dSmyxt + ...
d*h 5 " 5 ) i
| ey 2my, + 6myx + 12my2® + 20myz® 4 30mga* + ...
\

en portant ces expressions dans (17) et en identifiant les coeffi-
cients des deux membres, on trouve:

mgo=my = my = m; = my, , = 0;
6 ; 13/ 52 5 141 5
m, — — N, ; m, — —- N, ; My == =——— i mg =— ===
£ 85 "0 £ 1375 B 6875 7
/ 1974
m = e T e 3
‘ W 171875 '’ '
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comme on le verrait aussi en partant de I'expression (11) de
Tisserand.

En prenant , = 1, et avec " = (3A’, on obtient une solution
particuliére & de I’équation de Clairaut:

6 13 52
]) —_ '1 Tl 2 (R AZ2\2 3 2\3
+ g BAT + g (BAY + 375 (4%
1L, 1976

et la solution générale sera, comme on sait:

) b
h — Cb e —— —_NAJLM_ ;

> 1
cha E(dA ,
A la surface libre, il vient:

1 /db S¢ )
2 (), = (o =)

en prenant les valeurs de seconde approximation de M. R,
Wavre:

4 1 9 1
(2) . p (2)
¥ = 98842 b = 357 -
on a:
1 /dhb
ool e b e 0,2
. (dA>1 0,274 b, (19)

D’autre part, on connait la relation fondamentale:

1
pAZdA

ou l'on fera:

a-¢ 1 RER 1
cC 3051 ° 17 994 7 2 7 576,84 '
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avec p = o, (1 — (BA2), on obtient de (20):

1
[ (1 — payazda

; = 1,9662 1 ;
(1 — 5A%) A*dA
0 '
1 1 1
S ¥ - 598 e s i B
s — b= (1,966 )(5 - p) :
5 = 0,740
I1 vient donec:
:g == PD(I — 0,740A2) i
”1 = 1 4 0,1269 4+ 0,0407 4+ 0,0153 + 0,0062

? + 0,0025 + 0,0010 + ... = 1,1930 ;

1 /db
) = 274)(1,1930) = 0,3269 ;
| 2 (dA>1 R ) ,

et finalement:

Ch = 0,00285(1 + 0,1269 A? + 0,0407 A*
+ 00153 A® + 0,0062 A® - ...) . (21)

En faisant A = 1 dans (21), on trouve bien:

1

hy = 0,00285(1,1930) = 0,003300 ,  soit 5o

9. — Reprenons maintenant la relation (12):

1 ‘

50
fPA2dA = g = 5,3-" :I,S{l .
0

En remplacant, dans le premier membre, g par p,(1—0,740A%),
il vient: :

1 74 *
po(g— O—5LO> = 1,84 = 0,1853p, ;

! Ce rapport valait 2,02 avec les anciennes données de % et g.
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et enfin: ,
6, = po (1 -— 0,740) = (9.93) (0,260) —= 2,6 ,

résultat qui s’accorde bien avec la valeur actuellement adoptée
pour la densité moyenne superficielle. Les valeurs numériques
obtenues jusqu’ici sont donc d’accord avec I'expérience; seule,
la valeur p, ne peut étre controlée.

10. — Reprenons les expressions (16) et (21):

R = A [1 — h cos®* ) — —i— h? sin® 6 . cos? 6] , (16)

h = 0,00285 [1 + 0.1269 A? + 0,0407 A*
40,0153 A% + 0,0062 AS + ...]+  (21)

On en tire ’égalité suivante:

{ R = A(14 0,00285cos?6 — 0,0000122 sin®§ . cos®f)

| + A%(0,0003617 cos28 — 0,0000030 sinZ6 . cos? f)
+ A5(0,0001160 cos26 — 0,0000012sin%6. cos?f)
+ A7(0,0000436 cos2( — 0,0000005 sin®0 . cos? §) (22)
-+ A®(0,0000117 cos*) — 0,0000002 sin?6 . cos? )

+ A1 (0,0000072 cos20 — 0,0000001 sin®6. cos? )
-4 0,0000029 cos?0 A 4+ 0,0000009 cos? AP

d’ou I'on pourra déduire A en série de puissances croissantes
de R, par un calcul de retour de série; et, portant cette expres-
sion de A dans la formule de Roche, on aura p en fonction de
R et 6.

Mais il est préférable de procéder par approximations succes-
sives pour calculer la valeur de p en un point donné (R, 0); on
choisit une valeur approximative & < h,; on en déduit, par (16),
une premiére valeur approchée de A; celle-ci, portée dans (21),
fournit une nouvelle valeur de %; d’ou, par (16), une meilleure
approximation de Aj; et ainsi de suite; deux ou trois essais
donneront la valeur définitive de A; et 'on portera cette

derniére dans:
= (1 — 0,740 A%) |

-0
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Remarque. — On a d’ailleurs aussi:

A = R[i 4 h cos® 6 + A2 cos2ﬁ<1 -}—%sin? ﬁ)] ;
A? = R?[1 + 2 hcos® 6 + h%(3 cos® 0 + sin? 6 cos? 0)] ,
e = ¢ [1 — 0,740 R*(1 4+ 2 kh cos® §

4+ 3 h%cos? 0 4 A?sin? 0 cos?0)] ;  (23)

formule qui peut étre commode dans certains cas.

, . . : 1
11. — En résumé, par Padoption des valeurs h{®) = et
294

1
R s . X
) = 988,42 de seconde approximation, et en conservant pour

la suite I’équation de Clairaut et 1’hypothese de Roche, on
obtient une valeur numérique convenable (2,6) de la densité
moyenne superficielle de la Terre.

Quant a la densité centrale trouvée (9,9), elle est un peu plus
faible que celle indiquée par certains auteurs (10,5 ou 10,8);
mais ces valeurs sont incontrolables.
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