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LA SECONDE APPROXIMATION

DANS LE

PAR

R. WAVKE

Cet article fait suite au precedent1 dans lequel se trouve

expose l'essentiel de notre methode. II nous sera sans doute

permis d'etre bref et de ne pas reproduire certains calculs

sans difficulte theorique. Nous passerons de la premiere ä la
deuxieme approximation; on pourrait entreprendre aussi la
troisieme et les suivantes, le procede est toujours le meme.
Les notations dejä employees seront rappelees dans un premier
paragraphe.

§ 1. — Les notations.

M sera la masse totale, i la constante de l'attraction universelle,

a la vitesse angulaire, Q le potentiel de la force centrifuge,
S une surface equipotentielle pour le champ de la pesanteur,
t le rayon polaire de cette surface, p (t) la densite sur S, 0 le

centre de l'astre, Po le pole de S, g0 la pesanteur en P0, U0 le

potentiel newtonien en P0, g la pesanteur en un autre point P
de S, R le rayon vecteur OP, o le complement de la latitude

1 Sur un procede uniforme dans la recherche des figures plane-
taires, Archives, (5), 11, p. 131 (1929).
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geocentrique de P ou angle P0 OP, ip la longitude de P, f la
difference des rayons OP et OP0 et e cette difference rapportee
ä t que nous appellerons aussi deformation.

Les quantites f et e sont fonctions de t, 6, if et l'on a:

R (t 0 <t) t + £ (<, 0 iji) £ {t, 0 A) te (t, 0 it) ;

Sx sera la surface libre, tx son rayon polaire, Z le volume

compris entre S et Sa, V le volume interieur ä S, D la densite

moyenne de la matiere repartie dans V, V' le volume compris
entre S et une sphere de meme pole, sphere de rayon <; dV,
dZ, dV' seront les elements des volumes V, Z, V', dn sera un
element de normale ä la surface S, dQ, un angle solide elemen-

taire, r la distance d'un point potentie ä un point potentiant;
x, y, z seront trois axes orthogonaux, Faxe de rotation sera

oz et enfin A, B, C seront les moments d'inertie de la planete

par rapport aux axes x, y, z respectivement.

§ 2. Les elements gäom^triques du Probleme.

Les surfaces S ont la connexite de la sphere dans la planete
et dans son voisinage, elles admettent toutes un meme plan
de symetrie comme M. Lichtenstein l'a demontre.

Tant qu'il s'agissait de la premiere approximation, on

pouvait negliger 1'angle v de la normale ä S en P avec le rayon
vecteur, car cet angle n'intervenait que par son cosinus comparable

a 1 an second ordre pres. Maintenant, au contraire,
il faudra calculer ce cosinus. Au troisieme ordre pres on a,
en effet:

gdn g„dt dZ dSdn cos v dS

^ - cosy dZ R2 — dt dQ to 2d\'dt dt dt

gds
ö K cos^ v

öT

A Favenir, nous representerons le sinus par s et le cosinus

par c, pour abreger.

R2dQ

Archives. Vol. 11. — Juillet-Aoüt 1929. 14
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Cette convention faite, determinons l'angle v. Les coor-
donnees de P sont:

x RsOctl y — Rsflstl z Rc9

Les cosinus directeurs du rayon vecteur OP sont:

P sÖcit P s0s<i P c9
X T ' y ' Z

Les parametres directeurs de la normale en P sont, en coor-
donnees curvilignes e et ip:

yj P (y. z) x T>(z, x) N D(*, y)
1

35 D(0, 4) ' x
y D (0 <1) - D(6, 4»)

'

Le cosinus de l'angle v que font ces deux directions est

donne par la relation:

P^ N„ + P N + P N.
^ ^ xx' yy z z

« + + niy
On trouvera, tout calcul fait:

(Ö
R\2 /ÖR\2

ö~Ö 1 Ö+

R/ + i2 0
V R /

§ 3. Les equations a resoudre.

Les deux equations qui jouent un role si important dans

notre methode sont: l'equation de Poincare transformee:

L ffgds + ifff^dz + i. fffdY -iM o
- <32>

et la suivante:

Uf-rdS + lfff~dZ + '£/// 7<*V-u0+Q °

(33)
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Cette derniere doit etre verifiee quelle que soit la position
du point potentie ä l'interieur de S, U0 doit etre pris au pöle
de S et Q au point potentie.

Soient, de nouveau, r et t' les distances ä l'origine 0 des

points potentie et potentiant. L'inverse de la distance r se

developpera de nouveau en serie de polynömes de Legendre Xq:

11/ T T? \
7 ?(x„ + x1? + + Xj— + ...J

t pourra etre pris aussi petit qu'il le faudra, par exemple
4

t < jt+, tandis que t' satisfait ä la relation t' >t+. Le develop-

pement est absolument et uniformement convergent.
lEn rempla<jant — par son developpement dans (33) et

identifiant les deux membres, on trouve la suite des equations:

Iffx r r rx ?dz "2 rrrz dy'
4TC J J $ tJ fJ *J 9 277 *)*)*) 1 ^/£+i

(iM
— — tu2*3 pour q — 1

(34)
U0 — co2t2 » q 0

V '

7"X2(ce) » 1 — 2

y 0 pour q 1,3,4,5,6,...

La premiere ligne q — — 1, correspond ä 1'equation de

Poincare. Nous convenons de poser X_, 1.

§ 4. Les premiers polynömes de Legendre.

Rappeions les valeurs de X0, X2 et X4:

xo(cY) 1 ;

XÜ(C Y) 7C2Y — 7 ;

V / \ ^4 ^2 1

^
X4(cT) "g c Y 7 c Y + 7
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On tire de lä les relations suivantes:

(35)

Les polynömes Xx et X3 ne nous interessent pas.

§ 5. Les equations au troisieme ordre pres.

Le carre de la vitesse angulaire to2 et la deformation e sont
des quantites petites; nous prendrons en consideration les

termes du premier et du second ordre en «2 et e, et nous negli-
gerons les termes d'ordre trois et d'ordre superieur.

On trouve par exemple:

les quantites gdS, dZ et dV' du § 2 s'exprimeront au moyen
de e; en portant ces differentes expressions dans le tableau (34),

on trouvera, tout calcul fait, le nouveau tableau, vrai au
troisieme ordre pres:

|\ - (1 + q) e + | (q + 1 )(q + 2)

Comme l'on a:
R t + te

(i ~E + G)\dQ

+ i f otl~Ut ff(L + F + H)X?rfQ

(36)

pour <y 1.3,4,5,6,...

pour q — — 1
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Les symboles E, F, G, H representent les expressions sui-

vantes:

^&eE qe + t-
F (2_f)e + i|f
„ 1 öe / öeV /öe\2 1 /de\2G j 7(7 + ')« + (?+')«/ ^ + (t ^
H -J — 1) (</ — 2)«2+ '

Remarquons que E et F sont du premier ordre en e et ses

derivees tandis que G et H sont du second ordre.

§ 6. Le principe des approximations.

II convient de mettre en evidence des facteurs o>°, w2, ft>4 dans
les termes qui correspondent aux approximations d'ordre 0,1, 2.

Pour cela nous poserons:

e 0 + fo2«'1' + w4e'"'

oo £o,o + d" tü4ro,2 '

U„ — U0 0 + üj2 U^, ^ + to4 U0^2 -

Nous portons ces expressions de e, g0, U0 dans le tableau (36).
Ce dernier devra etre satisfait identiquement en o>, t, a, i/».

On identifiera, tout d'abord les termes en o>°, puis ceux en
«2 et enfin ceux en w4; cela nous donnera les approximations
d'ordre 0. 1, 2. On pourra, en faisant l'une de ces approximations,

tenir compte des resultats de la precedente. Cette recherche
se poursuit done comme une iteration. Les calculs sont pratique-
ment un peu long et il est bon d'avoir un principe de verification
qui rende les erreurs de calcul tres improbables. Celui que nous
avons employe consiste ä tirer g0 et U0 des equations et ä verifier
la relation:
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Le signe (—) provient de ce que Ton evalue g0 positivement
du cote des t decroissants, vers le centre. On devra avoir par
identification en ft) aux trois etapes:

rfU0.1 ^0,2
°°'° ~ df ' So>* ~ dt~ ' So''2 ~~ dT '

Et maintenant nous ne reparlerons plus de ces verifications.

7. L'APPROXIMATION D'ORDRE ZERO.

Identifions les termes independants de m dans le Systeme (36)"
Les quantites E, F, G, H, e, n'interviennent pas car elles

contiennent ft)2 en facteur. Le terme 1 des parentheses est

orthogonal aux polynomes Xx, X2, II ne reste que les deux

equations relatives a } — 1 et y 0:

h

j?0># i2 — iM — ir.i j* p t2dt

(38)
/i

Uo,o «V + !itAf ?tdt

Ce sont les relations qui conviendraient ä un astre immobile
et spherique: ft) 0, e 0. Les integrales disparaissent si t > tu
on retrouve, alors, l'attraction et le potentiel dus ä une sphere
de masse M k l'exterieur de celle-ci.

§ 8. L'APPROXIMATION D'ORDRE UN.

Identifions les termes en ft)2 dans le Systeme (36). Les fonctions
G et H n'interviennent pas car elles contiennent ft)4 en facteur
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f/ / F[e<1)-1 VQ
t

pour 5 — 1 (39)

q 0

» q 2

1,3,4,5,6
Nous avons fait passer les termes en goa et U0A qui ne dependent

pas de e(1) aux seconds membres. Les fonctions E et F sont
formees ä partir de e'1', ce qui proviendrait de er> etant d'ordre

quatre. Le Systeme (39), est celui qui a ete degage de 1'etude

precedente, c'est une nouvelle forme du Systeme (8). On passerait
de ce dernier au Systeme (39) en mettant en evidence dans (8)

l'approximation d'ordre zero, ce que nous n'avions pas juge
necessaire de faire tout de suite dans 1'etude precedente.

§ 9. L'approximation d'ordre deux.

Identifions les termes en w4. On trouvera, apres avoir fait
passer au second membre ce qui ne depend pas de e(2):

Tff E[e<2,]X?rfQ— '/ ?tL~qdtff F[e<2>]X?dfl
t

— Jf E[e(1>]X?dQ + JJ G[e(1»]X?dQ

+ i f 9t'-idtff HO'bjX^Q + ^t2~qff ewXqdQ (40)

t

g02<2 pour q — 1

So,2^ ^0,2 " q — 0

0 »5 2

0 pour 5 1,3, 4, 5, 6,

et I on trouve:

f Ce [e(1)J XdQ —

| i'3 + So,x*

_
| *2 + So,i1 - U0,1

-jX,(ce)
\ 0 pour 5
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A part les termes sous l'accolade, les seconds membres ne

dependent que des valeurs g0 n, g01, e(n, calculables ä partir des

systemes (38) et (39) des approximations precedentes.
Les fonctions inconnues dans (40) sont e(2), g0 2 et U0;.

§ 10. L'APPROXIMATION D'ORDRE DEUX, SUITE

TRANSFORMATION DU SYSTEME.

Pour chaque valeur t, l'aplatissement, fonction des deux
variables e et ip est developpable en serie de fonctions spheriques
fondamentales (voir premier memoire, page 138), ce qui donne:

e (<, 0 i[i) (t) Xj (c 0) -f- untres fonctions spheriques en 0 et ^
o

C'est ainsi que nous ecrirons le developpement formet de e{2\

Quant ae!,), la premiere approximation nous a fourni la formule:

e'1' a (t) s26

Les fonctions E, F, G, H de e(i) s'expriment done au moyen
des expressions:

öe(1)
20

öe(1) „ „ ß
öe(l)

t ta .-.20 2as0c0 C

ö t 00 0«^

Les fonctions eM), E, F, G, H de e'l) s'expriment en s2o,

s26c2(t, s4ö, que nous convertissons en polynömes X2 et X4

par les formules du § 4.

Puis on tiendra compte des relations d'orthogonalite des

fonctions spheriques fondamentales et des polynömes de

Legendre (voir page 138). Les integrales spheriques disparai-
tront comme dans Particle precedent. On trouvera, alors, un
Systeme (40) transforme et mis sous la forme du tableau
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suivant, dit tableau T:

— 4jui j*><1-9 j^(2 — q) e(2> + t d*

» — i ^o,i'2(— a + ta') + yg £o,o'2l>2 + (<a')2J + I '3® + So-Z1'

+ J'P'2(^®2 + 2«<a') dt pour q — 1 et e'2'= ;

t

k — § §o,\tta' + f5 go,o'la' + ata' + C«')2J + I f'a + g«,z'

— ^0,2 + • 47ui j p t {a% + ata') dt pour 7 0 et e^2' gj,2'

k
^ £0,1*

' (2® + ta') — go,«' M5«2 + 6®<®' + 2(<a')2]

4 16
''

— 1 a
21 ' ^'CISata'dt pour q 2 et e^2' :

;> ^ #00<~3[6a2 + 5«*«' -j- {ta')2] + ~ 4%i j*p£~3 (a2 — ata') dt

m (2)
pour 7=4 et eK ' e\ ;

a 0 pour 7= 1,3, 5, 6,7, e^2' 42). ' e6' • 4'' —

respectivemeut el pour toute autre fonction spherique que X0, X,,
X4, quel que soil 7 1, 2, 3, 4, 5,

Pour la seconde approximation, ce tableau T joue le röle du

Systeme (9) de la premiere.



222 LE PROBLEME DES FIGURES D'EQUILIBRE

§ 11. LE THEOREME ANALOGUE A CELUI DE LAPLACE.

En remplagant g0)0 par sa valeur en la densite moyenne D:

la derniere equation du tableau T s'ecrit sous la forme:

I m2~q(le + tj)= htUq [<2 - 1) « + < J] dt (41)

Cette equation est identique ä l'equation (10) de la premiere
approximation. On sait par 1'etude precedente qu'elle exprime
que le coefficient eq ne figure pas dans le developpement de e.

Dans farticle anterieur, eile nous apprenait que tous les

coefficients, sauf et eff1 etaient identiquement nuls. Maintenant,
elle nous apprend de meme que tous les coefficients, sauf

e^\ e<2) et e^2), sont identiquement nuls. La fonction e<2) ne

depend done que de t et de «; elle est de la forme:

e<a» em-{t) + e(2) (0 X, (C0) + ef (<) x4(cfl)

La seconde approximation introduit un terme en X4(c«), mais
elle rC introduit aucune autre fonction spherique.

Les surfaces d'egale densite sont encore de revolution.
Pour o 0, e'est-a-dire sur l'axe polaire, on a Xa 1

et il faut que e(2) soit nul, quel que soit I; on a done entre les

trois coefficients l'identite:

e[2)(t) + e<2,(I) + e^(t) 0 (42)

On retrouverait encore les equations (41) pour une approximation

d'ordre n 3, 4, 5, Elles exprimeraient toujours
l'absence de certaines fonctions fondamentales dans le developpement

de e.
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§ 12. Resolution des equations pour l'exterieur
de l'astre.

Dans le tableau T, les seconds membres peuvent etre calcules

explicitement ä partir de la solution donnee de la premiere
approximation. Nous avons vu que les quantites g0 0, gn i, a, ta'
s'expriment en dehors de la planete, au moyen d'une seule

constante k. En posant pour simplifier:

X —2iM '

nous avions, page 142, les valeurs suivantes rapportees ä a:

n°,o 2X1 ' &°>l "
a X (ts — 3kC2) ta' 3X (ts + 2kt'2)

On peut substituer ces valeurs dans les seconds membres de T,
les integrales de t ä tx disparaissent ä l'exterieur et l'on peut
resoudre les equations q 2 et q 4 en e^2) et e^2>, puis
determiner e(2) par l'identite (42) et les equations q 0 et

q — — 1 donneront ensuite U0 2 et g0 „
11 n'y a lä que des calculs sans interet theorique et l'on trouve

les expressions que voici:

u0j2 2X (- k, r3 - r5 + g i»!-5) (43)

2 x (- 3k, r4 - 5*, r6 + g P r6) (44)

ei2) 4X2 (i l° ~ j kt + ~ y p r*) - (45)

<£> 4 X2 ^— y te + ykt- klr2 + I*2«-4) (46)

Les symboles Aq et &2 representent deux nouvelles constantes.
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§ 13. Autres expressions de la deformation.

On peut repasser de l'expression de la deformation en

polynöme de Legendre:

e w2 e'1' + (oJe(1)X, + w4e<2) + <o4e(2,X, + w4e(2)X, (48)
0 2 0 2 4 X/

ä l'expression en le sinus de ft et l'on trouve:

e tu2aX.s20 + (D4ßX2429 + w4yX2.S'40 (49)

oü les trois fonetions a, ß, y de t ont la forme suivante:

a Is — ZkC2

ß T= — 3/1 4- 3/ijT2 + 10Z,«-4 — ^Z2r4

V Si6 — 3/7
2 2

Le terme en a n'est autre que celui qui repond ä la premiere
approximation. L'equation des meridiennes de la surface libre
et des surfaces S exterieures ä l'astre s'ecrit done en coordonnees

polaires R et e:

R t + Xw2s20(a -p ßXa)2 -p yXüj2s20)

La seconde approximation modifie legerement le terme
en s2ft de la premiere et introduit un terme petit en s*ft.

§ 14. Les moments d'inertie en seconde approximation.

Nous avons dejä forme, page 143, l'expression exacte mais

theorique des moments d'inertie et de leurs differences. Ces

dernieres so deduisent les unes des autres par permutation
des lettres. On avait en particulier:

4tc£(A — B) fJ (y2 - x2)gdS + 2w2 fff (y2 — x2) d\
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La surface S doit etre exterieure ä l'astre et rester fermee,
ä part cela, eile est quelconque et peut coi'ncider avec la surface
lib re.

Mettons de nouveau en evidence la sphere de memes pöles

que S et la marge V'. Pour la sphere, la derniere integrale est

nulle et il reste:

4-i'(A — B) JJ (f — x2)gdS + 2to2 J*JJ (f - x2)dY'

Additionnons les deux formules relatives ä C — AetaC — B

et tenons compte qu'en fait A B pour une figure de revolution.
On obtient:

8 r.i(C, — A) ff (.r2 + j2 - 2z2)gdS

+ 2to2 J fJ (x2 + J8 — 2z2)d\'

Au troisieme ordre pres on trouve facilement:

+e-t£ + + (^)2]^Ü
to2rfV' oj2t3edQ

x2 + r2 — 2j2 R2(.s20 — 2c20) — 2<2 (1 + 2e + e2)X2(c0)

Portons ces valeurs dans l'expression de la difference C — A
en remplagant e par sa valeur (48) et Ton trouvera, tout calcul
fait:

i{C — A) — to2A- + 2Xto4Aj (50)

Au premier ordre, le dernier terme du second membre

disparalt et Ton retrouve la derniere formule, page 144, de

Particle precedent.
La constante C — A est liee, on le sait, ä la constante J de

la precession des equinoxes, car on a:

La constante corrective Aq pourra etre determinee par (50),
mais je ne chercherai pas dans cet article d'ordre essentiellement

mathematique a interpreter ces resultats dans le langage de

la geodesie et de la mecanique celeste L

1 Les travaux anterieurs sur ce sujet sont mentionnes dans le
fascicule XIII du Memorial des Sciences mathematiques, Paris, 1926.
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