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LA SECONDE APPROXIMATION

DANS LE

PROBLENE DES FIGURES DEQUILIBRE

PAR

K. WAVRE

Cet article fait suite au précédent! dans lequel se trouve
exposé I'essentiel de notre méthode. Il nous sera sans doute
permis d’étre bref et de ne pas reproduire certains calculs
sans difficulté théorique. Nous passerons de la premiére & la
deuxiéme approximation; on pourrait entreprendre aussi la
troisiéme et les suivantes, le procédé est toujours le méme.
Les notations déja employées seront rappelées dans un premier
paragraphe.

§ 1. — LES NOTATIONS.

M sera la masse totale, ¢ la constante de I’attraction univer-
selle, w la vitesse angulaire, () le potentiel de la force centrifuge,
S une surface équipotentielle pour le champ de la pesanteur,
t le rayon polaire de cette surface, p (f) la densité sur S, O le
centre de l'astre, P le pole de S, g, la pesanteur en P,, U, le
potentiel newtonien en P,, g la pesanteur en un autre point P
de S, R le rayon vecteur OP, ¢ le complément de la latitude

! Sur un procédé uniforme dans la recherche des figures plané-
taires, Archives, (5), 11, p. 131 (1929).
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géocentrique de P ou angle P,OP, y la longitude de P, ¢ la
différence des rayons OP et OP, et e cette différence rapportée
& ¢ que nous appellerons aussi déformation.

Les quantités ¢ et e sont fonctions de ¢, 6, ¢ et 'on a:

R(t,0,4) =t 4+ ¢(t,0,¢), <(t,0,0) =te(t.0,9);

S, sera la surface libre, {, son rayon polaire, Z le volume
compris entre S et S,, V le volume intérieur a4 S, D la densité
moyenne de la matiére répartie dans V, V' le volume compris
entre S et une sphére de méme pole, sphére de rayon ¢; dV,
dZ, dV' seront les éléments des volumes V, Z, V', dr sera un
élément de normale & la surface S, d{) un angle solide élémen-
taire, r la distance d’un point potentié & un point potentiant;
x, Y, z seront trois axes orthogonaux, I’axe de rotation sera
oz et enfin A, B, C seront les moments d’inertie de la planéte
par rapport aux axes z, y, z respectivement.

§ 2. LEs ELEMENTS GEOMETRIQUES DU PROBLEME.

Les surfaces S ont la connexité de la sphére dans la planéte
et dans son voisinage, elles admettent toutes un méme plan
de symétrie comme M. Lichtenstein I’a démontré.

Tant qu’il s’agissait de la premiére approximation, on
pouvait négliger I'angle » de la normale & S en P avec le rayon
vecteur, car cet angle n’intervenait que par son cosinus compa-
rable 4 1 au second ordre prés. Maintenant, au contraire,
1l faudra calculer ce cosinus. Au troisiéme ordre prés on a,
en effet:

gdn = g,dt , dZ = dSdn , cosv dS = R2dQ ,
dn oR oR
o2 5 — Rz2% 2V’ — p2g2
2t =7 ©08 v dZ R btdtdQ' w2dV w?t?edQ
1 1
o — 2 -
gd5 8 R DR.cosz’de
ot

A Tavenir, nous représenterons le sinus par s et le cosinus
par c, pour abréger.

ArcHives. Vol. 11, — Juillet-Aot 1929. 14
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Cette convention faite, déterminons l’angle ». Les coor-
données de P sont:

a = Rsbcd , y = Rsbsd 3 = Reb .
Les cosinus directeurs du rayon vecteur OP sont:

P, = scd , P, = sbsd , P, = ct .

x Yy z

Les paramétres directeurs de la normale en P sont, en coor-
données curvilignes 6 et y:

. _ Dl 3 . D, a) _ D, y)
Y2 =Dy T DE.Y . =T DY

Le cosinus de 'angle v que font ces deux directions est
donné par la relation:

P,N, + P N + PN,

(v + N+ XY

On trouvera, tout calcul fait:
d Ry o Rye
1 BF) 1 (ﬁ)
oy LT (‘R* T \R/

§ 3. LES EQUATIONS A RESOUDRE.

Les deux équations qui jouent un roéle si important dans
notre méthode sont: I'équation de Poincaré transformée:

S Sasvifffeanv D [[fav—m=0. @

et la suivante:

LSS i fff s LS v vsa=o,

(33)
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Cette derniére doit étre vérifiée quelle que soit la position
du point potentié & I'intérieur de S, U, doit étre pris au pole
de S et Q au point potentié.

Soient, de nouveau, 7 et ¢’ les distances & 1'origine O des
points potentié et potentiant. L’inverse de la distance r se
développera de nouveau en série de polyndémes de Legendre X :

1

> - T Tq
=_t7(kﬂ+ 4\1?—{— e + Xqﬁ"l_ -..) 3

l

T pourra étre pris aussi petit qu’il le faudra, par exemple
T < %ﬁ, tandis que ¢’ satisfait & la relation ¢’ > ¢*. Le dévelop-
pement est absolument et uniformément convergent.

En remplacant % par son développement dans (33) et

identifiant les deux membres, on trouve la suite des équations:

wS S b i LSS 2 S X

iM—%—m?‘ts pour g = — 1
(34)
UD — w2 » qg = 0
5 Xa (ct) g =2
0 pour ¢ =1,3,4,5,6, ..
La premiére ligne ¢ =-—1, correspond a I'équation de

Poincaré. Nous convenons de poser X_, = 1.

§ 4. LES PREMIERS POLYNOMES DE LEGENDRE.

Rappelons les valeurs de X,, X, et X,:

Xoley) =1

. 3 1

X (ey) = §C2Y_§ ;

. 35 15 3
Xefev) = gty — v+ 5
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On tire de 1a les relations suivantes:

2 7
sty = g (1 — Xy,
8 16 8
4 S e - - 7 L,—
Y=g g R Tt (29)
2 2 8 .
Sy =t gt gt

Les polynomes X, et X; ne nous intéressent pas.

§ 5. LES EQUATIONS AU TROISIEME ORDRE PRES.

Le carré de la vitesse angulaire w? et la déformation e sont
des quantités petites; nous prendrons en considération les
termes du premier et du second ordre en w?* et ¢, et nous négli-
gerons les termes d’ordre trois et d’ordre supérieur.

On trouve par exemple:

1 1
= (e o lg g+ e
th—i-l -

Comme lon a:
R=1¢+4 te,

les quantités gdS, dZ et dV’' du § 2 s’exprimeront au moyen
de e; en portant ces différentes expressions dans le tableau (34),
on trouvera, tout calcul fait, le nouveau tableau, vrai au troi-

siétme ordre pres:

U :
st [ [ —E 46X, d0

f

4 if;tl-qcuff(i + F + H)X dQ

t

-+ ;‘)—im—qtffequfl (36)
tM — §w2t3 pour g = — 1
U, — w2 » g =0
. -%2}{2(06) » q = 2
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Les symboles E, F, G, H représentent les expressions sui-
vantes: '

oe
E: e
qe-l-l‘bt,

ae

F = (2 — __

( q)e—l-tbt,

de ve\2 de\? 1 /oe\?

2 ol i e = =E
gl + Ne + (g + Vet +(tbt) +(bﬂ) +329( ) .

de
wn O — . 2 — ——
H=5lg—Ug—2e + (1 —qlet—.

- b

Remarquons que E et F sont du premier ordre en e et ses
dérivées tandis que G et H sont du second ordre.

§ 6. LE PRINCIPE DES APPROXIMATIONS.

I1 convient de mettre en évidence des facteurs »°, w2, o* dans
les termes qui correspondent aux approximations d’ordre 0, 1, 2.
Pour cela nous poserons:

e = 0 + wm2ell) + wel?

_ 2 "
go = 8o T @ 81 + W29 -

Ug = Ujy + 02U, + 0tU,, .

Nous portons ces expressions de e, g,, U, dans le tableau (36).
Ce dernier devra étre satisfail identiquement en o, t, 8, .

On identifiera, tout d’abord les termes en ®° puis ceux en
®? et enfin ceux en w?; cela nous donnera les approximations
d’ordre 0, 1, 2. On pourra, en faisant I'une de ces approxima-
tions, tenir compte des résultats de la précédente. Cette recherche
se poursuit donc comme une itération. Les calculs sont pratique-
ment un peu long et il est bon d’avoir un principe de vérification
qui rende les erreurs de calcul trés improbables. Celui que nous
avons employé consiste a tirer g, et U, des équations et & vérifier
la relation:

du,

B = — 4 - (37)
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Le signe (—) provient de ce que 'on évalue g, positivement
du coté des ¢ décroissants, vers le centre. On devra avoir par
identification en @ aux trois étapes:

dU, , dU, , U,

o = o o . ==
20,0 di 30,1 dt ' 002 dt

Et maintenant nous ne reparlerons plus de ces vérifications.

§ 7. L’APPROXIMATION D’ORDRE ZERO.

Identifions les termes indépendants de m dans le systéme (36)°
Les quantités E, F, G, H, e, n’interviennent pas car elles
contiennent ®? en facteur. Le terme 1 des parenthéses est
orthogonal aux polynémes X,, X, .... Il ne reste que les deux
équations relatives 4 ¢ = —1 et ¢ = 0:

31
Sop 12 == IM — 4=i [‘Qt?dt :
:
(38)

21

Upy = oot + 47 [Tptde .
t

Ce sont les relations qui conviendraient & un astre immobile
et sphérique: w = 0, e = 0. Les intégrales disparaissent si? > ,,
on retrouve, alors, 'attraction et le potentiel dus a une sphére
de masse M a I’extérieur de celle-ci.

§ 8. L’APPROXIMATION D’ORDRE UN.

Identifions les termes en w? dans le systéme (36). Les fonctions
G et H n’interviennent pas car elles contiennent w* en facteur
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et on trouve:

DMIQI'[E‘[C”JX dQ“’IPt_gff (1)Xd£2

—;—t3 + go,ltz pour g = — 1 (39)
4 gat— Ugy d q =20
——1X2(09) » g =

3
0 pour g =1,3,%4,5,6, ... .

Nous avons fait passer les termes en g, , et U, ; qui ne dépen-
dent pas de '’ aux seconds membres. Les fonctions E et F sont
formées & partir de '’ ce qui proviendrait de ') étant d’ordre
quatre. Le systéme (39), est celui qui a été dégagé de I'étude
précédente, ¢’est une nouvelle forme du systéme (8). On passerait
de ce dernier au systéme (39) en mettant en évidence dans (8)
Papproximation d’ordre zéro, ce que nous n’avions pas jugé
nécessaire de faire tout de suite dans I’étude précédente.

§ 9. L’APPROXIMATION D’ORDRE DEUX.

Identifions les termes en w? On trouvera, aprés avoir fait
passer au second membre ce qui ne dépend pas de e:

; y
e [ [REx a0 —i f IP“"”ff S F X, a0
t

_ %y [ (EEMX 800 19 " G le]X, dQ
!mt ff [e]qu+4ﬁt '/f [3]4

t
" itflpﬂ'?dtbf'fﬂ[e“)]ngg} e i:__'ﬁ—qffe(nqug (40)
t - v

8o,z pour ¢ = —1
¢ gO,Zt — U0,2 » g =20
0 » q 2

0 pour ¢ = 1,3,4,5,6, ...
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A part les termes sous laccolade, les seconds membres ne
dépendent que des valeurs g, , g, €', calculables & partir des
systemes (38) et (39) des approximations précédentes.

Les fonctions inconnues dans (40) sont ¢, g, , et U ,.

§ 10. L’APPROXIMATION D’ORDRE DEUX, SUITE
TRANSFORMATION DU SYSTEME.

Pour chaque valeur 7, Paplatissement, fonction des deux
variables 6 et @ est développable en série de fonctions sphériques
fondamentales (voir premier mémoire, page 138), ce qui donne:

(==}

o
e(t. 6,9 :2 e, (1) Xq (¢8) + autres fonctions sphériquesenfetd .
q=0

C’est ainsi que nous écrirons le développement formel de e'*,
Quant & '), la premiére approximation nous a fourni la formule:

e = a(1)s20 .

Les fonctions E, F, G, H de ¢! s’expriment donc au moyen
des expressions:

(1) ) m
1 08 s iS00 : 0 — 2450¢H ; oe

=0 .
ot of o

Les fonctions ¢, E, F, G, H de ¢'"’ s’expriment en s24,
s?6¢%6, s16, que nous convertissons en polynémes X, et X,
par les formules du § 4.

Puis on tiendra compte des relations d’orthogonalité des
fonctions sphériques fondamentales et des polyndmes de
Legendre (voir page 138). Les intégrales sphériques disparai-
tront comme dans Darticle précédent. On trouvera, alors, un
systéme (40) transformé et mis sous la forme du tableau
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suivant, dit tableau T :

./ SIE)
1og (ge® + ¢ %€
80,0t (‘T . T

4
)]
= 4nif‘pz1-€ [(-2 —q)e? + t%_] dt
t

i 2 ’ 8 5 4
A =g 80a (= a + 1) + g5 £, [ + (10)] + g o + g,

f
8 : :
+ i3 - flm‘fpﬂ (3a? + 2ata’) dt pour g=—1"et &V =el® ;
¢
2 2 4 8- 2 r na 4 2
=g 8o 1 tta’ + i go,ot[a + ata’ + (ta’)?] + 3 t’a + g, ot

51
. 3 . : :
—Ups + 15 - ’n:l-/'pt(a2 + ata’}dt pour g=0 et e(2)=e1()2) ’

¥
t

L 801! (2a + ta’) — 5 800t [5a® + 6ata’ + 2(ta’)?]

ty
4 1 . : .
— :T; a + 2%; ér:zf_ot_lata’dt pour g =2 et e = e(;) ;

t

i
8
gz S0 t3[6a? + Sata’ + (ta')?] + g% : 41:ifpt_3 (a® — ata’) dt
4

pour ¢ =4 et e = ef) -

’

a 0 pour =1, 3,8, 6, 7, e?),e(z) el?

L@ L@
2, 5-,6%’,4’...

respeclivement el pour toute autre fonction sphérique que X,, X,,
X,. quel que soit ¢ =1, 2, 3, 4,5, ... .

- Pour la seconde approximation, ce tableau T joue le réle du
systéme (9) de la premiére.
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§ 11. LE THEOREME ANALOGUE A CELUI DE LAPLACE.

En remplagant g,,, par sa valeur en la densité moyenne D:

la derniére équation du tableau T s’écrit sous la forme:

121 .
1 9 de » i de
‘g Dz q(qe of tE}) =fpt1 q[(l—q)e + t-a?] dt . (41)
t

Cette équation est identique a I’équation (10) de la premiére
approximation. On sait par I'étude précédente qu’elle exprime
que le coefficient e, ne figure pas dans le développement de e.
Dans Yarticle antérieur, elle nous apprenait que tous les coeffi-
cients, sauf eg“ et ei” étaient identiquement nuls. Maintenant,
elle nous apprend de méme que tous les coefficients, sauf
¥, e et ), sont identiquement nuls. La fonction e® ne
dépend donc que de ¢ et de 6; elle est de la forme:

e = () + o (1) X, (c0) + P (1) X, (c0) .

La seconde approximation introduit un terme en X, (c#h), mais
elle n’introduit aucune autre fonction sphérique.

Les surfaces d’égale densité sont encore de révolution.

Pour 6 = 0, c’est-a-dire sur I'axe polaire, on a X, = 1
et il faut que €® soit nul, quel que soit £; on a donc entre les
- trois coefficients I'identité:

e () + e () + D) =0. (52)

On retrouverait encore les équations (41) pour une approxi-
mation d’ordre n = 3, 4, 5, .... Elles exprimeraient toujours
Pabsence de certaines fonctions fondamentales dans le dévelop-
pement de e. '
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§ 12. RESOLUTION DES EQUATIONS POUR L’EXTERIEUR
DE L’ASTRE.

Dans le tableau T, les seconds membres peuvent étre calculés
explicitement & partir de la solution donnée de la premiére
approximation. Nous avons vu que les quantités g, o, gy 1, @, ta’
s’expriment en dehors de la planéte, au moyen d’une seule
constante £. En posant pour simplifier: '

1
A=
2iM’

nous avions, page 142, les valeurs suivantes rapportées a o:
gﬁi i 3]ft_,* y
a = Wt — 3k, ta’ = 3\(13 + 2467 .

On peut substituer ces valeurs dans les seconds membres de T,
les intégrales de ¢ a ¢, disparaissent a I'extérieur et 1’on peut

résoudre les équations ¢ = 2 et ¢ = 4 en eff) et ef), puis
déterminer e[()z) par identité (42) et les équations ¢ = 0 et
g = — 1 donneront ensuite Upo et g9 -

IIn’y ala que des calculs sans intérét théorique et ’on trouve
les expressions que voici:

. » 5 , 36 ,.5
D0’2=21(— Rt — k7 4 2 kR ) , (43)
\ 36
fyg = 2K (_ Bhy 17! — 5ky 1™ 4 S A2 t*‘"’) , (%%)
2 7 3 v
65)2) = 4)\2 (E I:G _ g‘.t + A‘l t—z + 1{2 t—!* - 7 k2 t—i) ’ (!!‘5)
3(2) 412( & — 16 s 171 kt — [;1 t‘z + g-k:" t—4> 5 ([16)
6 6
e — (e _ O p 47
el = 422 (35 ag kit — hyt ) ; (47)

Les symboles k, et /&, représentent deux nouvelles constantes.
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§ 13. AUTRES EXPRESSIONS DE LA DEFORMATION.

On peut repasser de l'expression de la déformation en
polynéme de Legendre:

e = ool 4 wtelVX, + wtel® + otelX, + wteX, ,  (48)
a I'expression en le sinus de # et I'on trouve:
e = wlaks?0 + wiBAZs?0 + wiyh2sth (59)
ou les trois fonctions «, 3, y de ¢ ont la forme suivante:

a = {3 — 3]61-_2

;]

9
= 38 4 Bha Y L WOkT ™ — o B,

/

f

-

35 4
vy = 3 — 3kt — ?l'zt_* :

Le terme en « n’est autre que celui qui répond a la premiére
approximation. L’équation des méridiennes de la surface libre
et des surfaces S extérieures a 'astre s’écrit donc en coordonnées

polaires R et 6:
R=1t+ \o? s2ﬂ(a+ plw +T)\’JJ s 6) :

La seconde approximation modifie légérement le terme
en s24 de la premiére et introduit un terme petit en s*4.

§ 14. LEs MOMENTS D'INERTIE EN SECONDE APPROXIMATION.

Nous avons déja formé, page 143, 'expression exacte mais
théorique des moments d’inertie et de leurs différences. Ces
derniéres sc déduisent les unes des autres par permutation
des lettres. On avait en particulier:

47i(A — B) = ff 2 ) ods+9wszf — 2% dV .
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La surface S doit étre extérieure a l’astrla et rester fermée,
a part cela, elle est quelconque et peut eomelder avec la surface
libre.

Mettons de nouveau en évidence la sphére de mémes poles
que S et la marge V’'. Pour la sphére, la derniére intégrale est
nulle et il reste:

A—B)—ff(g ———:rz)gdS—i—meff P a?)dV’

Additionnons les deux formules relatives 8 C— A et 8 C—B
et tenons compte qu’en fait A = B pour une figure de révolution.
On obtient : |

87i(C —A) = [ [(2* + 9* — 25 gdS

+ 2w? (% + 7% — 22%)dV’ .
SIS

Au troisiéme ordre prés on trouve facilement:

. 2 __ 4 0e de oe
gdsS = gt [1—{—6 t +(bt> +(bﬁ):|dQ

mzdv’ =} t3edQ ,
2% 4 p? — 232 = R2(s20 — 2¢20) = — 2:2(1 + 2e + e2) X, (c) .

Portons ces valeurs dans I’expression de la différence C — A
en remplacant e par sa valeur (48) et 'on trouvera, tout calcul
fait:

I(C— A) = — ok + 2Xo?k . (50)

Au premier ordre, le dernier terme du second membre
disparait et I'on retrouve la derniére formule, page 144, de
Particle précédent.

La constante C — A est liée, on le sait, a la constante J de
la précession des équinoxes, car on a:

C—A

I s c

La constante corrective &, pourra étre déterminée par (50),
_mais je ne chercherai pas dans cet article d’ordre essentiellement
mathématique & interpréter ces résultats dans le langage de
la géodésie et de la mécanique célestel.

! Les travaux antérieurs sur ce sujet sont mentionnés dans le fas-
cicule XIII du Mémorial des Sciences mathématiques, Paris, 1926.



	La seconde approximation dans le problème des figures d'équilibre

