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Séance du 6 décembre 1928,

R. Wavre. — Sur les formules de Clairaut relatives a la géocdéste.

Considérons une masse fluide hétérogéne dont les différentes
particules s’attirent suivant la loi de Newton. Supposons que
Iéquilibre relatif soit réalisé et que cette masse que nous
appellerons une planéte tourne avec une vitesse angulaire o
autour de son axe polaire. Ses surfaces d’égale densité seront
définies par un paramétre ¢, elles doivent avoir un méme plan
équatorial de symétrie et elles seront supposées de révolution.
Nous désignerons par o (#) la densité, par g(Z) la pesanteur sur
I’axe polaire. Soit encore a(t) le rayon polaire, &(¢) le rayon
équatorial, ¢, (¢) la courbure moyenne sur I’axe polaire, ¢, () la
courbure moyenne dans le plan équatorial, de la surface i.
D’une relation (formule 4) donnée dans la séance du 16 février
1928 1 que je ne reproduis pas ici, on déduit trés aisément la
suivante ou i désigne la constante de la gravitation universelle
et ou les accents représentent des dérivées par rapport a ¢:
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relation rigoureuse et générale s’appliquant a toute figure d’équi-
libre. Elle lie comme on le voit, les variations des rayons a et b,
les courbures moyennes ¢, et ¢, & la densité et a la pesanteur.
Le second membre comme le premier est a calculer sur la
surface t.

Considérons, maintenant, le cas spécial trés important pour
la pratique, ou s’est placé Clairaut. Celui d’une vitesse angulaire
trés faible et d’une stratification en ellipsoides trés peu aplatis.
Posons ¢ = b — a (différence des axes), puis faisons a = f, ce
qui ne restreint nullement la valeur des déductions suivantes;
cela donne:

(t’ = 1 O O = 1 + E(t) [J’ = 1 E, ’)” == E”

1

t C. R. des séances Soc. phys., Vol. 45, n° 1, page 39 (1928).
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Puis cherchons, en premiére approximation, les valeurs des
deux membres de ’équation (1). Prenons d’abord le second.
En négligeant les termes du second ordre en ¢, &', &”, vis-a-vis
de ceux du premier ordre, on trouve tout d’abord

2 - 2 €
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et I’équation (1) devient a cet ordre d’approximation

bmip(t) — 20 1 2 e 1" %5
g (1) Tt 12 ¢ 2 \%

Le second membre, on le voit, ne dépend que des rapports

r

- et —. Lorsque @ et  tendent vers 0 ce membre ne tend pas

vers zéro. Caleulons, ensuite, le premier membre approxima-
tivement. On le fera dans I’hypothése d’une stratification
sphérique trés voisine de celle que 'on envisage, cela ne présente
pas de difficulté et 'on trouve la valeur

20 — 4rip(t) 3 D’ ‘
0 17D )

o D (2) est la densité moyenne de la matiére intérieure a la
surface ¢t. En rapprochant (2) et (3) on obtient

et en introduisant I'aplatissement e de la surface ¢

b — a

e:i_—_
¢ a

on trouve aprés un calcul tout élémentaire la relation
: 2 6
e'’D -i—?e’D’—}—?eD’ + ?e’D::O . (5)
C’est I'équation de Clairaut qui est a la base de la géodésie. Elle

lie I'aplatissement ¢ des couches d’égale densité a la densité
moyenne a l'intérieur de chacune d’elles.
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L’équation de Clairaut (5) n’est valable que pour une strati-
fication quasi sphérique, tandis que la relation (1) est valable
quelles que soient la stratification et la vitesse angulaire.
L’équation (1) de la présente note et I’équation (4) de notre
note du 16 février 1928 sont donc des extensions de 1'équa-
tion de Clairaut rigoureuses et générales.

On voit que notre méthode n’exige a aucun instant ’emploi
des fonctions sphériques dont I'usage est constant chez Laplace
et Poincaré et dans les ouvrages de géodésie supérieure tels
que ceux de Helmert ou de Tisserand.

La méthode retracée dans cette note et dans les précédentes
nous parait étre la plus simple, et la plus satisfaisante, car on
ne fait une approximation qu’en dernier lieu sur des formules
d’ailleurs nouvelles et surtout rigoureuses. Cherchons mainte-
nant une relation entre 'aplatissement et la vitesse angulaire.

Pour cela remplacons le ¢, de tout & I’heure par ¢;, c’est
donc la courbure moyenne sur 'axe polaire de la surface de
densité p; soit ¢, la courbure moyenne sur le méme axe et au
méme point de la surface U = constante, U désignant le
potentiel du champ de Newton.

Par une transformation indiquée dans une note intitulée
Sur une formule utile pour la géodésie (Séance du 17 novembre
1927, C. R., Vol. 44, n° 3, p. 162, formule 5), on peut écrire sur
Paxe polaire

ﬁ»+cgg‘: drip — 20® (6)
et
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suivant qu’on se référe au champ de la pesanteur ou au champ
de Newton. En soustrayant membre & membre ces deux équa-
tions on trouve

2 2
P (8)
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5

relation vraie en tout point de I'axe polaire. Cette relation est
encore vraie en dehors de la masse, ¢, désigne alors la courbure
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moyenne des surfaces équipotentielles pour le champ de la
pesanteur.

Placons-nous ensuite sur la surface libre ¢t = 1 et affectons
de I'indice 1 tout ce qui s’y rapporte. La courbure ¢, varie entre
deux limites qui correspondent au cas d’une concentration de
toute la masse au centre, d’une part, et & une répartition
homogeéne, d’autre part. On trouve respectivement les deux

valeurs 2 et 2(1 — gel), tandis que ¢, = 2(1 — 2e,).

On en déduit les inégalités suivantes
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qui constituent elles aussi un important théoréme de Clairaut.

Enfin, les surfaces d’égale densité étant de révolution les
surfaces équipotentielles U = constante le sont aussi et les
courbures moyennes ¢, et ¢, ont les valeurs

R, et R, désignant les rayons de courbure des méridiennes des
surfaces en question.
La relation (6) s’écrit donc sous la forme expressive:

w2 1 i
g HU R,

Enfin, on vérifie aisément qu’en remplacant les surfaces
d’égale densité par les surfaces d’égale pression p, la formule (6)
demeure exacte sur I'axe polaire pour toute rotation perma-
nente. On a donc toujours dans ce dernier cas

1
g RU RP

R, étant le rayon de courbure de la méridienne de la surface &
p constant.
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