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1927 Vol. 9 Novembre-Decembre.

MOUVEMEMTS INTERNES DES ASTRES FLUIDES

ET

DERIVES DES CONTINENTS

PAR

Pierre DIVE
(Avec 1 fig.)

(suite et fin1)

III. Des stratifications ellipsoIdales.

Dans leurs recherches sur les mouvements internes des fluides

heterogenes stratifies en couches ellipsoIdales, MM. Hamy et
Veronnet ont admis, a priori, que la resultante en un point
(pesanteur) de l'attraction des masses et de la force centrifuge
devait etre normale a la surface k densite constante passant en

ce point.
Or, M. Rolin Wavre a montre recemment2 qu'independem-

ment de toute supposition sur le degre de compressibilite du

fluide, cette hypothese impliquait l'existence d'une relation

P / (p) entre la densite et la pression et que, par suite, toutes
les molecules situees ä la meme distance de Faxe de rotation
devaient etre animees de la meme vitesse angulaire 3.

Cette condition n'avait pas ete apercue jusqu'ici et il impor-
tait de se demander si elle pouvait etre realisee dans un fluide
heterogene ä stratification ellipsoidale.

Dans le cas d'une rotation d'ensemble (fluide tournant en
bloc), M. Hamy a dejä reconnu l'impossibilite d'une telle repar-

1 Premiere partie: Archives, (5), 9, p. 330 (1927).
2 R. Wavre, C. R., 184, p. 277 (1926).
3 Cf. premiere partie, n° 9.
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382 MOUVEMENTS INTERNES DES ASTRES FLUIDES

tition des masses pour un fluide constitue d'un nombre fini da

couches de densites differentes; M. Veronnet a etabli ensuite
dans sa these que cette impossibilite ne disparait pas lorsque la
densite varie d'une fagon continue d'une couche ä une autre.
On sait d'ailleurs que, pour Clairaut, ce n'est qu'en premiere
approximation, en negligeant le carre des ellipticites, qu'une
masse fluide heterogene peut etre stratifiee suivant des ellip-
soides.

Nous montrerons au paragraphe 4 comment, dans le cas ou
Ton admet la possibilite d'un mouvement relatif des molecules,,

nous avons reussi ä prouver l'incompatibilite de la condition
d'invariance de la vitesse angulaire sur une parallele ä Faxe de

rotation et de l'hypothese d'une stratification ellipsoidale.
Si l'on ne se place pas dans le cas particulier oü le champ

de la pesanteur est normal aux surfaces a densite constante, il
est possible de definir, au moyen des formules generates du cha-

pitre Ier, un mouvement permanent de rotation pour un fluide
possedant une telle stratification. C'est ce que nous commence-
rons par demontrer.

§ 1. —Existence (Tun regime permanent de rotations
dans un fluide stratifie en couches ellipsoidales.

17. — La condition necessaire et süffisante d'existence de

ces mouvements est que la stratification envisagee soit associee

ä une expression de 12 (n° 5, p. 271):

donnant une valeur positive au second membre de l'equation 1:

C'est precisement cette fonction Q que nous avons calculee
et discutee dans notre article de juillet-aoüt 1926. Contentons-

_2_ D(P- u)
&p

'
1)(/2, z2)

öz2

(14)

2
Z

1 C. R. Ac. des Sc. Paris, t. 185, p. 378, (1927).
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nous done de rappeler les notations utilisees dans la formule:

ß est le demi-axe polaire de la meridienne de la couche (ß)

sur laquelle se trouve la molecule consideree, de coordonnees

x et z, que nous supposons, pour plus de simplicite, dans le plan
meridien y 0.

Le demi-axe equatorial a de la couche (ß) est evidemment
fonction de ß;

b est le demi-axe polaire d'une couche (b) interieure ä la
couche (ß) precedente et de demi-axe equatorial a;

k designe le rapport ^ (c2 a2 — b2) relatif ä la meridienne

de la couche (b).
(a, c, k sont des fonctions de b)\

s designe le rapport analogue y relatif a la meridienne de

l'ellipsoäde de demi-axes a' et V, passant au point (x, z) et
homofocal de la couche (b); s est done une fonction de b, x et z 1.

u iv.riij- J" jr (•)%&-
0

b

ß

b

0
a

1 Nous donnerons plus loin la relation definissant s en fonction
de ß et xi\ z etant considere comme une fonction de ß et a;2.
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T (t) est mis pour:
V(t)

.2 '

OÜ

(40)

P (t) 4j-.f{t— arc tg t)

et

1 4- k3
/ designe le rapport —^—
q est la densite de la couche (6): q q(b).

f est la constante de la gravitation universelle.

Enfin, une variable affectee de l'indice e represente la valeur
de cette variable sur la couohe superfkielle (pour b be).

18. — Ceoi pose, il est facile de reconnaltre que Q est positif
en tout point de la masse. En effet, la densite etant supposee

constamment decroissante du centre a la surface du fluide, ^ est

negatif; de plus, on s'assurera que T (t) est une expression positive

quel que soit t.

Le deuxieme membre de 1'equation (15) est alors certainement

positif, puisque —2 est negatif comme ^.
De sorte qu'on peut enoncer la proposition suivante:

Quelle que soit la loi de variation de Vaplatissement des couches,

il existe un regime permanent de rotations, defini par Vequation

(15), qui maintient le fluide dans sa stratification initiale.

19. —• Toutefois, ce theoreme qui est toujours vrai dans le

cas d'un fluide heterogene incompressible, ne peut pas etre

applique sans discernement ä un fluide compressible.

§2. — Conditions supplementaires.
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Dans ce cas, en effet, on doit introduire une nouvelle condition

qui relie entre elles la pression, la densite et la temperature.
Si le fluide est heterogene, au sens chimique, cette relation

devra, en chaque point, se reduire a l'equation caracteristique
de la substance du fluide au point considere L

Supposons encore que les couches de meme nature chimique
soient de revolution et admettent un plan de symetrie
equatorial 2 pris comme plan des xy.

La relation precedente que nous pourrions appeler equation

caracteristique generalisee sera de la forme:

Or, nous avons etabli, dans la premiere partie, qu'il suffit de

se donner la stratification p(x2, z2) pour determiner complete-
ment l'expression de oi2, puis, par l'equation aux differentielles
totales:

la pression, quand on s'impose une pression superficielle cons-
tante.

La physique empechera, sans doute, que les couches d'egale
densite ne s'ecartent trop des couches de meme nature chimique.

Quoi qu'il en soit, les fonctions p(x2, z2) et p(x2, z2) une fois

connues, l'equation (41) donnera la fonction r(x2, z2) qui permet
de tracer dans le fluide les surfaces isothermes.

Mais il faut bien remarquer que ces surfaces ne correspondent
pas necessairement ä une distribution des temperatures en

equilibre.

1 Ce pourrait etre, par exemple, une equation ä 4 parametres du
type de Clausius:

2 La demonstration, donnee par M. Lichtenstein, de la necessite
de ce plan, dans le cas des equilibres relatifs, s'etend d'elle-meme au
cas des mouvements internes.

f(p,p, t z2) 0 (41)
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II serait cependant naturel de s'imposer cette condition. II
faudrait alors ajouter aux equations du probleme une equation
de la chaleur pour un corps heterogene. La question se compli-
querait considerablement. Nous ne l'aborderons que dans le

cas ou la temperature de la masse est uniforme et dans les deux

hypotheses suivantes:

1° Le fluide est heterogene et pratiquement incompressible.
2° Le fluide est un gaz compressible, chimiquement homogene

et doue d'une equation caracteristique unique.

§3. — Mouvements internes cPun ellipsoide fluide heterogene

en rotation.

20. — Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d'etudier
les variations de la vitesse angulaire « d'une molecule ä l'inte-
rieur et sur la surface de la masse fluide.

Nous utiliserons pour cela les formules generates, etablies dans

la premiere partie de ce memoire, donnant les derivees partielles
de tu2 par rapport ä la densite p et au carre Z2 de la distance ä

l'axe.
La stratification etant de revolution, nous pouvons nous

borner, pour simplifier l'ecriture, ä discuter les variations de co2

dans le plan meridien y 0; on aura alors: I2 x2.

Puisque la densite p d'une couche ne depend que du demi-axe

polaire ß de cette couche, prenons comme variable independante
ß au lieu de p.

Dans le Systeme de variables ß et x2, les formules (20) et
(21) deviennent:

ke

ft to2 ldpfüQTf= 12,1
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La repartition des densites etant donnee, ^ est une fonction

connue de ß; par suite, la discussion des signes des derivees
öw2 öto2 „ ö£2 &Q
-—-9 et —7^ se ramene a celle de —5 et •ix2 dp bx2 t>ß

21. — Variation de la vitesse angulaire en latitude sur une
couche de densite constante et en particulier sur la surface du

fluide.
Laissant ß constant nous etudierons les variations de w2 en

fonction de x2.

0 ne dependant de x2 que par l'intermediaire de s, ona:

0

On calculera aisement Y(0 au moyen des expressions (40);

on obtient:

W -(CTTy • («I

1 ß2
£2 designant par abreviation le rapport - _2 —2.

Pour calculer on etablira tout d'abord une relation
Ö X2

definissant s en fonction implicite de b, ß, x2; il suffit pour cela

d'eliminer z entre les deux equations:

i + *' P2 <44>

)rF? + " P
on trouve:

s4(a2 _ *2) 62[T2.*2 + a2 — C2(l + I2)] — C2(l + X2) 0 (46)

qui est bien la relation cherchee puisque c est fonction de b

tandis que a et t sont des fonctions de ß. De cette relation on
tire:
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En portant les expressions de ^-Y(s) et ~ dans la formule

(42), il vient:

— » f, 's5(t2~ -q- db (48)
2r.f üx2 J (1 + s2)-(^z2 4- c2) db' 1 1

o

etant negatif par hypothese, ne peut etre que negatif

ou nul pour r s; et il en est de meme, en vertu de l'equation

(20), deg.
Par consequent, on peut affirmer que, sur une meme couche, la

vitesse angulaire croü conslamment de Vequateur au pole.
Elle ne peut etre constante que si Von a t s et ceci exige que

les couches soient reparties sur une famille d'ellipso'ides homofo-

caux.
Dans ce cas, chaque couche tourne dVun seul bloc.

22. — Variation de la vitesse angulaire en profondeur sur une

parallele ä Vaxe de rotation.
Nous ne repeterons pas ici le caloul assez long qui nous a

permis d'obtenir l'expression generale de la derivee de £2 par
rapport ä ß.

Rappeions seulement la formule 1:

J_ ^ - P4N— f. >2
U2 _ ^ldb

k-f' Öß ~ 5
rf|5 J 7 '

(1 -t-62)2'hp'db
[}

(49)

dans laquelle N designe l'expression:

pe/e (Ae — 1,rc lS ke) ~ ^ ~ nrc lS ") db

Ü

~f ~~ *rc ^ 7U
dh ' ^

1 Cf. Archives, (5), 8, p. 187 (1926).
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dont la signification mecanique resulte de la relation:

Z — — 4ju/"NÄ

Z etant la composante suivant oz de la resultante de l'attrac-
tion des masses au point considere.

N est essentiellement positif; en effet, ^ est negatif par hypo-

these, et la quantite t — arctg t est positive quel que soit t.

D'autre part, en utilisant l'equation (45), on etablira que ^
est toujours negatif. Cette remarque est d'ailleurs evidente sur
la figure (1) si l'on songe ä cette propriete des ellipsoides homo-
focaux d'etre de moins en moins aplatis au fur et ä mesure qu'ils
s'eloignent de leur centre.

Ceci pose, pour discuter le signe du deuxieme membre de (49),

nous distinguerons les cinq cas suivants:

Premier cas. — Uaplatissement des couches crolt du centre ä

la surface.

On a done:
dx2 „— >0 et T>,.

Les deux termes du second membre de (49) ont des signes

contraires; une premiere analyse ne permet pas de connaitre
1 J ÖÜ
le signe de —

Ö (3

Le cas actuel comprend 1'etat d'equilibre approche defini

par Clairaut.

Deuxieme cas. — Les couches sont homothetiques.

On a alors:
d x2

dß
° et T > s ;

^ et par suite sont negatifs.

La rotation decroit du centre ä la surface.

Troisieme cas. — Uaplatissement decroit du centre ä la
surface moins vite que si les couches etaient homofocales.



390 MOUVEMENTS INTERNES DES ASTRES FLUIDES

Cette fois:

S < 0 el T > s ;

^ est done negatif.

La rotation decroit du centre ä la surface.

Quatrieme cas. — Les couches sont homofocales.

On a encore:
d~.2

-j— 0 niais t s
d a

La rotation decroit du centre ä la surface.
Nous savons d'ailleurs que, dans ce cas, chaque couche tourne

dJun seul bloc.

Cinquieme cas. — Vaplatissement decroit du centre ä la

surface plus cite que si les couches etaient homofocales.

Dans cette hypothese :

% < ° el T '
Les deux termes du second membre de (49) ont des signes

contraires; une premiere analyse ne nous permet done pas de

connaitre le signe de ^.
En resume, le resultat global suivant se degage de la discussion

que nous venons de faire:
La vitesse angulaire decroit constamment du centre ä la surface

et du pole ä Vequateur sauf, peut-etre, dans deux cas extremes dont
Vun comprend le cas particulier de Clairaut.

§4. — Impossibilite tfune stratification ellipsoidale dans le

cas ou le champ de la pesanteur est normal aux surfaces a

densite constante.

23. — Physiquement, ce cas serait realise par un fluide
compressible, chimiquement homogene, et dans lequel chaque
couche de densite constante aurait une temperature uniforme.
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II existerait alors a priori une relation p f(p) entre la den-

site et la pression. Nous savons que, dans cette hypothese,
toutes les molecules situees ä la meme distance de Faxe de

rotation doivent avoir la meme vitesse angulaire et que cette

propriete impose une condition ä la stratification (n° 11).
Nous allons montrer maintenant que cette condition est

irrealisable dans un fluide stratifie en couches ellipsoidales
homogenes infiniment minces1.

La condition d'invariance de la vitesse angulaire sur une

parallele ä Faxe de rotation s'exprime par l'identite:

r#i ' (51)

qui doit etre satisfaite quels que soient ß et x2 (x2 < a2 pour que
le point (ß, x2) existe). En particulier, eile doit etre satisfaite

sur Faxe de rotation oz, pour x2 0; car si elle ne l'etait pas,
en raison de la continuity de Q, elle ne le serait pas non plus sur
un axe parallele infiniment voisin et ne pourrait l'etre eventuelle-
ment que sur un axe situe ä distance finie; il existerait, par suite,
autour de Faxe de rotation tout un domaine cylindrique dans

lequel la condition precedente ne serait pas verifiee.
Cette condition entraine la suivante:

°2ß
0 (52)

ö jS bx :

qui doit evidemment etre tout aussi generale.
On a (n° 21):

öQ
ft X2

(42)

d'oü, en differentiant sous le signe somme par rapport ä ß:

ft2Q

ft fl ftx2

£

d ös dq1 r. ft f d
J Tsr{s) -V^-db_ b=-J * ^|_^T (Ä

d ös
ft x2

1 C. R., 184, p. 371 (1927).
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Remarquons que, pour b ß, s t; les expressions (43) et

(47) de 4-T(s) et sont alors nulles quel que soit x2(<f a2),
0 X

et la condition (52) se reduit ä l'identite:

(53)

Supposons x2 0; nous allons voir que cette identite n'est

pas satisfaite.
En effet, si eile l'etait, on aurait necessairement:

T(s).
Ö 6'

b x2

ß' designant une valeur quelconque de ß.

Appliquons la transformation de Lejeune-Dirichlet ä l'inte-
grale double precedente; il vient:

fMJ<
ö/3

d VI \
ÖS

-T(s)da ö x1
dq
lb dp EE 0

ou:

d -VI \
ds

T I («) • r,ds ix' iidb
db 0

en observant, comme precedemment, que ^J3_best
identiquement nul.

Ainsi done, l'identite öQ
Ö X"

rtO

0 (n° 21) devrait avoir lieu en

meme temps que l'identite ^j= 0; le fluide serait ou immobile

ou anime d'une rotation d'ensemble. Or, la discussion
precedente nous a appris que cela ne pouvait pas avoir lieu pour
un fluide k stratification ellipsoidale.

D'oü la conclusion generale suivante:
II est impossible de concevoir les planetes comme constitutes de

couches ellipsoidales si Von admet que la pesanteur est normale

aux surfaces d'egale densite 1.

1 C. R.., 184, p. 371 (1927).
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IV. Stratifications ellipsoidales homothetiques

Nous allons consacrer un developpement special au cas des

fluides stratifies en couches ellipsoidales homothetiques. Son

etude donnera lieu ä quelques remarques interessantes du point
de vue analytique. De plus, ce cas parait convenir particuliere-
ment au globe terrestre; on sait, en effet, que la theorie de la

precession exige que Faplatissement des couches varie tres peu
du centre a la surface 1. Enfm, il ne sera pas inutile de rappeler
ici que le coefficient de precession d'un spheroide liquide est

tres sensiblement le meme que celui d'un spheroide solide 2.

§ 1. — Expression de la vitesse angulaire pour une repartition
des densites conforme ä la loi de Roche.

24. — Dans l'hypothese actuelle, l'expression (39) de Q se

simplifie. En effet, les couches etant homothetiques, le para-
metre k est constant (k ke) et Ton a:

^e

J j. Y (*)
d-Z- db =jT(*)(pe-p)

de sorte que Q se reduit a:

P/T(i) - jjT(s)pb-db (54)

!>

1 A et G designant respectivement les moments d'inertie de
la masse tournante par rapport ä un axe equatorial et a l'axe polaire,

C — A 1

il resulte de la theorie de la precession que —-— tandis que
1

les mesures geodesiques donnent pour l'aplatissement superficiel

2 G.-H. Darwin, On the Precession of a viscous spheroid, Philos.
Trans., 1879.

S. Oppenheim, Rotation und Präcession eines flüssigen Sphäroids,
Astron. Nachrichten, n° 2701, 1885.
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L'expression de &>'2 devient done:

' L 0

%

-f [p./t(/•) -fjr (s),///j £p dz2 (55)

25. — Nous nous proposons de montrer qu'en adoptant la
loi de variation de la densite que Roche a donnee pour le globe

terrestre, on peut exprimer m- sous forme d'une fraction
rationnelle des carres x2 et z2 des coordonnees de la molecule
consideree.

Nous avons k prendre les integrales:

fr,
et

T <> S-
22 (|

(56)

(57)

Pour calculer l'integrale simple nous utiliserons l'artifice
suivant: au lieu de b nous prendrons s comme variable d'inte-

gration et nous exprimerons jjj-db dq en fonction de s et ds.

De 1'equation:
x2 It* (a)

1 + A A

on tire:

(i + *2)2

Une fois ce changement de variable opere les limites de

l'integrale precedente sont o et k\ de sorte que l'on a:

/ p/ (1 + A2)* + 22
dq IS
7i?sds •
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26. — Pour aller plus loin nous devons faire une liypothese
sur la loi de variation des densites. La plus simple consisterait

ä admettre que ^ est une constante negative m. On aurait

done, po designant la densite au centre :

C1 PoO -t- mb*) ' (58)

ou la relation äquivalente:

p Po (1 + '»p2) (58)'

la densite d'une couche serait une fonction lineaire du carre de

son axe polaire. C'est precisement la loi de variation de la densite

en fonction de la distance au centre, donnee par Roche pour
satisfaire aux conditions imposees par les phenomenes de

precession et de nutation 1.

Placons-nous dans cette hypothese.
En tenant compte des formules (40), rappelees plus haut

(n° 17), donnant les expressions de T(s), <!>(«) et *F(s), on

etablira sans difflculte que le calcul de l'integrale:

K

fr,i (i + sy + z2
dq
dh2

sds

1 A ce propos rappelons quelques-unes des lois proposees par
divers geodesiens ou mathematiciens:

„Sinns
p — Or (Legendre)

(a: rayon de la couche, n: constante),

p p0(l — ha') (Lipschitz)

p= Po(i-hay-' 1 _ ha'-[ 1 + (Maurice Levy)

(p0: densite au centre, h, A, (it parametres constants).



396 MOUVEMENTS INTERNES DES ASTRES FLUIDES

se ramene ä celui des six integrales definies:

k k k

f arC tg *
(1 +'«)' ' J*'-*» - / (1 + ,«).

ds

Ü 0 0

0 0 0

qui s'expriment toutes par des combinaisons d'un nombre fini
de symboles elementaires, et dont la valeur ne depend que du

degre k d'aplatissement de l'ellipsoide.
A' et B' designant des fonctions de k, on aura done:

/0
Quant k l'integrale:

Y(s)^j-dh A'x2 + B'z2

f
eile se deduit immediatement de la precedente en y rempla<?ant
z2 par sa valeur sur la couche superficielle:

2 I 2 /KQ\^ >'e - ; <59)

on obtient un binome en x2 :

C'x2 + D'

dont les coefficients C' et D' sont seulement fonctions de k.
Le calcul de l'integrale double (57) se fera aisement ä partir

de l'integrale simple; on remarquera, en effet, qu'en vertu des

formules (58) et (58') on a:

6P _ J? _ d(! _ „ö22 ~ d ß2 ~ db2 *
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de sorte qu'une fois ze remplace par son expression (59) en

fonction de x2, il viendra:

e s

T (s) ^j-dl> A"x* + BVz' + CV + D"x2 + E"

les quantites A", B", C", D", E" dependant uniquement de k.

D'autre part, la relation (58') donne, en exprimant ß2 en
tonction de x2 et z2:

P Po 1 + "(rTF + «' Fx2 + Gz2 + H

Portant alors les expressions calculees dans l'equation (55),
on obtient, en definitive, pour to2 une expression de la forme:

Ax* + Bx2z2 + Cz* + l>x2 + E

Fx2 + Gz2 + H ' '

ou A, B, C, D, E, F, G, H sont des fonctions k.
On peut done enoncer le theoreme suivant:
Dans un fluide heterogene stratifie en couches ellipsoidales

homothetiques suivant la loi des densites de Roche, le carre de la
vitesse angulaire d'une molecule est une fonction algebrique
rationnelle des carres des coordonnees cartesiennes de cette molecule.

27. — On pourrait avec l'expression (60) precedente etudier la
forme des couches d'egale vitesse et calculer le gradient de la
vitesse dans la direction normale k ces couches.

Remarquons enfm qu'il serait egalement possible d'exprimer
to2 en fonction de ß et x2.

§ 2. — Masse fluide heterogene en rotation ä moment

cinetique donne.

28. — Considerons un fluide heterogene forme d'une infinite
de couches homogenes dont les densites forment une suite
continue.

Archives, Vol. 9. — Novembre-Decembre 1927. 28
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Nous supposons que cette masse est seulement soumise a
l'attraction de ses molecules et ä une pression atmospherique
constante pe.

Les seules forces exterieures existantes sont alors les pres-
sions normales agissant sur chaque element de la surface du
fluide. On sait que ce Systeme de forces est equivalent ä zero.

II en resulte, d'apres le theoreme des moments cinetiques,

que, quels que puissent etre les mouvements relatifs des molecules

et revolution des formes de la masse, le moment cinetique
M pris par rapport ä son centre de gravite, est un vecteur de

grandeur et de direction constante.

29. — Appliquons Faxe oz de notre triedre de reference sur
le vecteur M; et supposons que les mouvements relatifs se re-
duisent ä des rotations uniformes autour de oz.

Nous nous proposons d'etablir cpi'etant donnes une masse

fluide heterogene incompressible et un moment cinetique M quel-

conque, il existe toujours une repartition des densites en couches

ellipsoidales homothetiques et un regime de rotations uniformes
maintenant le fluide dans cette stratification.

Utilisons les notations habituelles; le moment de la quantite
de mouvement par rapport ä oz d'un element de la masse a pour
expression:

Le moment cinetique resultant s'exprime done par l'integrale:

etendue ä tout le volume V du fluide.

Or, la stratification etant de revolution, cette quantite peut
encore s'ecrire:

p<o(x2 y2) dxdy dz

V

s

S designant l'aire du plan des l2 et z correspondant ä une
section meridienne.
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Le mouvement etant suppose permanent la rotation w est

donnee par l'equation (n° 17):

be

i'5)'

qui se deduit immediatement de l'equation (15) enprenant ß au
lieu de z2 comme variable d'integration.

Le mouvement cinetique est par suite une fonction continue
de k. Montrons que cette fonction augmente indefiniment en

meme temps que k. II nous suffira pour cela de prouver qu'elle
est toujours superieure ä une fonction minorante qui tend

vers 1'infmi avec k.
Nous savons que, dans le cas des couches homothetiques, la

vitesse angulaire croit constamment, avec la profondeur, sur

une meme parallele ä l'axe de rotation. Pour une meme valeur
de x2, on a done toujours:

2 ^ 2
we < <0- ;

Or:
be

< />./*(*) -fjT{*)%;dh
0

de sorte qu'on a a fortiori:

et comme p est superieur k pe, on en deduit l'inegalite:

ptnl'dPdz >J*J*peVpe/Y(/>) l2dt2dz

s S

Le produit pe[/pefT (k) ne depend pas des variables
d'integration, et la fonction minorante peut encore s'ecrire:

p\ Vy'T(X)ffl2 dl* dz

s
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La stratification possedant un plan equatorial de symetrie,
on a:

aAh) zAV.h)

J1Jl2dl2dz —2Jr'dl2 fdz
(» 0

On tirera les limites d'integration ae(k) et ze(l2, k) des for-
mules:

1 + A2 e 1 + A-2 '

a„
3 Vi + /-2

en observant que le volume V du fluide est une constante;
il vient:

|/«2e - *
V1 + **

ae (S3 f1 + ^
Le calcul de 1'integrale double precedente ne presente aucune

difficulte speciale. Et on etablira facilement que la fonction
minorante augmente indefiniment en meme temps que l'expres-
sion:

(1 + /,2)2 (3 + ky (Mrc,8*-3-TT») '

lorsque k tend vers l'infini.
Le moment cinetique croit, par suite, indefiniment avec k.

Or, pour k 0, w2 0, le moment cinetique est nul. Comme
d'ailleurs cette fonction est continue, elle prend toutes les

valeurs positives lorsque k varie de 0 ä l'infini.
En particulier, il y a au moins une valeur de k, c'est-ä-dire

une stratification en ellipsoi'des homothetiques, pour laquelle
le moment cinetique prend la valeur M donnee.
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II serait interessant de savoir s'il existe plusieurs stratifications

ellipsoidales homothetiques possibles. Ce probleme se

ramenerait ä la discussion du signe de la derivee par rapport ä

k de l'integrale:

I J*J pul2dl2dz
s

On aurait, en remarquant que le domaine d'integration depend
de k:

81 j*^8 (pw l2) dl2dz^p ul2 (812 dz — 8 zdl2)

s r

S etant le Symbole ordinaire du calcul des variations et T
designant, dans le plan des l2 et z, la transformee de la frontiere
du domaine d'integration S.

V. VlSCOSITE ET MOUVEMENTS INTERNES DES ASTRES FLUIDES.

30. — Dans tous les calculs que nous venons d'exposer,
nous n'avons considere que des fluides parfaits denues de

viscosite.
Aucun fluide naturel n'etant parfait au sens mathematique

du mot, cette hypothese simplificatrice nous eloigne de la realite.
On peut cependant se demander dans quelle mesure les

resultats de l'etude precedente sont susceptibles de representer
qualitativement les proprietes des mouvements internes des

astres fluides. 4

On sait que, d'apres la theorie de la viscosite, les forces de

frottement s'exercant entre deux couches de molecules sont

proportionnelles au gradient de la vitesse dans la direction
normale ä ces couches. Des lors, on conQoit que pour les fluides
doues de mouvements relatifs assez lents, les effets de la viscosite

pourront paraitre tres faibles. Ce sera precisement le cas

des astres peu aplatis.
De plus, si l'on songe que, dans les equations regissant les

mouvements etudies, les forces de viscosite doivent etre compa-
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rees aux forces de gravitation, on admettra avec vraisem-
blance que l'hypothese de la fluidite parfaite ne nous ecarte

que peu du reel, au moins durant une periode sufiisamment
courte de revolution d'un astre fluide.

Rappeions enfin que, suivant les recentes publications de

MM. Jeans et Eddington, la haute temperature du soleil et des

grosses etoiles permet de croire que la viscosite de ces astres est

tout ä fait negligeable. A ce propos M. Wavre s'exprime ainsi:

« S'il y avait une viscosite dont il fallüt tenir compte, il y a long-
temps que le soleil, Saturne et Jupiter tourneraient d'un seul bloc,
le frottement aurait rendu imperceptible le mouvement des zones
les unes par rapport aux autres. A-t-on jamais observe un ralentisse-
ment des mouvements relatifs des zones paralleles La viscosite est
done tres faible et il ne semble pas qu'il y ait lieu de la faire intervenir
en premiere approximation. »

Nous pensons que ces quelques remarques prouvent assez

l'interet concret des resultats d'une etude theorique sur l'ellip-
soide parfaitement fluide.

Parmi ces resultats, celui de la variation de la vitesse angulaire
sur la couche superficielle (n° 21) est susceptible d'etre controle

par l'observation. II expliquerait, en particulier, l'existence des

zones paralleles de Saturne.

VI. LA DERIVE DES CONTINENTS.

31. — On connalt la theorie geologique de M. Wegener1.
Les continents y sont assimiles ä des corps flottant sur un fluide

visqueux, le Sima 2. Libres de toute liaison solide entre eux et

avec le geoide terrestre, ils peuvent se mouvoir, s'eloigner, se

rapprocher, se heurter les uns les autres. Pour des raisons d'ordre

geologique et paleontologique, M. Wegener admet que, des l'ere

secondaire, les continents, primitivement soudes en un socle

1 Wegener, La Genese des continents et des oceans, trad. Blanchard,
Paris, 1924.

2 Sima: appellation due ä Suess (^ilicium-Magnesium).
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unique, se seraient separes, et que, voguant ä la derive sur le

Sima, ils auraient gagne lentement, au cours des epoques, les

positions qu'ils occupent aujourd'hui.
Des geometres se sont interesses a ces translations des masses

continentales. C'etait, en effet, une entreprise particulierement
seduisante que d'essayer de reoonnaitre la nature des forces

provoquant ces mouvements et de leur appliquer les lois de la

dynamique.
Or, il y a dejä longtemps que 1'etude attentive des plissements

et des disjonctions de l'ecorce terrestre avait conduit des geo-
logues a concevoir l'idee de la tendance des continents ä deriver
vers l'ouest et ä s'approcher de l'equateur.

Eötvös montra le premier que la force translatrice vers l'equateur,

de nature hydrostatique, etait due ä la poussee archi-
medienne du Sima sur le socle continental.

Recemment *, MM. R. Wavre et Berner ont etabli par un
procede fort elegant les limites d'indetermination entre les-

quelles est certainement comprise la valeur la plus vraisemblable
de cette force. Elle serait comparable ä la millionieme partie
du poids du continent deplace.

La derive vers l'ouest a ete specialement l'objet des recherches
de M. Schweydar qui en attribue la cause ä la precession de

l'axe de rotation de la terre sous 1'influence combinee de

l'attraction du soleil et de ia lune.
Bien que ces forces translatrices vers l'equateur et vers l'ouest

se manifestent d'une maniere tres apparente, la variete des

disjonctions et des formations de la croüte terrestre obligent ä

penser que d'autres actions dont les effets paraissent moins

systematiques sont intervenues dans l'etablissement du relief
terrestre.

Certains auteurs, et notamment MM. Wegener et Schweydar,
ont emis l'hypothese de l'existence de courants de Sima capables

-d'entrainer, de disloquer ou de plisser la lithosphere.
On ne s'est pas demande que nous sachions quels eclaircisse-

ments fourniraient, dans cet ordre d'idees, l'etude des conditions

1 R. Wavre. Archives, (5), 7, p. 163 (1925) et R. Berner, ibidem.
p. 247.
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d'equilibre de la forme ellipsoidale du fluide heterogene qui cons-
titue la terre. II nous a paru cependant qu'il etait naturel de se

poser cette question. Et c'est dans l'intention d'apporter une
modeste contribution ä la theorie de M. Wegener que nous
avons cherche a etablir un rapprochement entre les resultats
de notre theorie de l'ellipsolde fluide en rotation et certains

problemes de mecanique que pose la theorie des translations
continentales.

** *

32. — Nous ne discuterons pas ici les arguments qui militent
en faveur de la viscosite du globe terrestre. Nous n'entrerons

pas non plus dans les discussions qui se sont elevees entre les

geophysiciens sur l'ordre de grandeur de la resistance au depla-
cement du Sima.

Contentons-nous de rappeler que les anomalies de la pesanteur-
au voisinage des masses montagneuses, anomalies qui trouvent
leur explication dans la theorie de la compensation isostatique
des masses, les displacements continentaux, les migrations po-
laires et l'aplatissement du geolde sont les principaux faits
d'observations sur lesquels M. Wegener s'appuie pour defendre
la conception d'un globe visqueux. Disons encore que la formidable

pression (30000 atmospheres environ) regnant ä la base
des socles continentaux et la temperature qui, au dire des

geophysiciens, peut y atteindre 2000 degres, sont autant de cir-
constances favorables ä la fluidite du Sima.

Malgre cela, il est certain que la resistance du Sima doit etre
elevee et qu'au premier abord, il peut paraltre illegitime de

comparer les mouvements de rotation d'un fluide doue d'une
aussi forte viscosite avec les mouvements permanents d'un
fluide parfait.

Mais on ne doit pas oublier qu'il faut, dans cette question,
tenir compte, non des valeurs absolues des forces de viscosite,
mais de leur grandeur relativement aux forces de gravitation.

Nous esperons avoir prochainement le loisir de faire, dans le

cas du fluide terrestre, une discussion quantitative de 1'altera -

tion qu'apporte aux mouvements que nous venons d'etudier
l'introduction de la viscosite.
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Remarquons, des maintenant, qu'en raison de son faible

aplatissement, la terre ne peut avoir que des mouvements
relatifs excessiveraent lents et que, pour cette raison dejä, les

forces de viscosite doivent etre assez faibles.
D'autre part, il resulte d'un calcul approximate de M. Epstein

que la traction vers l'equateur agissant sur un continent, traction

de l'ordre du millionieme du poids du continent, serait

capable d'equilibrer la force de frottement du Sima qui pren-
drait naissance sous l'effet d'un deplacement de 33 metres par
an. Ce resultat nous donne une idee de l'ecart de grandeur des

forces de viscosite et des forces de gravitation.
En fait, tout ce que nous avons besoin de requerir pour tenter

une explication de certains deplacements continentaux, c'est

qu'il soit possible de considerer les mouvements internes du

Sima comme assez voisins des mouvements que nous avons

analyses, pendant la duree. relativement courte dans l'histoire
de la terre, d'une periode geologique.

A la rigueur il nous suffirait d'admettre que les mouvements
relatifs du fluide terrestre s'effectuent dans le meme sens que
dans le fluide parfait.

On reconnaitra sans doute que c'est fort peu demander.

33. — Nous ne reviendrons pas sur les hypotheses proposees

par M. Schweydar et par M.Wegener pour expliquer la creation
de certaines dislocations de la croüte terrestre. Ces auteurs font
intervenir les courants de Sima qu'occasionnerait une
deformation temporaire de l'ellipsoide fluide par rapport ä sa forme

d'equilibre.
Nous nous bornerons presentemment ä rappeler quelques-

unes des suggestions de notre article de juillet-aoüt 1926 1 et
ä apporter quelques precisions ou complements ä certains points
de notre expose.

D'une faQon generale, nous y avons envisage les continents

comme soumis ä deux forces antagonistes: l'attraction des corps
celestes d'une part, et la poussee des couches de Sima d'autre

part.

1 Archives, (5), 8, p. 175 (1926).
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Les actions cosmiques ont pour effet d'opposer une
resistance ä la rotation vers Test de la lithosphere; elles se manifes-
tent done par une derive generale des continents vers l'ouest.
On sait que M. Wegener voit dans ce displacement la cause des

surrections montagneuses occidentales des deux Ameriques.
II est certain que la tendance de la croüte terrestre ä

retarder vers l'ouest ne peut, ä eile seule, expliquer la creation
des fractures meridiennes telles que Celles qui ont donne nais-

sance au bassin Atlantique ou aux fosses de l'Afrique Orientale

comprenant les lacs Nyassa, Tanganyka, Albert1.
Nous avons cru pouvoir trouver dans le phenom&ne de l'ac-

croissement en profondeur de la vitesse de rotation des couches
de l'ellipsoide terrestre une cause possible de ces disjonctions.

Par exemple, pour rendre compte de l'ouverture de l'Atlan-
tique, il suffirait d'admettre que l'Eurasie plonge dans le Sima
des racines plus profondes que Celles de l'Amerique.

A cause de la chaine alpine et des gigantesques plissements
himalayens, cette hypothese n'est pas invraisemblable; sur-
tout si Ton songo qu'en vertu du principe d'isostasie, la

partie immergee d'un socle continental est egale ä vingt-neuf
fois sa partie emergeante.

On comprend des lors facilement que la derive d'un continent
vers l'ouest, sous l'influence des attractions cosmiques, sera

d'autant moins rapide que ce continent aura une superficie plus
faible et plongera plus profondement dans les couches de Sima.

Faut-il voir ici la raison de 1'avance vers l'est que prennent.
les petits socles montagneux pa^ rapport aux grands compar-
timents de la lithosphere On pourrait citer ä l'appui de cette
facon de voir, le Japon, l'lndochine, Ceylan, les iles de la Sonde,
les Antilles et le banc de la Floride.

En realite, la creation de l'Atlantique a du etre assez com-
plexe. D'apres de nombreux geologues, la dislocation de l'Amerique

du Sud et de l'Afrique daterait de la fin de la periode
secondaire. L'Equateur occupait alors une position bien dif-
ferente de sa position actuelle, en sorte qu'il ne parait pas
douteux que le plus gros effort de rupture soit du ä une traction
vers l'Equateur.

1 Cf. notre article de juillet-aoüt 1926 (Archives, loc. cit.).
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Suivant M. Wegener, ce serait sous Faction de forces de meme
nature que Finde, soudee ä l'Afrique et ä Madagascar jusqu'au
Cretace, se serait separee de ces continents. En se. retirant vers
l'Asie, au debut du Tertiaire, le socle indou comprima fortement
les terres de jonction; et c'est dans cette compression qu'il
faut voir la cause de la plus importante surrection de la croüte
terrestre: F Himalaya et les hauts plissements asiatiques1.

Au fur et ä mesure que l'Amerique du sud et Finde s'appro-
chaient de l'Equateur, ce dernier subissait un deplacement en
sens inverse.

Quant a l'Amerique du Nord et au Groenland, les geologues

pensent generalement qu'ils n'ont quitte defmitivement l'Eu-
rope qu'ä partir du Quaternaire. A cette epoque, en effet, les

importants systemes montagneux de l'Eurasie etaient crees et

pouvaient mettre en jeu les forces de dislocation dont nous avons

parle. Et il semble bien que, depuis ce temps, on puisse attribuer
ä ces forces la translation vers l'ouest des socles americains.

Revenons brievement sur les interpretations auxquelles peut
donner lieu le phenomene de l'accroissement de la vitesse de

rotation du Sima sur une couche de densite constante.
Un tel phenomene doit se manifester par une torsion vers

Fest des extremites des continents voisins des pöles.
En realite, on peut observer un effet de ce genre sur les formes

incurvees de la Novaia Zemlia et de la Terre de feu.

On remarquera egalement l'orientation generale vers le

nord-est des bords occidentaux et orientaux du continent

Euro-asiatique. Cette constatation apporte, croyons-nous, un
argument important en faveur de notre conception.

Une etude detaillee exigerait, evidemment, que l'on tienne

compte de la position des poles avant le quaternaire. Nous

serions ainsi amenes a situer le pole tertiaire ä l'ouest de

l'Amerique du Nord; et cette remarque permettrait, peut-etre,
d'expliquer le trace concave des cotes ouest du Canada et de

l'Alaska.
Royat, octobre 1927.

1 E. Argand, La tectonique de l'Asie.
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