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IOÜVEMENTS INTERNES DES ASTRES FLUIDES

ET

DERIVES DES CONTINENTS

PAR

Pierre DIVE

Le probleme de la determination de la figure des corps
celestes fluides est certainement un de ceux qui, depuis Newton, a

le plus passionne les geometres.
Mac-Laurin1 montra le premier qu'une masse fluide homogene

tournant autour d'un axe d'un mouvement uniforme et dont
les molecules s'attirent mutuellement suivant la loi de l'attrac-
tion universelle, pouvait affecter la forme d'un ellipsoide de

revolution aplati.
Jacobi generalisa ensuite cette proposition et fit voir qu'elle

s'etendait aux ellipsoides ä trois axes inegaux.
Plus tard, Henri Poincare et Liapounoff etabliront qu'il

existe, en dehors des ellipsoides, une infinite de series de figures

d'equilibre et que, parmi ces series de figures, une seule est
stable 2.

Quel que puisse etre l'interet theorique des resultats precedents,

ils ne constituent qu'une premiere approximation encore

trop eloignee de la realite. Les aplatissements de quelques
planetes, ainsi calcuies dans l'hypothese de l'homogeneite,

1 Tratte des fluxions, 1742.
2 Acta mathematica, tome VII, 1885, et Memoires de l'Academie

des Sciences de Saint-Petersbourg, 8e serie, 1908.
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s'etant, en effet, trouves tous superieurs aux valeurs observees

ou mesurees, en particulier sur Jupiter, Saturne et la terre, il
devint evident qu'on ne pouvait, dans cette recherche, faire
abstraction de l'heterogeneite des corps celestes.

Dejä Clairaut s'etait attaque ä cette difficulte et avait

prouve, dans son ouvrage celebre \ qu'un etat d'equilibre
relatif etait possible pour une masse fluide constitute de couches

ellipsoidales homogenes dont la densite croit avec la profon-
deur, pourvu que la vitesse de rotation de cette masse soit suf-
fisamment faible.

Laplace reprit, mais avec plus de generality, le probleme

que s'etait pose Clairaut, et demontra qu'un spheroi'de fluide
heterogene tournant lentement d'un mouvement d'ensemble

ne pouvait etre stratifie qu'en couches ellipsoidales peu
aplaties.

Ces travaux furent principalement utilisees k la determination

de la forme et de la constitution de la terre.
Signalons enfin, parmi les principaux resultats obtenus,

depuis Laplace, sur la masse fluide heterogene en rotation,
les propositions negatives de MM. Hamy, Volterra et Veronnet.

** *

Dans toutes les etudes precedentes on admet que la masse

etudiee tourne d'un seul bloc.

L'hypothese que les astres fluides peuvent etre doues de

mouvements internes parait toutefois naturelle.

Et, en fait, l'observation prouve bien que sur le soleil, Sa-

turne ou Jupiter les calottes polaires et l'equateur ne tournent

pas avec la meme vitesse autour de l'axe de rotation,
D'autre part, l'idee de l'existence, ä l'interieur de la terre,

de courants du fluide visqueux dans lequel plongent les continents

s'est accreditee de plus en plus chez les geologues depuis

que M. Wegener a fait connaitre son audacieuse theorie des

translations continentales.

1 Figure de la Terre tiree des principes de l'hydrostatique, Paris,
1743.
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Des recherches sur les conditions auxquelles doit satisfaire
la rotation imprimee ä un ellipsoide fluide heterogene pour
conserver sa forme ont ete entreprises par MM. Hamy et Ve-

ronnet; mais ces auteurs se sont places dans une hypothese
non necessaire, et qui d'ailleurs, ainsi que nous le montrerons,
entraine, dans le cas de la stratification envisagee, des

consequences contradictoires.

** *

Nous presentons dans ce memoire une theorie generale et
nouvelle de la masse fluide heterogene en rotation.

Sans faire aucune supposition sur la definition geometrique
des surfaces ä densite con tante, nous calculons l'expression
du carre de la vitesse angulaire dont doit etre animee une
molecule quelconque du fluide, et nous parvenons ainsi ä une
condition ä laquelle satisfait la stratification de toute masse

susceptible d'etre maintenue en etat de rotation permanente.
Particularisant ensuite nos formules aux fluides constitues

de couches ellipsoidales homogenes infiniment minces, nous
donnons une analyse importante des proprietes des mouvements
internes de ces fluides.

Le cas des couches ellipsoidales homothetiques paraissant le

mieux convenir ä la terre, nous lui avons consacre un developpe-
ment special. Ce cas est en outre interessant du point de vue

purement analytique.
** *

Dans tous nos calculs nous n'avons tenu aucun compte de

la viscosite du fluide etudie; nous devions done reserver un
paragraphe ä la discussion des divers arguments qui permettent
de considerer les proprietes de nos mouvements comme sufli-
samment adequates a la realite durant une periode plus ou
moins longue de la vie d'un astre fluide.

Nous dirons, en particulier, ä la fin de ce memoire, comment,
en adoptant la conception des geophysiciens modernes, il nous
est apparu que le globe terrestre nous offrait un champ d'obser-

vation captivant, et comment nous avons ete amene ä etablir
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un rapprochement entre certains problemes que pose la theorie
des derives continentales de M. Wegener et les resultats de

notie etude sur l'ellipsolde fluide heterogene en rotation.
Les geologues apprecieront dans quelle mesure les hypotheses

que nous suggerons justifient cette tentative.

I. Mouvements de rotation generaux de la masse

FLUIDE HETEROGENE.

Notre hypothese fondamentale est que le mouvement du
fluide autour de son axe de rotation est un mouvement
permanent.

Tous les corps naturels etant plus ou moins compressibles
et dilatables, nous ne prejugerons de rien ni sur la distribution
des temperatures ä l'interieur de la masse, ni sur son degre de

compressibilite; dans le cas general, il existera une relation de

la forme p f(p, r, X) entre la densite p, la pression p, la

temperature r et le parametre X dont la valeur depend de la nature
chimique de l'element du fluide situe au point considere.
M. Rolin Wavre a etudie le cas particulier interessant oü la
densite est fonction de la seule pression L

§ 1. —Sur la stratification.

1. — En toute hypothese, nous nous donnerons la loi de

repartition des densites. II est presque evident que le mouvement

des molecules sur leur trajectoire ne peut etre uniforme
que si les couches de densite constante sont de revolution; ceci

resulte d'ailleurs d'une application simple de l'equation de

continuity.
Soient, en effet, x, y, z les coordonnees d'un element de volume

de densite p, u, a, w les composantes suivant les axes de sa

vitesse, t designant le temps, on a:

—!—I ~{°u) + —1 If) + —- (o«') 0 (1)
dt dx u ' dy u ' dz U

1 C. R., 184, p. 739 (1927).
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Mais ici, le mouvement etant permanent, est nul. Prenons

oz comme axe de rotation, w 0 et il vient:

ö P do /d<( dl'\
« J—h ' —5—h r' I — H 1=0. (2)

öx \o-r iy /
En appelant la vitesse angulaire de l'element envisage, et

en tenant compte des egalites:

le coefficient de dilatation cubique:

du de

dx dy d

peut s'ecrire:
1 D(/2. o>)

2Ü&~7y)

«• 0

(3)

('»)

P etant mis pour x2 + y2.

Si done le fluide est incompressible, m ne depend de x et y que

par l'intermediaire de l, et le mouvement de rotation de

l'element est uniforme.
Inversement si la rotation des molecules est uniforme, le

coefficient de dilatation cubique est nul, mais le fluide etudie

n'est pas necessairement incompressible-
Tie toute fa§on, l'equation de continuite (2) se reduit ä:

-im--
w n'etant pas nul, eile exprime que la densite p de la masse

tournante ne peut etre qu'une fonction de P et de z; et ceci

revient ä dire que les surfaces ä densite constante sont de

revolution autour de l'axe de rotation.
Nous le supposerons continues et convexes.

2. — Nous admettrons en outre que la stratification possede

un plan equatorial de symetrie et que la densite des couches

Dans le cas des üquilibres relatifs, M. Lichtenstein demontre la
necessite de cette condition; voir: Astronomie und Mathematik in
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croil avec leur profondeur; au surplus, cette derniere condition
est necessaire pour la stabilite des mouvements.

§ 2. — Vitesse angulaire d'ane molecule.

3. — Soient, dans ces hypotheses, oxy le plan equatorial, oz

l'axe de rotation. La densite p, le potentiel newtonien U des

forces d'attraction, la vitesse angulaire &> et la pression p en un
point du fluide ne dependent que du carre l2 de la distance ä

l'axe et du carre z2 de la cote de ce point.
Les equations fondamentales de l'hydrodynamique (appli-

quees aux mouvements de rotation uniformes) donnent alors
le Systeme d'equations independantes:

1 *-E. ^ + (6)
p ö/2 dl2 + 2 ' 1 j

1 öp öl"
p" ö? Ö7' " }

Multiplions respectivement ces equations par dl2 et dz2, et

ajoutons les, il vient:

Ks?" +19'') " (S + • <»>

Le mouvement etant permanent, la quantite entre parentheses

du premier membre n'est autre que la differentielle
totale de p; de sorte que la relation precedente s'ecrit encore:

r/öu o)2\ Ö ü1

dp e[\u* + ^)dl' + 0T2 (9)

p doit done etre facteur integrant de l'expression differentielle
entre crochets; en exprimant la condition necessaire et
süffisante pour qu'il en soit ainsi, on obtient l'equation:

2
I) (p. U) ö

IJ[t2. z2)
~~ öi2 (10)

ihrer Wechselwirkung, Mathematische Probleme in der Theorie der

Figur der Himmelskörper, p. 69.
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p et U ne dependant que de la repartition geometrique des den-

sites, le determinant fonctionnel est connu. Des lors une
integration par rapport ä z2 donnerait p«2 a une fonction additive
de I2 pres.

4. — Pour determiner cette fonction nous devons faire in-
tervenir une nouvelle hypothese. Nous nous placerons dans le

cas des corps celestes en exprimant que la pression est constante

sur la surface qui limite le fluide.
Soit S (I2, z2) — 0 l'equation de cette surface; elle definit une

fonction uniforme z2 (I2) que nous representons par ze. En
convenant de remplacer z par z2e dans les expressions affectees
de l'indice e, on tire de l'equation (10):

L'integrale du second membre est connue, seule la vitesse

angulaire u>e sur la courbe exterieure est ä calculer.
A cet effet, nous remarquerons que l'hypothese precedente

se traduisant par les deux equations simultanees:

"e

(li)

e+ ?e^t\ dP +
e

dz2 0

on doit avoir:

e

0

e

D'oü:
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L'equation (11) devient done:

271

e

2 ?e [~D(s. u)i />n(p-L)
öS\ Lr>T''2-32lje I>(i27'z*)
tiz2Je

(13)

C'est la formule fondamentale qui regit les mouvements
internes de la masse fluide heterogene en rotation.

5. — Dans le cas d'un astre fluide, on peut admettre que la
densite pe de la couche superfioielle est constante. On congoit,
en effet, que les diverses substances composant la nebuleuse

originelle ont du se separer suivant leur nature chimique et se

condenser successivement lorsque, pour chacune d'elles, les

conditions requises de temperature et de pression se sont
trouvees realisees. La couche superfioielle doit par suite etre

un melange sensiblement homogene des dernieres vapeurs qui
se sont simultanement precipitees; et comme, d'ailleurs, cette
couche supporte une pression nulle ou la pression uniforme
d'une atmosphere gazeuse, on pensera sans doute que notre
supposition est fort naturelle.

On reconnaitra alors aisement que l'expression de w2 s'obtient
en substituant p k S dans la formule (13).

Si done on pose:

6. — II est interessant de remarquer que Q est precisement

Vexpression que Von obtiendrait pour le earre de la vitesse angu-
laire dans le cas ou le champ de la pesanteur serait normal aux
surfaces ä densite constante.

(14)

il vient:
2

(15)
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Pour le montrer il sufiit de repeter pour une couche de densite
constante quelconque le raisonnement (n° 4) qui nous a permis
de calculer co2 sur la couche superficielle, p prenant ici la place
de S.

M. Wavre, qui s'est specialement attache au probleme de la
recherche des stratifications susceptibles de satisfaire ä la condition

precedente, a donne de 0 un developpement en serie

nouveau procedant suivant les puissances du cosinus de l'angle
des rayons vecteurs du point potentie et d'un point potentiant.
— Ces calculs et les resultats negatifs que nous rappellerons
dans la deuxieme partie de ce memoire laissent croire que les
stratifications cherchees sont en nombre tres restreint 1.

§ 3. — Condition ä laquelle doit satisfaire la stratification.

7. — Le premier membre de l'equation (15) etant essentielle-

ment positif, les mouvements permanents de rotation envisages
ne peuvent exister que dans les stratifications associees ä une

expression de ü satisfaisant ä l'inegalite :

^2

n*>7-fQU'd*
' e

z?

(16)

Sur la couche exterieure l'integrale precedente s'annule, et

comme, d'autre part, la derivee est toujours negative,

il est necessaire, en vertu de la formule (14), que le
determinant:

'-Mf l]Y]
_l>(/2. z2)]e

soit negatif, c'est-ä-dire que Ton ait:

1 R. Wavre, C. R., 184, p. 739 (1927); P. Dive, C. R. 184,
p. 371 (1927).
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Cette condition exprime que les surfaces äquipotentielles du

champ d'attraction (U cte) coupant la couche exterieure sont
moins aplaties que cette derniere.

On peut montrer en outre, en utilisant une propriete des

determinants fonctionnels, que notre hypothese sur la conti-
nuite des couches et la croissance de leur densite avec la pro-
fondeur permet d'etendre cette proposition ä chacune d'elles.

§ 4. — Variation de la vitesse angulaire ä Vinlerieur de la masse.

8. — Pour etudier les variations de la vitesse angulaire ä

l'interieur de la masse, il est commode de prendre eomme
variables independantes Z2 et p.

L'equation (15) s'ecrira:
Pe

\
<°2 — f äd?J • (18>

ou encore, au moyen d'une integration par parties:

Pe

1 /• iiü+ (19>

p

De ces formules on deduit immediatement les suivantes: •

ÖWZ 1 / Öüe

öl* ~
p \'<> dl> ' ' (20)/£*)

P 7

^! _i(21)fto rj J ' fto ' V '

P

Pe

On etablira d'ailleurs sans difßculte que, dans le Systeme de

variables actuel, l'expression (14) de Q prend la forme simple:

— 2(Ö>) (22)
\ö t-J p=c,e

1 Pour simplifier l'ecriture nous supprimerons dorenavant les

parentheses et l'indication p cte; il sera entendu, sauf avis contraire,
qu'il s'agit d'une derivee partielle prise dans le Systeme de va-
variables Is et p.
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De sorte qu'en faisant apparaitre U, les formules (18), (19),

(20) et (21) deviennent:

1,j öi- ' ' e\ft i-/p=pe j (23)

or — 2
1 r ö2u H;"(
J J + ü* \ •

r, 1

(24)

2

ti /2 c

^ Pe

/ d2U

öTw'
rt2U

öl2 öl2) p—p
(25)

o to2 2

<> o

o' 2 /» iV u
— -Ö / P —0— " P
0 0" J Öl2 ÖZ

/>

(26)

Ces equations permettent de discuter les variations de la
vitesse angulaire en latitude (25), sur une surface ä densite

constante, et en profondeur (26), suivant une parallele ä Faxe
de rotation.

En particulier, les mouvements relatifs sur la couche super-
ficielle sont regis par la relation:

öl2

ö2U

öl2 öl2J? fe
'

Ces mouvements sont observables sur les astres tels que le

soleil, Jupiter, Saturne.

II. Remarques sur le cas particulier
OU LA DENSITE NE DEPEND QUE DE LA PRESSION.

Nous terminerons cet expose general en faisant quelques

remarques sur le cas particulier oü les surfaces ä densite
constante coincident avec les surfaces ä pression constante.
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11. —Distribution des vitesses.

9. — Dans ce cas, la densite etant fonction de la seule pres-
sion, l'equation (9) deduite des equations fondamentales de

l'hydrodynamique exige tout d'abord que le champ de la pe-
santeur soit normal aux couches de densite constante.

L'expression de w2 doit alors se reduire ä celle de Q (n° 6).
Les formules (19) et (21) montrent que l'on doit avoir les

identites äquivalentes:

— 0 — 0 (28)
ö p Ö P

On retrouve ainsi le theoreme de M. Wavre O

Lorsque la densite ne depend que de la pression, toutes les molecules

situees ä la meme distance de Faxe de rotation sont animees

de la meme vitesse angulaire.

10. — On peut encore parvenir a ce theoreme par une autre
voie qui conduit k une formule interessante.

Eliminons U entre les equations:

1 d/> öU w2

7 ÖT2 iiT2 + T '

1 i)p öU

p bz2 bz2

D (p U) _ _b_

D (P, z2) bz2(p">j '

on obtient la relation:

9
D (p p) _

„b«2
(29)

D (I2, z2) ' bz2 '

que l'on peut aussi ecrire, dans le Systeme de variables l2 et p:

o
bl2 bp

(30)

i C. R., 184 (1927).
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equation qui exprime egalement l'invariance de la vitesse an-
gulaire sur toute parallele a Faxe de rotation lorsque la pression
demeure invariable sur chaque couche ä densite constante.

§ 2. — Stratification.

11. — Dans l'equation (28) ^ 0 remplacons Q par son

expression (22) en fonetion de U; il vient:

4^ - o (3D

A l'interieur de la masse tournante le potentiel newtonien U
des forces d'attraction doit alors etre de la forme:

P(p) + Q(/2) (32)

La propriete precedente impose done une condition restrictive

k la stratification.

12. — Mais il est interessant d'observer sur les equations (21)

et (30) que, dans nos mouvements generaux, l'egalite 0

est envore vraie, pour toutes les stratifications possibles, dans

la couche mince qui enveloppe le fluide, pourvu que cette couche

ait une densite constante.

§ 3. — Tourbillons.

13. — Cherchons maintenant la nature des surfaces de

tourbillons lorsque la densite est fonetion de la seule pression.
Les formules donnant les composantes du vecteur tourbillon

suivant les axes ox, oy, oz:

r
1 /ö ir ö v \
2 \öi/ öz/

1 / d v D il \
2\öx ay)
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s'ecrivent, en tenant compte des egalites u —

w 0:

r X Ö(o

2 ö z
'

y Ö to
71

2 &z '

r
1 (o i

0,0
i

C — I 2 tu + a; - +« —

Or on sait que, dans l'hypothese actuelle, « satisfait ä l'identite

^ 0. Les composantes | et r, du veeteur tourbillon suivant

les axes ox et oy sont done nulles et l'on peut enoncer la proposition

suivante:
Lorsque la densite est fonction de la seule pression, les surfaces

de tourbillons du fluide sont des crylindres de revolution autour
de I'axe de rotation.

— «y, v o)X,

(34)

14. — Pour que le mouvement füt irrotationnel, il faudrait
que la composante £ du tourbillon füt aussi identiquement
nulle.

En introduisant la distance ä l'axe 1, cette condition s'exprime

par l'equation:

w + z2S o' (35)

d'oü
to/2 O (36)

Tenons compte des relations:

to2 Q — 2.^H
Ö

et designons par A une constante, l'equation (36) donne:

— — 137)
dl* ~ I4 ' '

et, par suite:

P(/j) etant exclusivement une fonction de p; eile n'est autre

que celle de la formule (32). x
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On obtient ainsi la forme generale que doit affecter le po-
tentiel newtonien des stratifications douees de mouvements
internes irrotationnels:

A
7*

(38)

15. — On peut, en particular, supposer que l'on a simplement:

(P) p •

ce qui revient ä admettre que la pression serait une fonction
lineaire du carre de la densite.

En remplacant w2 par — 2 ^, l'equation (9) tiree des
0 I

equations fondamentales de l'hydrodynamique devient, en

effet:

-dp — do
P öP

Or, dans notre hypothese, ^7 1, et l'on a bien:

f={p' + B,

B etant une constante.
La stratification serait alors donnee par la solution en

p (x2 + V2i 22) de l'equation de Fredholm ä trois variables:

(.t2 + y- Z-)

r r rB{a> + c.)
dadbdc

+d ./ J •

V(v - «)2 + (y - O2 + {z- cV * + f
quand on se donne le domaine d'integration V.

16. — Remarquons enfin que, dans le cas general, la force

centrifuge est donnee par la formule:

2, A
'xT /

lS '
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Sur un point voisin de l'axe de rotation la force centrifuge
serait done infiniment grande. —- Comme il ne peut exister

aucun corps materiel de dimensions finies produisant, en un
point, un champ d'attraction infmi susceptible de se composer
avec cette force, il faut en conclure que la masse tournante ne

peut avoir aucun point commun avec l'axe. D'oü la proposition
suivante:

Un mouvement irrotationnel ne peut avoir lieu que dans des

stratifications limitees par des volumes ayant la connexite du tore.

La forme des corps celestes fluides prouve done que leurs

mouvements internes ne sauraient etre irrotationnels.

Saint-Julien-en-Genevois, aoüt 1927.

(A suivre)

Archivüs, Vol. 9. — Juillet-Aoüt 1927. 20
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