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Sur le développement de la fonction perturbatrice
dans le probleme des trois corps

Georges TIERCY

{Avee 1 fig.)

§ 1. — Le probléme est bien connu; il s’agit d’étudier le mou-
vement d’un systéme de trois corps, A, B, C, de masses
respectives m,, m, et mg, s’attirant mutuellement suivant la loi
de Newton. Nous supposerons d’emblée que mgy I'emporte de
beaucoup sur les deux autres masses; ce sera le soleil C.

On sait que la fonction caractéristique des équations cano-
niques du probléme est:

F="1T41,
ou T est I’énergie cinétique du systéme et 11 ’énergie potentielle.

Soient (z,, ¥,, z;) les coordonnées du corps A, (%4, ¥, 3y)
celles du corps B, et (x5, y5, 23) celles de C. On a:

i,::} -

1 WS dyi)'-’ (dz.i)z] _
1—52"‘1[(7,)—#(7; @) |
1=

ou bien:
1=3 2 .2 2
r=13 Nt it 4
2 m
=1 1
en posant:
N, — m. — . Y, = m.ﬁ 7. — m; —

i i dy i idr i id:
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La fonction I1 s’écrit:

II —_— Hl.l Iﬂ? _ ml m, m, m., .

AB CA CB

et il est évident qu’elle ne dépend pas des X;, Y,, Z..
Les équations canoniques du probléme sont:

dz; __oF [ dN; N OF

dt — o\’ dt = oxy

dy; _ WF 1 dY, o y
Vde T = oy (

Clzi - A I le - ) }.‘

Ft Y T = T ag

Ces équations admettent des intégrales premiéres, qui sont:
1o L’intégrale des forces vives: F = const.;
20 Les trois relations :

E Xi — const. .

N .
Z \i — const. ,
( S /‘i — const. ,

qui montrent que le centre de gravité du systéme est animé
d’un mouvement rectiligne et uniforme;
39 Les intégrales des aires:

o —————
ML
)
-
N
I
n
K
[
e
I
(e}
=
:
z

E (z;X; — x;Z;) = const. ,
\ - .
2 (z; Y, — y; X;) = const. .

Le systéme considéré a 9 degrés de liberté, et les équations
(1) contiennent 18 variables. T
A0 TA£
b o Y
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On cherche alors & abaisser le nombre des degrés de liberté
et a diminuer le nombre des variables, en faisant un change-
ment convenable de variables; pour cela, on profitera de la
propriété du centre de gravité de se mouvoir d’un mouvement
rectiligne et uniforme.

§ 2. — Changement de variables.

’

Soient a:;, Y:, 7, X, Y;, Z; les nouvelles variables. Prenons-
les de facon que les z; soient des fonctions linéaires des z;, les
y. des y; et les z; des z;; de plus, les relations entre les z; et les
x; seront les mémes que celles qui lient les y; aux y; ou les z;
aux z,.

Supposons, en outre, qu'il en soit de méme des variables X,
Y,, Z; en fonction des X;, Y, Z;; et posons:

ou les m; sont trois coefficients constants.
Enfin, choisissons les relations linéaires dont il s’agit de telle
sorte qu'on ait constamment:

1=3 1=3
N X, = B aX; . (3)
‘i,:l

i=l1

A cause des relations linéaires annonecées ci-dessus entre les
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variables primées et les variables non primées, la relation (3)
donne immédiatement d’autres égalités:

v-.H -
&4
I
B
._<

I1 résulte des égalités (3) et (3") que le changement de va-
riables considéré conserve la forme des intégrales des aires.
D’ailleurs, on a:

3 1=3

- Pt v Y - " - ’
(2, X; + 4, Y, + 3,2) = 2(%-\{ + oy Y, +52;) 5 (8)

1 . i=1

i

1/

1

Il

et cette condition signifie que le changement de variables est
canonique; les équations du probléme seront done encore:

’ ‘

dxg 0 F dX&- oF

dt X, at = g

ﬁyi o I | ay; d I .
-—j"[-“ = o y \ _a, = mm ey ‘O)
a 0 \'i 24 hyi

dzi . oK dZ,, o I .

dt 3 Z; ’ dt - DZ; ’

o =y ! r ¥

Si I'on consideére les z;, y; et z; comme les coordonnées respec-
tives de trois corps fictifs, dont les masses respectives seraient
les quantités my, m, et my, les variables z, y;, z; seront les
composantes de leurs quantités de mouvement.
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Les conditions (2) combinées avec la relation (3) conduisent
rapidement a l’égalité:

puis & cette autre:
i=3 s ] 7 ")2 d '\ 2
[ Y; 3;
el ()« G+ ()
. ? m; [( ) (dyl) ( ] :

cela signifie que la force vive des trois corps fictifs est égale a
celle des trois corps réels:

e N R A =t v
22 = Z m,
1=l i=1 :

On montre aussi que le moment d’inertie des trois corps
fictifs par rapport & un axe quelconque passant par lorigine
est égal & celui des trois corps réels

Il reste & préciser les relations linéaires entre les nouvelles
et les anciennes coordonnées.

Soit D le centre de gravité des corps C et A; et soit G le
centre de gravité du systéme; ce point G sera considéré comme
fixe, ce qul ne restreint en aucune maniére la généralité du
probléme.

Prenons GA’ égal et paralléle a CA; puis GB’ égal et paral-
léle & DB; nous pourrons remplacer les trois masses my, my, mg
par trois autres masses:

10 la premiére placée en A’ et telle que I'on ait :

1 1 1 ’ m, m,

— == - + — ou m, — :
ny n, my m; ~+ ni,

(V)

t H. PoincaRrE. Mécanique céleste, tome I, Gauthier-Villars, Paris
1905.
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20 ]a deuxiéme placée en B’ et telle que I'on ait:

' my (my 4 my) (7)
S ST S /

m; 4 my 4 m,

m

£

39 la troisiéeme placée en G, et valant:

! . —=n
My = M, A i, + m, . (7'
On obtient ainsi:
. / K
'\ Ty = X, — &y
I r . . f8)
Yo = Y — Y3 {
( ' : 7
[ 3 =z, — 3
i xr m,xr, + Mmyx,
g = Wy — By == Xy — BT
\ m, -+ my,
I m iy, -+ My, '
Yo = Yo — Yy — Yo — T T (9)
D m, 4 m,
' m. z. -+ m,z,
11 373
By T= By By = Gy — o
m, 4+ m,
i=3 =3 =3
2 m; x; E m Y 2 m; z;
’ 1=l ’ i=1 ro__ 1=1
Ty — ;—3 Ys — ;= > by =g 4 (10)
S S
ny m; m;
i=l i=1 i=1
! 4 ! . «
T VT~ | (point G = origine).

Ces relations (8), (9), (10) sont bien du type linéaire, prévu
au debut de ce paragraphe; en outre, elles vérifient la condition
(6), qui tient lieu de (3):

i=3 i=3

‘\1 rorg Y 9
b "l,i.ﬂ’),é = mi.’l’)i

i=1 i1=1

Comme on déduit des égalités (10) les suivantes:

Xg =X, b X, + X, = 0,
Y, =Y, +Y,+Y, =0, (11)
Ly = 2%, 4+ Z,+ 2, =0,
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on n’aura plus a s’occuper que de deux corps fictifs, A’ et B';
‘done, il ne reste plus, dans les caleuls, que six variables minus-
cules et six variables majuscules; le probléeme ne comporte
plus que six degrés de liberté. '

On a, comme on dit, éliminé le centre de gravite.

D’ailleurs, on tire des relations établies:

R T T Y. DL U T L T Y G e Y
z BT m, +m, ~— * m, + my, my b omy
/l ’
: My &g
2?.)'-'—*339, :3:2 R A .
- m, —+ m,
’
, m, y, 12
v Yy — Yy — Yoo )
m, + m,
r
an m, z,
By — T = By + —— %
m, -+ m,

Xy, — ) = (@ — &) — (@, — @)

Yo — Y, = (y'z _ yﬂ) - (yl - y:;} ’

3y — 2, = (3, — 35) — (3, — 2,) .

On voit que la fonction II ne dépend que des coordonnées
des deux corps fictifs A’ et B’; en effet, [I est fonction des
différences (1, — x,), (€5 — Z3), (%, — 1), (Y1~ Y3), .. .; et toutes
ces différences s’expriment en fonction de x,, ¥y, 2., s, Ya, 2.

Remarquons encore que le changement de variables proposé
revient a rapporter A a C, et B a D.

§ 3. — Fonction perturbatrice. — On peut écrire la fonction 11
comme suit:

=1+ 1, +1II, ;

: _ m, m, my (m, 4+ my)

| i, 4 1, = Tk e :
\ (13)

VL — ”iﬂ___(ml —f—jni\ _mgmy mymy,

DB CB AB

=

1 1 1 1
I I —— — e —— + —— ——— —— b
| 3 1”1 ”12<|) ] AB) "?2 ”13<|)B Cl;) ’
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rappelons que m, et m, sont des masses trés petites par rapport
a4 mg; elles peuvent donc étre regardées comme des quantités
trés petites du premier ordre, et le point D est trés rapproché
du soleil C. La distance: ‘

—_ m
CDh = .
m, + m,

peut donc étre considérée comme du premier ordre, de méme

v D e |
que les quantités (CB — DB) et (1—)% — (;_B)'
La partie 11, 4+ I, de la fonction II est ainsi du premier
ordre, & cause des facteurs m, et m,; quant a la partie 113, elle
est visiblement du deuxiéme ordre.

I1 reste & examiner la force vive T:

=3 vlg ,_12 12
SN+ +7

r= 3
2 m.

'i:1 ] 1'

r r ! , -
Comme X; = Y, = Z, = 0, on peut écrire:

XS 2 NP e B
T=1T+1T, = 3 AT T N B

s
2m, 2.m,

et 'on se rappelle que X}, Y;, Z; sont définies par les relations
(2), ouYon doit prendre: :

mm, r_ my(m + my)

) m? —— ) ?
m, -+ m, m, 4+ my ~+ m,

r
"71 —_

ces deux masses sont extrémement petites; les quantités X,,
Yy, Zy, Xs, Y,, Z, sont done du premier ordre; et T aussi.
On pose alors:

s Foo= (F) + 1f .
{(F) = T 4+ 101, + 11,
Mo=11, ;

(F) est du premier ordre, Af du second; prenons un facteur
A de 'ordre de grandeur de m,; et f sera du méme ordre que (F).
(C’est ce dernier terme Af = II, qui a recu le nom de fonction
perturbatrice.
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On sait qu’en négligeant ce terme Il et en s’en tenant a la
partie fondamentale de F, soit (F), les équations canoniques (5)
se répartissent en deux groupes d’indices 1 et 2 respectivement,
donnant séparément les mouvements de la premiére planéte
fictive et de la seconde planéte fictive; ce sont 1a deux mouve-
ments képlériens *. Et les orbites vraies des deux planétes
fictives différent peu de ces orbites képlériennes, la fonction
perturbatrice 115 étant du deuxiéme ordre.

Or, s’il est immédiat d’exprimer (F) en fonction des variables
relatives aux deux planétes fictives, ¢’est-a-dire:

CA DB

S W =T 4T — Ty oy (0 A )
= T 7 )

\ CA = GA' = x;z 4 y’f -+ Z’f

/ m::b‘—’:l/x?—}-y’;—i—z’:

il est moins facile d’obtenir une expression convenable de I,
approchée aux termes du troisiéme ordre prés.
On trouve dans les lecons de mécanique céleste de H. Poincaré

un calcul de ce développement dans le cas ol (_]K<f)_]§, le cas

ou CA > DB n'v est pas traité complétement.
y p P

$ 4. — Développement de 11,. — Ecrivons:

1 1
Iy = m m, (m- — .-&’-I—i—’)

e e
partie pl‘mmpale

‘ 1 (| I 1 .
-+ m m, B AR -+ mym, 0B (jB) s (1%)
e — e
partie complémentaire

Dans tous les cas, la partie principale a pour expression
analytique:

1 1
mI ’”2( o ;'q‘,'f,',ff;iiil" = ,,,’;%ﬁ;: = ,;, AR ;’,;;%ﬂ = ,,’,1;2, .
l/‘rz‘ & 5 .7122 + 222 l/(x2 _x1)2+ (y2 — ;'"/1)24‘ (52 — 34) )

(15)
1 H. PoINcARE, loc. cit.
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Le calcul qui suit établira 'expression approchée de la partie

complémentaire, expression valable dans les deux cas, C_A<I~)_B

et CA>DB. Or, le terme mlmz( 4 peut toujours

A’B’ AB
étre négligé; la parenthése est en effet de 'ordre de m,; le
terme entier est ainsi de I'ordre de m;m, (3¢ ordre), donc négli-
geable; on le constatera encore, plus loin, par son dévelop-
pement.

I1 reste le dernier terme & étudier.

On a dans tous les cas:

A'B? = DB? + CA?2 — 2CA.DB.cosy .

ot y est 'angle ADB. On en déduit:

; A'B? — [DB — CA .%].[DB — CA.e™&
A'B?2 = [CA — DB .e%].[CA — DB.e™%

!

! PN o P i IR OF Gy -1
\A’B'_@ ~— B¢ o R TY ¥

1 1
/ 1 1, bB 1T [,_DB ] =
CAB T CAl T CaA’ o OV W '

Si CA < DE on développera la premiére de ces deux expres-

sions suivant les puissances croissantes de A

DB
n n
1 (CA) .
= ) s 16
'\’l’gl PH (7) (D]))lr*} ( )
n=0
1
81 CA>DB on développera la seconde expression de
DB |
suivant les puissances croissantes de ="

22
g T 2‘ I:I:;)H . (1 (-5bis)
C/ :

n==0

dans le premier cas, le premier terme du développement sera

; 1
g dans le second cas, le premier terme sera g
2 a4
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Les coefficients P, (y) sont les mémes dans les deux dévelop-
pements; ce sont des fonctions de 'angle 5.

. L 1
Développons aussi A5 T On a:

ABZ — CB? + CAZ — Qm.ﬁ}.vos'yl ,
ou y est l'angle ACB. On obtient:

1 "
|1 (CA)"
AB 2 Pon) (éﬁ)inll '

n=0

ou bien : (17)

n

I~ (CB)"
35 = 2P o

n=>

suivant que C_A<(~]—§ ou CA™>CB; les cocflicients P, (y ) ont
la méme composition que les P ().
De méme, on trouvera:

CB? — DB2 + 552—2f)—B.CTl.(30572 "

ou y est le supplément de y; d’on, comme CD est tres petit:

L (CD)" |
CE —ZP”(%)-W- (18)

n=>0

Les deux derniers termes de (14) s’écrivent done comme suit:

/ 4 " n i
), (CA) (CA)
1ok s ¢ & gy [2 pn (?) : (DB)"_H - 2 Pn (71) : (CB)”'_!_I—

n=0 n=0
(:_A < -]-J-E ’ 1 n 3 n
n=>0 (DB)
/ m.m ﬁ‘ P.(y) .- (DB)" — ﬁP (7,) f(EE),’,I,,,
4 G \ s =0 " . (CA)'I+1 n—=—0 ! 71 ' (C‘A)n—'_‘l

CA>D ’ 1 p oy (CD)" |
-+ mym, DB 2 ,l(lz) . (DB)"’+1 ;

=0
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Si I'on écrit a part les premiers termes des développements,
on s’apercoit qu’ils se détruisent deux a deux, sauf ceux du

DB~ CB
mais cette différence est du premier ordre, et elle doit étre
multipliée par m,m,; le produit est du troisitme ordre, done
négligeable. 1l reste alors:

premier crochet du premier cas, lesquels donnent ( ! -—1-—),

2__‘1 ([)P)Il+ ((1B)fl+i_

Pl L n
ler cas:  m m, 3 T 2 P (7). (C_A_)__ ]
n=1

— My M, V P (72) (‘D)

n+l ;
1__1 (DB)
n
I)B)" (CB)R
2e cas : m, n, s P (7,) . .
[,,_1 Ay g, SR T

n
— my,m EP CD)W i
DB n+1

n=1

Mais, dans les deux cas, le premier de ces deux termes restants
est négligeable; on peut, en effet, I'écrire:

i

P () P
ler cas © m, m22 (CA)™. ____"__(:Ii o ﬁﬁl—tm(::rlj:l .
(DB)"*'  (CB)

n=1

S P, () (DB —P (3,).(CB)"
i ,”],"22[47), )(CA)H,,I.VI) X )]:

n=\

la sommation étant de 'ordre de m,, le terme est du troiciéme
ordre (m; m,).

Il ne reste donc a considérer que la derniére partie de-IIj,
laquelle s’écrit, dans les deux cas:

n

\ (CD)"
— m, 11732 Py {72) - (I)B)'“H '

et |
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Pl

Mais E—B est de I'ordre de m,; le deuxiéme terme du dévelop-

pement ci-dessus, soit:
— nzgingt (72) ngi:l

est ainsi de Pordie de m}m,; il est donc négligeable, et il en
est de méme des termes suivants. 1l reste done uniquement
le premier terme du développement:

—_

(CD)
(DB)®

N
— mym, . P (7).

Or, quelles que soient les planétes, on a:

CD = kCA 2 ou ko= L . :
m, -+ n,

CD est donc tres petit; le terme restant devient:

nt (CA) _
— mym, (m o= ) B, (9] (ﬁ—f?)—z ;

comme le facteur m2m3(m o ) est égal & m;m, & des termes

du troisiéme ordre prés, on peut écrire:

Ainsi, la fonection perturbatrice vaut:

1, = (partie principale) — m,m,. P, (7,). (7;;)
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et la partie complémentaire s’écrit, aux termes du troisiéme
ordre preés:

m, "19

_ MMy b CALDE . (20)

I1 est d’ailleurs facile de trouver la valeur de P,(y), qui est
COos -
On se rappelle en effet que P'y(y) est le coefficient du terme en

DB
(ﬁ) dans le développement de:

1 1

/DB ,\"F /. DB _\"%
(1—a8) .<1"~*L‘—,KB) e

. 1 -
DB, ;. e 21=3 DB
:[i—m(e+e)—{—(a)] :1—{—-CK(:057+...;

on a done bien:

P (y) = cosqy .

11 ne faut pas oublier que, dans I'expression (20), il s’agit de
I'angle y, supplément de y; la quantité (20) devient alors:

"11 "12 . . i —— . In] Hl?ﬁ . ——j& ]’)—B . 20
(DB)?’.LOS 7 - CA . DB .._.(D.B)R.CO::/.C . (20)

Mais on a encore:

B2 — D ig—l—mz——mel—)E.cosy ,

et:
DB2 + DA% — AB?

cos'y.C_A.D—t—}: I— CA .
2 DA
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D’ailleurs, on connait les expressions suivantes:

i T2 2 /2 2 2
\ DB = (J’B’ == Lo + Y -" Zg 3

- . 2
mz — — My i 2 2 2
? my + n, ] m1 =+ m, (# + v + zl)

— 14
m, x
1 1*1 '
Tg— 2y =0y — ) — (0, —y) =g + ——— — &
2 1 2 3 1 3 2 1
m, -+ my
/
, m, a,
Las— L; = Ty — —=
2 1 2
m, -+ m,
!
’ ’“3y1
Yo — Y — Yo —
my o4 g
!
' f”gzl
By — By == Zg— ——
2 ~1 ~2
L 0, -+ m,
= 4 ) ! 2 ’ )
N My Ty ] +[ ' e T ] [ ' m, 3 ]
AB = —_ Yo — 3y —
| m; + m, my - my m, 4 m

’ 9 ! 2 !
( 2, 2 +( m, 2 ( I ;2) , myxy ' m;y, ' Hig 3y
' ——2 Y ) —| e ———— | = Yo ——— | | Z2———
2 J2 ) \ e ", L Y1 "1 2w m Yz m., 4+ m 2 n m
My 2 1 3 1 3 3 3-

.-,( iy ) I/ '2+ '2+ 2
= Ty Y1 %1
m, + m,

(m] + my ) 392 + yz T 3 i 1 m

. 2 2 2
— 2V or, + Yy + 32—
I/ 2 m, 4 m,
x; + 2 J1 'E‘ ~’1 7

’ 2 ! 2 3 4 2
[ r i ”13 Ty ] + l: ’ ""{ Y4 + ’ ’”) “1
Xg — = z .!/2 Zg —

m3 l/ z_+_ ‘71 + 4/12

’ ! ’ ’ 2 r ’ ’ ’ ! ’ r
Ti¥ + Y1 Y2 + 317 TiZy T Y1Ye T 517

1
g

\

-?

’

ra Ty 72 v
‘/331 sl I o el
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d’ou:
=5 N L ot oy r o
cos Y. CA.DB = @, 2, + y,ys + 35
, } nm, m
terme complémentaire == (—I;_B—;‘ . (.r; .1,; + yI’ y; -+ ;1’ z;)

La fonction perturbatrice est ainsi connue, aux termes du
troisiéme ordre prés; son expression, dans les deux cas consi-
dérés, est la suivante:

r ! r ! r
1 1 L1y + Y1 Yo+ 3152

I. 2 2

5 == 0y I: e = ——+-5 %2
l/x’za =+ '.'!;2‘ + 3;2 I/(ﬂﬁz —x)* + (Y =y + (32— 2)* (72 +y2 +2)
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