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Sur le developpement de la fonction perturbatrice

clans le probleme des trois corps

PAR

Georges TIEHCV

(Avee 1 fig.i

§ 1. — Le probleme est bien connu; il s'agit d'etudier le mou-
vement d'un Systeme de trois corps. A, B, C, de masses

respectives mx, m2 et m3, s'attirant mutuellement suivant la loi
de Newton. Nous supposerons d'emblee que m3 l'emporte de

beaucoup sur les deux autres masses; ce sera le soleil C.

On sait que la fonction caracteristique des equations cano-
niques du probleme est:

oü T est l'energie cinetique du Systeme et II l'energie potentielle.
Soient (x1: yx, zx) les coordonnees du corps A, (x2, y2, z2)

celles du corps B, et (xs, y3, z3) celles de C. On a:

F T + 11

ou bien:

en posant:

® dt
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La fonction Ii s'ecrit:

»i, m9 ///j m., m2 m„~ AET' CA1 CiL
:

et il est evident qu'elle ne depend pas des Xi; Yi; Zj.
Les equations canoniques du probleme sont:

dxi öF [ d^i _ öl-
~dt ~~

öXi
' 1 dt 0xi

dVi öF djt_ öF
dt ~*V \ dt h

dzi ö F dIi- öK
dt ~FT^ \ dt ~~ ~i

Ces equations admettent des integrales premieres, qui sont:
1° L'integrale des forces vives: F const.;
2° Les trois relations :

_2jxi - const- •

^ Y. const.

I
[ const.

qui montrent que le centre de gravite du Systeme est anime
d'un mouvement rectiligne et uniforme;

3° Les integrales des aires:

2 lyiZi ~ ziYi] co"st- '

\ "2 'ziXi — xiZi) const-

2 ~ yiXi> COnSt' '

Le Systeme considere a 9 degres de liberte, et les equations
(1) contiennent 18 variables.
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18 DE Li FONCTION PERTURBiRTICE

On cherche alors ä abaisser le nombre des degres de liberte
et ä diminuer le nombre des variables, en faisant un change-
ment convenable de -variables; pour cela, on profitera de la

propriete du centre de gravite de se mouvoir d'un mouvement
rectiligne et uniforme.

§ 2. — Changement de variables.

Soient xt, yt, zt, X,, Yt, Z( les nouvelles variables. Prenons-
les de fa§on que les xt soient des fonctions lineaires des xt, les

y\ des yt et les z[ des zx; de plus, les relations entre les x[ et les

xx seront les memes qne Celles qui lient les yt aux y% ou les zt

aux zr

f- B'

Supposons, en outre, qu'il en soit de meme des variables Xj,
Yj, L[ en fonction des Xt, Yt, Zt; et posons:

dx, dyß dz,
\ — in Y m /j, — in —r- (2)' 1 dt 1 1 dt 1 1 dt

ou les rrix sont trois coefficients constants.

Pnfin, choisissons les relations lineaires dont il s'agit de teile
sorte qu'on ait constamment:

2^ 2
A cause des relations lineaires annoncees ci-dessus entre les
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variables primees et les variables non primees, la relation (3)
donne immediatement d'autres egalites:

11 resulte des egalites (3) et (3') que le ohangement de

variables considere conserve la forme des integrales des aires.

D'ailleurs, on a:

i=3 i=:i
+ y'j'i + 2(^xt + </iYi + zizi) ; (4)

(—1 %— 1

et cette condition signifie que le changement de variables est

canonique; les equations du probleme seront done encore:

dx\ 0 F öF
IT i dt i'X(

_ ''
I

<n1_ ö F

dl ' \ dt *y'i

dzL 0 K o F

dl
'

dt bz.

Si l'on considere les x\, y\ et z[ comme les coordonnees respec-
tives de trois corps fictifs, dont les masses respectives seraient
les quantites m'u rrit et rna. les variables x'i} y\, z[ seront les

composantes de leurs quantites de mouvement.
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Les conditions (2) combinees avec la relation (3) conduisent

rapidement ä 1'egalite:

i=l i=l
puis a cette autre:

2*.[(S),+ (£M£)T
i=1

cela signifie que la force vive des trois corps fictifs est egale ä

celle des trois corps reels:

_ _ +
__

2 2 »q
1=1 1 1=1

On montre aussi que le moment d'inertie des trois corps
fictifs par rapport k un axe quelconque passant par l'origine
est egal k celui des trois corps reels \

11 reste ä preciser les relations lineaires entre les nouvelles
et les anciennes coordonnees.

Soit D le centre de gravite des corps C et A; et soit G le

centre de gravite du Systeme; ce point G sera considere comme
fixe, ce qui ne restreint en aucune maniere la generality du
probleme.

Prenons GA' egal et parallele ä CA; puis GB' egal et parallele

ä DB; nous pourrons remplacer les trois masses mv m2, mz

par trois autres masses:
1° la premiere placee en A' et telle que l'on ait :

111 1 III, HI,— — \ on #«,
s

; (;)
w, m. nu mi "h ;/,s

i H. Poincare. Mecanique celeste, tome I, Gauthier-Villars, Paris
1905.
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2° la deuxieme placee en B' et telle que Ton ait:

ni2(n>, -|- in.,)

mx -j- m2 -{-
('')

3° la troisieme placee en G, et valant:

»h — ">i + "h + '"3 ('")
On obtient ainsi:

^
xt x, — x, ;

y'i Vi — Vz ; (8)

I z'i zi - z?, •

t mt xt + in, a:3

i ~ ~ Xv ~ X* ' ;

; ,/ - v _ „ — „ _ "byi + m*y* im< 2/2 — 2/2 yB - %
Hlj + ;„3

(»)

_'"i3 + W-iza

\
1 "2 D ^2

_j_

/ z=3 1=3 i=3

' 1=1 ' i=l ,IA\2/3=^-- ' z3 -rs ; (10)

"i Vi ^imizi
' i—\

i=3 ' ^ — i=3

I 2 mi 2 '"i 2 "li
I t=i i=1 i=l
\ Xg ?/3 2g — 0 (point G origiuo).

Ces relations (8), (9), (10) sont bien du type lineaire, prevu
au debut de ce paragraphe; en outre, elles verdient la condition
(6), qui tient lieu de (3):

i=3 i 3^ f '2 2

^Lmixi miXi
i=l i l

Comme on deduit des egalites (10) les suivantes:

^3 — ^1 4" ^2 + ^3 =: 0

Y; Yj + Y, + Ys 0 (11)

— ^1 + ^2 4" 0
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on n'aura plus ä s'occuper que de deux corps fictifs, A' et B';
done, il ne reste plus, dans les calculs, que six variables minuscules

et six variables majuscules; le probleme ne comporte
plus que six degres de liberte.

On a, comme on dit, elimine le centre de gravite.

D'ailleurs, on tire des relations etablies:

^ ra,!, + '"3x3 nqx, + '»3x3 »i, (x, — x3)
r* /v. /v» „ _j_

m, -j- - m1 + /»3 f /«3

/
my xx

tn1 -f- m

?y2 — Vi — y 2

^2 +

-f

/7?j -J- />/,,

(12)

et Ton peut, en outre, poser:

IX.,
— x, (x2 — x3) — (x, — xs)

% — y, (2/2 — 2/3) — (2/1 — 2/3) •

Z, - Z, (z2 — z3) — (z, — z3)

On voit que la fonction II ne depend que des coordonnees
des deux corps fictifs A' et B'; en effet, [I est fonction des
differences (a^ - x3), (xz - x3), (xz - xx), (y1 - ys), .; et toutes
ces differences s'expriment en fonction de x\, y[, zt, x'2, y's, z'2.

Remarquons encore que le changement de variables propose
revient ä rapporter A ä C, et B ä D.

§ 3. — Fonction perturbatrice. — On peut ecrire la fonction Ii
comme suit:

1 II II, -f- IJ2 -+- IL, :

\ TT II '»1 »'3 »h("h + '»3)
] ' 2 CA DB

1 \ (13)
' + ws) ,n2 "'3 mi m2
I s ~ DB~ CB^ ab" :
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rappelons que mx et m2 soiit des masses tres petites par rapport
ä m3; elles peuvent done etre regard ees comme des quantites
tres petites du premier ordre, et le point D est tres rapproche
du soleil C. La distance:

m. —CD *— CA
JMj —f— tli^

peut done etre consideree comme du premier ordre, de meme

que les quantites (CB — DB) et

La partie LI] + IJ2 de la fonetion II est ainsi du premier
ordre, a cause des facteurs m1 et m2, quant ä la partie l|3, eile

est visiblement du deuxieme ordre.
11 reste k examiner la force vive T:

+ y? + z;2.
mi

Comme X3 Y3 Z3 0, on peut ecrire:

x;2 + Y;2 + z;2 x;2 + v;2 + z;2
1 - I, + t2 _ —— p —i ml 1in2

et Ton se rappelle que X';, Y-, Z- sont defmies par les relations
(2), oü l'on doit prendre:

„/ _ »' "h
^

m> _ »h K + '»„)
1

m1 -p nij ' 2
'"1 + '»2 + "'3

ces deux masses sont extremement petites; les quantites X'1?

Y,, Z,, Xs, Y,, Z3 sont done du premier ordre ; et T aussi.

On pose alors:
l K (F) + \f

(F) T + II, + II,
' kf II, ;

(F) est du premier ordre, kf du second; prenons un facteur
k de l'ordre de grandeur de mx; et / sera du meme ordre que (F).
C'est ce dernier terme kf — ij3 qui a recu le nom de fonetion
perturbatrice.
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On sait qu'en negligeant ce terme ng et en s'en tenant ä la
partie fondamentale de F, soit (F), les equations canoniques (5)
se repartissent en deux groupes d'indices 1 et 2 respectivement,
doiinant separement les mouvements de la premiere planete
lictive et de la seconde planete Active; ce sont lä deux mouvements

kepleriens \ Et les orbites vraies des deux planetes
Actives different peu de ces orbites kepleriennes, la fonction
perturbatrice Il3 etant du deuxieme ordre.

Or, s'il est immediat d'exprimer (F) en fonction des variables
relatives uux deux planetes Actives, c'est-ä-dire:

r|, »', '»3 ('», + '»,)1+2 CA " DB

GA' V*1 + y'i + z'i

GB' =\/x? + y£ + z%

il est moins facile d'obtenir une expression convenable de 113,

approchee aux termes du troisieme ordre pres.
On trouve dans les lecons de mecanique celeste de H. Poincare

un calcul de ce developpement dans lecas oü CA<[DB; le cas

oü C,A> DB n'y est pas traite completement.

§ 4. — Developpement de ]l3. — Ecrivons:

Dans tous les cas, la partie principale a pour expression
analytique:

j/^22 + yl + z'z |/(z2 — ^)2+ (y'i — y[Y+ (4 —

(15)
1 H. Poincare, loc. cit.

I, III, ÜB A'B'

partie priueipale

A'B' -A!b) + "'2"13(DIB

parlie complemeiUairc
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Le calcul qui suit etablira l'expression approchee de la partie

complementaire, expression valable dans lesdeuxcas, CA<DB
et CA>DB. Or, le terme peut toujours
etre neglige; la parenthese est en effet de l'ordre de mx\ le

terme entier est ainsi de l'ordre de m\m% (3e ordre), done negli-
geable; on le constatera encore, plus loin, par son develop-
pement.

11 reste le dernier terme ä etudier.

On a dans tous les eas:

AM?2 ÜB2 -f CA2 — 2CÄ DB OOS y

oü y est l'angle ADB. On en deduit:

j AM?2 — [DB — CA e'v] I ÜB — CA e_i" j
I A'B'2 [CA — DB e'']. [CÄ — DB e^'] ;

i iV - n[' -S»*T- [' - •

i
1 1

/ i i r, »it r, db i
AM? CA L " CA

e J I
CA " J

Si CA<DB, on developpera la premiere de ces deux expressions

suivant les puissances croissantes de ^ :

n \ n
1 CA)

P (J 6)AB' "w> (DD)" +
n=0 v '

si CA^>DB, on developpera la seconde expression de

suivant les puissances croissantes de ^:
: (16''")A'B' (CA)"+1

dans le premier cas, le premier terme du developpement sera

; dans le second cas, le premier terme sera
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Les coefficients Pn(y) sont les memes dans les deux develop-
pements; ce sont des fonctions de Tangle y.

1 l
Developpons aussi ^ et On a:

AB2 CB2 + CA2 — 2CÄ (Tb cos 7,

oü y est Tangle ACB. On obtient:

21' u \ ((:A)"
" (CB)"+I

'

cm bien ('17)

TS
|CB,"

(CA) n+ I

suivant que CA<CB ou CA;>CB; les coefficients Pn(y ont
la meine composition que les Pn(y).

De meme, on trouvera:

CB2 DB2 + CD2 — 2 DB CD cos 7,

oü est le supplement de y; d'oü, comme CD est tres petit:

n— 0

Les deux derniers termes de (14) s'ecrivent done comme suit:

[iTB-2 p. fei-:L~ nz=0 '
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Si Fon ecrit ä part les premiers termes des developpements,
on s'apergoit qa'ils se detruisent deux ä deux, sauf ceux du

premier crochet du premier cas, lesquels donnent ;

mais cette difference est du premier ordre, et eile doit etre

multipliee par m-jn2; le produit est du troisieme ordre, done

negligeable. II reste alors:

lei cas

2e cas : m
r n

I—H 1

Ii, /», > P„ (%)

(DB)"

JCDJ"
(DB) «+L

(CA)""'"' ir\\"+ t

(CB)"

(CAp ]

— '«2 '«3 2 P" ^ (CD)"

(DB)"+I

Mais, dans les deux cas, le premier de ces deux termes restants
est negligeable; on peut, en effet, l'ecrire:

Jei' cas : m

*2e cas m

p'("
n—\

i '"•>

î)— i L

[(Dß)"+l (CB)"+'_

(CA)

la sommation etant de l'ordre de mv le terme est du troisieme
ordre

II ne reste done ä considerer que la derniere partie de II3,
laquelle s'ecrit, dans les deux cas:
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CD
Mais — est de l'ordre de m,; le deuxieme terme du develop-

DJd a

pement ci-dessus, soit:

''V»n[p2(72)->

est ainsi de l'ordie de mlm2', il est done negligeable, et il en

est de meme des termes suivants. 11 reste done uniquement
le premier terme du developpement:

P *
(CD>

m2 m3 * 1 (Va) •

Or, quelles que soient les planefces, on a:

CI) — /, CA oil k
tn1 -J- m3

CD est done tres petit; le terme restant devient:

comme le facteur est egal ä mxmt ä des termes

du troisieme ordre pres, on peut ecrire:

„ (CA)
",'»2-p. '

(DB)2
'

Ainsi, la fonetion perturbatrice vaut:

(CA)ll„ (partie priucipale) — m, m, P, (y2). A_ ; (19)
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et la partie complementaire s'ecrit, aux termes du troisieme
ordre pres:

" (20>

II est d'ailleurs facile de trouver la valeur de P^y), qui est

COS y.
On se rappeile en effet que l\(y) est le coefficient du terme en

(üx) ^ans 'e developpement de:

i l

/„ UB iv\" /„ DB _A~2

[„ DB, /DB\2l-7 „ DB
l1 " CÄ(e ' + C" ') + (öl) J CA ,,087 + - '•

on a done bien:

Pi (7) cos 7

II ne faut pas oublier que, dans l'expression (20), il s'agit de

Tangle y2 supplement de y; la quantite (20) devient alors:

- (lyfp ' 0S % • ^ =^S- "»sy.CÄ.DB - (20)

Mais on a encore:

AB2 DB2 + DA2— 2 DA. DB. cos 7

d'oü:

DB2 + DA2 — AB2
cos 7 =r ==—

2 DA.DU

et:

- — DB2 + DA2 — AB2 —
cos 7, CA DB ~ CA

2 DA
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D'ailleurs, on connait les expressions suivantes:

^ DB" GB" x'Z + y'Z + z'Z ;

DA I :1 (TÄ
I '»1 + »'3

"'3
m, -4- tu..

/ 2 i 2
i 2\

• (+. + 2/i + %

AB (xs — x,)- + (y2 — J/J2 + (z2 — z,)2 ;

*2 — + fas — + — (+ — x3) ar2 +
ml x±

'«! + '»3

I^n .Dl — Do

Vi — .Vi — i/2 —

2., — 5,

"'s -ri

//ij -f"

///j + /i/3

/

///j -j- /n3

AH"
»»3^1

»ij + m3
+ 2/2

i2/i m0 J

m. -+- m0 m1 -f- mz_

U vient done:

cos y CA DB

~

(•r2 +2/2 + 32 +
tu + "'o

I "2 '2 '2\(+ + 22i +^i) — ^2"
»>3X1

'"l + "'3-
?/2 —

»'3 Vi
*2~

/n3 + m3

sfc++) o,;-+»;•+=;

1 /'», + '»g\ x2 + 2/2 + ;2 1 )H3 1 / 72 '2 '2

~ 2 \ "'s / j/^2 4. „:2 2+ »'3'
Xl Vl

I l+ '"3\
j^'2

+ 2/l +

m :i xx

m. -j- m.
+ 2/2-

'"z'Ji
»i, + 7<lg_

+
'"3^ T

"2 + '"3J
'2 '2 /2

2/i + -1

X2 + I/12/2+ 2l -22 -Kl ^2 + .2/1 2/2 + *2

<3ÄC+2 1
'2

1
'2+ 2/l ~f~ 31
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d'oü:

'•os 7 CA DB x[ x2 •+ y[ y2 + z2

m, in0 i,lei-me complemenLuie — - (xtx2 f yty2 + ^ z2)

La fonotion perturbatrice est ainsi connue, aux termes du
troisieme ordre pres; son expression, dans les deux cas

considers, est la suivante:

xiX'i + yiyz + HH
+

\/x2 + y* + zl [/(x2 - Xi)2 + {y2 - y[)2 + - z[)2 (*% + 2/a +

Z1Z2I
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