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Sur les mouvements internes

et la stratification des corps celestes

PAR

Kolin WAVRE

On sait que le Soleil, Jupiter, Saturne ne tournent pas d'un
bloc autour de leur axe de rotation. L'equateur fait un tour en

moins de temps que le voisinage des poles.
C'est un resultat d'observation que la vitesse augulaire est

fonction de la latitude sur la surface libre.
Montrons qu'il est tres vraisemblable que toutes les particules

d'une mime parallele ä Faxe tournent avec la meme vitesse.

Cette propriete si simple sur les mouvements internes ne semble

pas avoir ete apergue par les auteurs qui apres Clairaut, Poincare

et M. Volterra se sont occupes des figures des planetes et du

mouvement d'une masse fluide heterogene sous l'influence de

l'attraction de ses particules.
M. Veronnet ne la mentionne pas dans le numero du Memorial

(fasc. XIII, 1926) oil il synthetise les resultats obtenus sur
ce sujet.

Envisageons done un fluide parfait compose de couches de

densite p qui soient des surfaces de revolution autour de l'axe
des 2. Chaque molecule decrira un parallele avec une vitesse

angulaire w (x2 + y2, z). Soit p(x, y, z) la pression et
U (x, i/, z) le potentiel de Newton.



ET LA STRATIFICATION DES CORPS CELESTES 331

§ 1. Les mouvements internes.

Les equations de l'hydrodynamique qui regissent ce mouve-
ment s'ecrivent:
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Elles donnent lieu a la relation:

dp — dx — dy + — dz p Hr dx dy " dz
H rfU -f- <a2[xdx -f- ydy) ;

p joue done le role d'un facteur integrant, et il est facile de verifier

que l'expression H en admet un.
Avec les auteurs precedemment mentionnes imposons-nous

la condition tres naturelle :

La pesanteur doit etre en chaque point normale ä la surface

d'egale densite passant par ce point.
Alors la quantite H sera nulle ainsi que dp, il ne faut pas

l'oublier, sur toute surface ä p constant.
La pression p sera done constante a densite constante; p est

fonction de p seulement.
Lo facteur integrant p (x, y, z) a done sous la condition A)

une forme extremement simple :

P f(p)

-Mais alors H est la differentielle totale de la fonction:

p j
V fJE.J f(p)

Pa

et les equations du mouvement s'ecrivent:

öP M- öQ
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en posant:
P — U Q

Mais Q ne depend pas de z, ^ non plus, de sorte que « ne

saurait en dependre.
On a done:

0 c'est-ä-dire a> f(x2 + y2)

Et il existe un potentiel des accelerations :

l

Q f<J{l)\dl2
u

obtenu en posant l% x2 + y2.

La vitesse angulaire ne depend que de la distance ä Vaxe.

C'est une consequence des equations de l'hydrodynamique
et de la condition imposee par les auteurs precedents.

Ce resultat relatif ä un fluide parfait obtenu, doit-onle transformer

dans le concret pour les corps celestes?

1° La temperature. Si les surfaces, voisines de spheres con-

centriques, d'egale pression et d'egale densite sont aussi

isothermes lorsque la profondeur est appreciable, ce qui est tres

vraisemblable, cette intervention de la temperature n'altere

pas nos conclusions.
2° Le frottement. S'il y avait une viscosite dont il fallüt tenir

compte, il y a longtemps que le Soleil, Saturne et Jupiter tour-
neraient d'un seul bloc, le frottement aurait rendu
imperceptible le mouvement des zones les unes par rapport aux
autres. A-t-on jamais observe un ralentissement des mouve-
ments relatifs des zones paralleles La viscosite est done tres
faible et il ne semble pas qu'il y ait lieu de la faire intervenir
en premiere approximation.

Notre proposition ne laisse done subsister dans le concret,

pour le soleil et les grosses planetes, que de tres faibles doutes.

Et pour un fluide parfait nous l'avons demontree.
Un fait ä remarquer c'est que notre propriete est independante

de la stratification, c'est-ä-dire de la repartition des matieres.
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§ 2. La stratification.

Le but de ce paragraphe est d'indiquer de nouvelles equations
fonctionnelles pour la determination des figures d'equilibre des

planetes.
Distinguons quatre degres de difficulte du probleme.

I. Masse liquide homogene incompressible au repos.

Soit V le volume liquide considere, S la surface qui le limite;
a, b, c un point de V, x, y, 2 un point de l'espace.

Le potentiel au point x, y, z sera:

dV
U (x, y,z)= ?fff—

p etant la densite du liquide et r la distance des deux points
a, b, c et x, y, z.

La variation du potentiel sera:

dU '///
- 1 1 1

ö- b — ö

dx A dy A
dx i>y b

or on a:llllllö— ö— tl— ö— ö— ö —
r r r r r r

hx öö üy ö /> dz de

d'oü:

dU >fff ö /dx\ b fdy\ ö ld.
1 11 ,1 1 H 1 — I \ da db de

a\ r J ö b\ rJ b c\ r ' 1

mais la quantite entre crochets est une divergence; da s'expri-
mera done au moyen d'un flux au travers de la surface S:

=_» / / ±l*y±j±da,=-'//
a, ß, y sont les cosinus directeurs de la normale nä la surface S

au point a, b, c de celle-ci.
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On peut done ecrire:

dU -?dsffC0S^ "»da
S

d designant la direction du deplacement ds du point potentie
x, y, z.

On sait que Gauss a obtenu pour le potentiel lui-meme

l'expression suivante:

U — — pJ*j* cos (r n) da ;

s

notre expression en est la forme differentielle.
Pour que la masse fluide soit en equilibre, il faut et suflit que

la surface S soit äquipotentielle; de sorte que, pour toute direction

d tangente ä S, on doit avoir :

//C0S(*' n)da 0 ; (1)

S

e'est la premiere equation fonctionnelle que je me proposals de

donner.
Permet-elle de demontrer que la sphere seule est figure

d'equilibre, je n'ai pas entrepris cette recherche.

II. Equilibre relatif d'une masse fluide homogene et incompressible.

La masse tourne maintenant d'un mouvement d'ensemble

autour d'un axe oz avec une vitesse angulaire constante w. II
suffira d'adjoindre ä U le potentiel de la force centrifuge.

La condition d'equilibre s'exprimera sous la forme :

„/ dx dy\ {• /»cos Id, n)
+ <2)

s

equation ä satisfaire quel que soit le deplacement ds sur S.

ILL Equilibre relatif d'une masse fluide heterogene.

Distinguons la repartition St(0f^Z^l) des surfaces ä

densite constante et la densite p (t) de la couche repartie sur
la surface S(.

En appliquant au calcul du potentiel de notre masse de

configuration quelconque un procede indique par MM. Hamy
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et Veronnet pour des couches ellipsoidales, en considerant le

fluide heterogene comme une superposition de fluides homogenes

remplissant les volumes Vt limites aux surfaces St, le

potentiel s'ecrira, en affectant d'un indice ce qui est lie aux
variables d'integration:

0 V(,

L'artifice de calcul indique sous la rubrique I s'applique ici
et donne :

du=_ fmp-dsff d*.
»

1

*?

Exprimons que le potentiel total est constant sur chaque
surface S( et nous obtiendrons l'equation :

o st,

Nous avons suppose la densite nulle sur la surface exterieure.
Si eile n'est pas nulle, ilfaut ajouter aux seconds membres des

trois equations precedentes un terme qu'on imagine facilement.
Soit:

a a («', /, t') b b(u', v', t') c — c(u', v', t')

et
x x (u t», t) y — y{u, v, t) z z(u v t)

la representation parametrique des surfaces St> et St. II faudra

que l'equation (3) soit satisfaite quelles que soient la valeur de t

et les differentielles du et de, de sorte que cette equation (3)
donne lieu ä deux equations de la forme:

i i i
F (t, u, v) =z JJ*u, v, l', u', v')dt'du'dv'

o (I o

C'est lä une equation fonctionnelle du type de Fredholm. En

supposant la repartition geometrique S( donnee, H qui repre-
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sente la derivee de la densite sera seule fonction inconnue et

l'equation precedente est Lien une equation de Fredholm de

premiere espece. Si les surfaces St sont de revolution, nous
n'aurons qu'une equation ä satisfaire: celle qui correspond ä un
deplacement suivant un meridien.

La theorie des equations integrales laisse prevoir qu'il n'y a

que certaines repartitions geometriques qui seront susceptibles
de provoquer un mouvement d'ensemble quand encore on les

aura chargees convenablement.

IV. Le cas general.

II ne differe du precedent qu'en ceci: au lieu de supposer «
constant, on pourra se donner un m variable, pourvu que cette
vitesse angulaire ne depende que de la distance a l'axe comme
le veut notre propriete &) f(x2 + y2).

On pourra se donner &>(x2 + t/2), quantite connue, puis-

qu'elle est observable ä la surface libre. Les surfaces d'egale
densite sont ici de revolution et l'unique equation de Fredholm

(3) donne lieu aux memes remarques que le cas precedent.
La stratification s'obtiendra en cherchant les noyaux:

* =f fcos (f' n'] d*'

qui assurent l'existence d'une solution^—. C'est sous cette

forme que se traduit pour nous la recherche du domaine d'inte-
gration qui est precisement l'inconnue.

Pratiquement, quand il faudra rejoindre les mesures, on
tiendra compte des donnees suivantes:

1° la masse totale qui fournit- un invariant integral connu,
2° la repartition des vitesses dans toute la masse,
3° la surface libre S0 ou, ce qui revient au meme, les fonc-

tions:

x x (u c 0) y — y{u i<. 0) z — z(u v 0)

Peut-etre ces donnees permettent-elles de resoudre l'equation

(3) de proche en pro^he.
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