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A PROPOS DU PROBLEME DES MAREES

UNE GENERALISATION

DU PROBLEME DES GOURBES DE LISSAJOUS

PAR

G. TIEHCV

1. — L'etude des marees revient ä celle des petites oscillations

d'un Systeme mecanique d'un tres grand nombre de par-
ticules autour de sa position d'equilibre stable, sous l'influence
de forces perturbatrices periodiques. On est alors conduit,
pour les petites oscillations propres d'un tel Systeme, et avec
les approximations voulues, aux n equations suivantes:

rt

2 (***"* + ° ' (* L 2 n) (1)

oü les m sont n variables restant extremement petites, et oü
les quantites eik, tik, et s£k sont des constantes, liees aux
coefficients numeriques de la fonction H donnant les equations
de Lagrange dans le mouvement relatif du Systeme

On obtient la solution des equations (1) en posant:

et l'on cherche ä determiner les valeurs de l et des au qui per-

1 H. Poincare, LeQons de mecanique celeste, tome III, Gauthier-
Villars, 1910. — H. Resal, Traite elementaire de mecanique celeste,
Gauthier-Villars, 1884.
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mettront de verifier les equations (1); celles-ci s'ecrivent alors:

Srie" 2 a^ik l~+ £'ikl + £i*)~ 0' ,lou:
i= 1

(2>

I 2 Ö'(E«'2 + + lik) — 0 ;

i= 1

en posant:
lik 11 + Bik1 + E« Cik •

on a plus rapidement:
n

2fl'c» °
i= 1

On a done (n + 1) inconnues, l et les at; pour les trouver on
dispose des n equations homogenes (2); il faut que le
determinant de ces equations soit nul:

II0«|| 0 ou ?(0 o ; (3)

c'est lä une equation de degre 2n en I; on sait que les racines

en sont purernent, imaginaires; et l'on a:

?(') <p(— 0 '

comme on s'en aperQoit vite en permutant dans f (I) les indices
i et k et en remplacant I par (— l).

Cela revient ä dire que l'equation (3) est de degre n en (P)y

et que les n solutions (P) sont essentiellement negatives.
Ghacune des solutions de (3), portee dans les equations (2),

conduira ä un Systeme de valeurs des posons que, pour la
valeur lj, on tire de (2) les valeurs ai,j; la solution correspon-
dante du probleme des oscillations propres du Systeme meca-
nique est done donnee par les expressions:

uij — aije J'
> (4)

ä la solution (—lj) de (3) correspondra l'oscillation propre
harmonique:

"tJ hj'-V • (4')
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imaginaire conjuguee de (4); la somme de (4) et (4') donnera

une oscillation propre harmonique reelle du Systeme.

Rappelonsque les ay sont proportionnels aux mineurs Dik(lj)
aiidu determinant <jp(Z); c'est-ä-dire que le quotient Y) k\i-) est

independant de i. De meme, on trouve que le quotient Y>-k\l-)

est independant de k.

2. — Si l'on considere les quantites Ui comme les cordonnees

d'un point dans un espace dimensions, on a n equations
homogenes (2) en et la condition pour que la solution du

prohleme existe est que le determinant p(l) soit nul.
Avec chacune des solutions lj de p(l) 0, les equations

{2) se reduisent ä (n — 1) equations entre les variables ay;
on trouve done une variete lineaire en ay ou droite dans Fes-

pace &n: ainsi, la solution correspondante du probleme meca-

nique donne, en traduction dans &n< une trajectoire rectiligne,
la loi du mouvement du point sur cette trajectoire etant
fournie par (4).

Cela revient ä dire qu'on ne connait les wy qu'ä un facteur

pres.
Comme, d'une faijon generale, les racines de p(l) 0 sont

distinctes, on obtient, pour les solutions geometriques dans &n,
In droites imaginaires issues de 1'origine, sur chacune des-

quelles s'effectue un mouvement de point defini par (4).

3. — Qu'arriv^e-t-il si l'une des valeurs lj est solution double
de I'equation p(l) 0

On sait que, analytiquement, il y a deux eventualites:
a) Si les mineurs Din de p(I) ne s'annulent pas tous pour

I lj, les equations (2) admettent une solution de la forme:

uij aij eljt (kt + B) > (5)

oil A et B sont des constantes arbitrages;
b) Si tous les mineurs Diu s'annulent pour I Zy, les ay,

done les ay, pourront s'exprimer lineairement en fonction de
deux d'entre elles prises arbitrairement; autrement dit, les

equations (2) se reduisent ä (n — 2) equations distinctes.
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On demontre 1 facilement que les conditions mecaniques
auxquelles le probleme est soumis ne permettent de prendre en
consideration que l'hypothese (b).

Quelle est alors la solution du probleme dans la traduction
geometrique dans l'espace &n

On cherche un lieu geometrique en ay repondant aux equations

(2); il existe si <p(l) 0, cette equation ayant 2n racines

imaginaires pures, conjuguees deux ä deux. Si lj est racine
double, les mineurs Dj& eux aussi sont nuls, et les equations (2)
se reduisent ä (n — 2). La solution geometrique dans &n n'est
done plus un axe, mais une infinite d'axes situes dans un plan
et passant par l'origine; deux des ay, done deux des ay, peuvent
etre choisies arbitrairement. La loi du mouvement du point
representatif, sur Fun ou l'autre de ces axes, est touiours
donnee par les relations (4).

4. — Remarques: a) Le probleme de geometrie dans Sn

represente par les equations (2) admet toujours, comme solution
correspondant ä toute racine lj de <p (I) 0, au moins un axe

immobile; cela, quelle que soit la parite de n. On n'a done pas
affaire ä la recherche des elements immobiles dans une rotation
simple autour de l'origine; car, dans ce dernier cas, Faxe de

rotation immobile n'existe que si n est impair 2.

b) Si lj est solution double de g>(l) 0, on est conduit ä un
plan immobile, quel que soit le nombre n. Le probleme de

geometrie (2) n'est done pas la recherche des elements immobiles
dans une rotation simple; en effet, dans une rotation dans

l'espace Sn, il ne peut y avoir de plan immobile que si n est

pair; si n est impair, il y a toujours un axe immobile.

5. — Interpretation geometrique des equations (2) dans &n-

Supposons que, partant d'un Systeme de coordonnees rectan-
gulaires Wj, on effectue une certaine transformation de

coordonnees, qu'on demande quels sont les points qui, dans cette

1 H. Poincare, loc. eit.
2 G. Tiercy, Sur les deplacements dans l'espace a n dimensions,

Kundig, 1915.
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transformation, repondent ä une certaine condition et que la

reponse soit fournie par les 2n solutions du Systeme (2).

Supposons par exemple qu'on applique aux points de &n
la rotation suivante:

n

2 %ik ui

U,„=~2=L==. (6)

24
;=1

On demande alors quels sont les points qui, une fois cette
rotation effectuee, occuperont une position identique ä celle

qu'ils iraient occuper si on les soumettait ä la transformation
lineaire suivante:

n

ut - —/== 2 (e«- 12 +^ o "< - (6,)

V/24 1=1

» i=i

oil l est une indeterminee.
Egalant les seconds membres de (6) et (6'), on obtient le

Systeme des equations (2). Et Ton a trouve que 2n axes de &n

repondent ä la condition posee.
On verifie ici, aisement, que les directions trouvees doivent

etre conjuguees deux ä deux. En effet, si l'on remplace lj par
(—lj), les nouveaux coefficients {t^ij— lik^j) de sont

respectivement les quantites conjuguees des anciens coefficients

(elk^j + s'iklj) i et comme le resultat du calcul (6') ne doit pas

changer et doit rester egal ä celui du calcul (6), il faut bien que
les nouvelles coordonnees pq de la solution soient respectivement

les imaginaires conjuguees des «q. Autrement dit, les

coefficients bjj de (4') sont bien les imaginaires conjuguees des

coefficients aq de (4).

6. — Considerons les 'In axes imaginaires, solutions des

equations (2).
Deux directions imaginaires conjuguees, correspondant aux

valeurs lj et (—lj) de Z, peuvent toujours etre considerees comme
deux des droites invariables dans une certaine rotation autour
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de l'origine; en designant par (wij)i et (vij)i les nouvelles coor-
donnees d'un point apres cette rotation, on aurait:

| (»<?), P>•»,> ü" Ky),

| (^)l ou C'ißl Pjhj

Dans ce cas, pet p}- sont, non seulement imaginaires eonju-

gues, mais encore inverses l'un de 1'autre1; cela entraine la

relation:

PjPj-l 0' <7>

on a d'ailleurs toujours, dans une telle rotation l:

° : <8>

et comrne les directions en question sont imaginaires conju-
guees, la somme 2iHj (-'ij ne peut pas etre nulle; il faut done
bien que: f- p. — 1 0.

Les directions correspondent ä lj et (— lj) ne sont done
jamais perpendiculaires l'une ä l'autre.

On en dira autant des directions dues ä tout autre couple de

valeurs conjuguees, Ik et (— Ik), solutions de <p(l) 0.

Si maintenant on considere les directions correspondent ä

lj et Ik, ou ä lj et (— Ik), on aura:

PjP/c — 1 9^ 0 et PjPk — 1 0

Deux cas peuvent alors se presenter; ou bien les directions
Pfc £fe d'une part, p- et p- d'autre part, restent immobiles dans

la meme rotation auxiliaire; ou bien il faut des rotations auxi-
liaires differentes. Si la rotation est la meme, on aura, ä cause
de (8):

2"y»u- 0
> VuijVik 0

et les directions d'indice k seront perpendiculaires aux directions

d'indice /.
Si les rotations auxiliaires (/') et (k) ne sont pas identiques,

1 G. Tiercy, loc. cit.
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la relation (8) n'est plus valable; et les directions d'indice k ne

seront pas perpendiculaires aux directions d'indice /.
lie plan de deux directions imaginaires conjuguees est reel;

la resolution des equations (2), en traduction geometrique dans

Sn, conduit done a n plans reels; ajoutons, en passant, que ces

plans, en general, ne sont pas completement perpendiculaires 1

les uns aux autres.

7. — Un cas tres important du point du vue mecanique est

celui oti 1'equation y{l) — 0 admet la racine 1 0; e'est alors

une racine d'un ordre pair de multiplicite, ä cause de la forme
de <jp(Z).

On montre aisement que les solutions du probleme sont de la
forme 2:

"i - + h

oü aj et ßi sont des constantes. D'ailleurs, on peut prendre les

variables ui de telle sorte que les unes definissent la surface
exterieure de la mer, tandis que les autres donnent la position
des molecules ä l'interieur de cette surface; designons les
premieres par ua et les secondes par «&; on sait qu'il arrive en outre

que les ua se reduisent ä des constantes; la surface exterieure
est done invariable, ou plutot modifiee d'une facon constante;
ä l'interieur, il existe des courants Continus, puisque:

ub Hl + h

C'est ce qui arrive dans les marees statiques (premiere sorte

avec «& 0; deuxieme sorte avec etf, ^ 0).

Que donne la representation geometrique de la solution
dans &n

Puisque I 0 est une racine d'un ordre pair de multiplicite,
double au moins, les equations (2) representent, dans &n, un
plan fixe ou un « 2i-plan»fixe. Mais comme les ua sont des

constantes, le plan en question sera contenu dans une variete li-

1 G. Tiercy, loc cit.
2 H. PoiNCARE, loc. cit.

Archives, Vol. 7. — Septembre-Octobre 1925. 19
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neaire d'ordre införieur ä n, et parallele ä celle determinee par
les axes d'indices b.

Dans les marees statiques de premiere sorte, oü Üb const.,
la solution geometrique se reduit ä un seul point fixe dans &n-

8.— Solution generale des oscillations propres. La solution
generale du probleme mecanique est fournie par l'expression:

n ii

«<=2Vv + 2B/V: (9>

.7 1 ;" t

les constantes A3 et B3 sont imaginaires conjuguees; elles pre-
sentent done 2 constantes arbitraires, qui sont determinees par
les conditions initiales (lesquelles exigent en effet, qu'on dispose,
au total, de 'In constantes arbitraires).

Les termes A3 wy et B3 ey donnent ensemble un mouvement
harmonique propre sur une trajectoire rectiligne Aj de &n, droile
situee dans le plan reel des solutions «y et ey; la periode de

cette oscillation est --^L-—La solution generale (9) est done
v

la composition de n mouvements oscillatoires periodiques

propres, s'effectuant respectivement sur n droites fixes A3, issues

de l'origine.
On trouve done lä la generalisation d'un probleme classique

de cinematique plane et de physique: la recherche des courbes
de Lissajous. On sait assez combien le dessin de ces courbes est

complique, meme dans la geometrie plane correspondant a la

physique de deux diapasons perpendiculaires, lorsque les conditions

d'amplitudes, de periodes et de phases sont quelconques.
II est evident, d'ailleurs, qu'on pourrait remplacer les compo-

santes s'effectuant sur les droites A3 par des composantes agis-
sant respectivement sur les n axes d'une equibase orthogonale
de &n.

9. — Influence du irottement sur les marees. Les quantit.es

lj correspondant aux oscillations propres ne seront, plus pure-
ment imaginaires; elles auront une partie reelle, d'ailleurs
petite, et essentiellement negative, car l'energie de l'oscillation
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est decroissante. Par consequent, les termes representant. des

oscillations propres linissent par disparaitre, puisque les marees
existent depuis fort longtemps. II ne restera plus ä considerer

que les termes correspondant ä une influence exterieure; ils
obeissent ä des equations du type suivant:

n

2 (£<* "I + 4 "i + lik«.-) Kk e'J
'

i 1

oü 7 est purement imaginaire et caracterise la periode de la
force perturbatrice; les termes de la solution sont de la forme:

(i0)

Si on a ä considerer plusieurs forces exterieures, la solution
sera:

«i I")
oü les Am sont connus.

Ijes termes de la forme (10) definissent dans &n un mouvement
de point; c'est un mouvement oscillatoire simple, s'effectuant
sur une certaine droite. Avec l'expression (11), on fait la composition

de plusieurs mouvements oscillatoires simples, dont cha-

cun est execute sur une droite particuliere de &n- On retrouve
done le probleme generalise des courbes de Lissajou; le frotte-
ment produira simplement une diminution legere de l'ampli-
tude, et un faible decalage de Foscillation contrainte du « point
resultant»dans 3n-
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