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1925 Vol. 7 Juillet-Aoüt.

SUR LA GRANDEUR DE LA FORCE

qui tendrait a rapprocber un continent de l'eqnatenr

Dans l'important travail qu'il vient de publier1, M. le pro-
fesseur R. Wavre a traite en toute rigueur le probleme de la
recherche de la force qui sollicite un continent ä fuir le pole.
C'est une utile contribution ä « la theorie de la genese des

continents et des oceans», de M.Wegener. D'autres mathe-
maticiens et geodesiens se sont aussi occupes de cette question,
et avant M. Wavre, mais les apDroximations qu'ils ont faites
dans le but de simplifier leurs calculs, en considerant par
exemple le rayon de courbure meridien comme constant,. en

remplaijant la latitude geographique par la latitude geocen-
trique, rendent tres difficile l'appreciation du degre d'exactitude
de leurs resultat.s.

M. Wavre a admis comme seule hypotbese que 1'ellipsoide
des geodesiens est une figure d'equilibre, et que la presence,
sur celui-ci, d'un petit continent ne modifie sensiblement ni sa

forme ni son mouvement autour de son axe de revolution.
Yoici rappelee la formule qui donne la resultante du Systeme
de forces agissant sur le continent:

+ fffe(x) g(x) g(.r) d.i — J fJ i (x) g(x) g(.r) di (1)

PAR

It. KEKNElt
(Avec 1 fig

15

1 Archives [5], 7, p. 163 (1925).

Archives, Vol. 7.— Juillet-Aoüt 1925. 15
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Pour l'explication des lettres qui figurent dans cette formule
et dans Celles qui vont suivre, nous renvoyons le lecteur au
travail meme de M. Wavre (pages 167 et 169).

Si M. Wavre a exprime l'element de volume:

_ R cos cp -4- r A2 cos cp\
dX Rr(l+k. (2)

plus simplement par:
d\ ' da dh

si, pour faciliter l'integration des composantes:

H

+ /ff (« - i)*(l + dl (3)

et

K

fff{e~ ,)?(1 + f) (1 + '+

il a neglige les termes du second degre en 6g et 6g devant
ceux du premier dans sx, et les termes du premier devant
l'unite dans sY, il a par compensation discute en fin d'etude
toutes ces approximations, fixant ainsi des limites aux resultats
obtenus.

Le travail de M. Wavre est un cadre algebrique, et les valeurs
de e, i, /?E, adoptees par lui, peuvent etre remplacees par
d'autres.

Les geodesiens appellent d'ordinaire deviation de la verti-
cale en un point, l'angle de la normale au geoide avec la
normale ä un ellipsoide fictif passant au point eonsidere. Ici
nous appellerons avec M. Wavre deviation de la verticale,
l'angle de la verticale au point eonsidere et de la verticale en

en un point pris pour origine.
Le champ de la pesanteur ä l'interieur de l'ellipsoide n'etant

pas ti'es bien connu, M. Wavre a du faire deux hypotheses
extremes, 1°) et 2°), et une hypothese vraisemblable, 3°)
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(v. la fig., p. 252). Cette derniere consiste ä appliquer la for-
mule suivante, que nous appellerons formule approchee :

So S — sin 2©
a

au calcul de la deviation de la verticale S</ a Finterieur aussi

bien qu'ä Fexterieur de Fellipsoide.
Nous nous sommes propose de discuter dabord dans quelle

mesure cette formule fournit bien une valeur approchee de la
deviation de la verticale ä Vintcrieur de Vellipsdide et fusqu'ä
quelle profondeur; nous avons voulu donner ensuite deux limites
plus resserrees entre lesquelles est comprise la force translatrice.

Nous sommes parti des travaux de Clairaut et des series

de Helmert.

Les travaux de Clairaut et de Helmert.

Clairaut a cherche k determiner la figure d'equilibre d'une

masse fluide, heterogene, en rotation autour d'un axe; il l'a
supposee formee de couches infiniment minces, homogenes,
dont la densite est fonction de leur distance au centre; chacun
des elements de ces couches est soumis ä Taction newtonienne
de la masse totale. Ces couches sont des figures d'equilibre,
des ellipsoides de revolution, et voici comment Clairaut en
etablit Fequation.

II rapporte les coordonnees des points ä un Systeme d'axes

Oxyz dont l'origine est placee au centre de Fellipsoide. II
designe par a Faplatissement des differentes couches, et forme
les composantes X, Y, Z de la force agissant sur un point,
en fonction de la densite variable p des matieres en presence:

X

Y

Z

4tiP f3K + I. 3N 2 I+ 57'(1 - 5S1D ^ - 5 FJ '

4r.k* [3K + I. 3N JB.
2 ~1

~ -3-4~i3- + 5^(1 - 5sm 6) - 5
f J '

4 t. Id T3K +t 3N 4 1
«|^__ä_ + _(3 - 5sin^6) +-fJ
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avec

K j*pr2dr L ^pf/(r2a) N J*orf(r5a)
f» o o

E fpridr ' K f 9d7dr ;

r designe la distance d'une couche quelconque au centre

commun; c'est le rayon equatorial des differentes couches.

Puis il exprime la condition necessaire pour que la couche a

soit une surface d'equilibre, et obtient alors les deux equations:

(X -|- u>2x)dx + Tdz 0 x dx -f- ; (1 + 2 a) dz — 0

d'ou il tire, par elimination de dx et de dz, l'equation :

X + „Ar Z _ _ 2Za
X z z

En y substituant les composantes X et Z de la force, il
trouve une premiere relation entre r, a et q:

5w2 - ^
——p

;-5 oar2K — X +

et par deux differentiations successives, il obtient l'equation
finale:

d2 a 2 p I-8 d a. I p r 3 \
dr2

1

K dr + \ K r3) ~ ° '

C'est une equation differentielle lineaire qui donne la relation
entre p, a et les derivees de a par rapport ä r.

Les mathematiciens en ont cherche les solutions en faisant
differentes hypotheses sur la repartition des densites ä l'inte-
rieur de la terre. Nous noterons les developpements tout nume-
riques donnes par Helmert, que nous appliquerons dans notre
probleme:

a 3^2 [a + °'178(^) + °'°54(^) + °'°16(^) + •]•
(4>

p H,8 [l_ 1,0', 0.275(I)4- ...]
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**

Calcul des limites superieures et inferieures de S<p en par-
tant des travaux de Clairaut et de Helmert.

Nous remplacerons dy par tg<J<jp; cette approximation ne
1

donne lieu qu'ä une erreur relative inferieure ä ; on le

montre facilement en partant du travail de M. Wavre.
On a en effet:

sin o® 8'8= 0so _tgo® j-1 ::— ——— o® -—.6®
cos 8® 0 8C ' Os=

Or:

de sorte que:

tg Sep ]> 8®

<T tg8® <T — — 8 a^ '"'680 '/84
V 84^

s' <"'r < \A + SsTO < (" + iräö)1 f

Reprenons le Systeme d'axes de Clairaut. Ecrivons sans indice.
les lettres designant des elements en da, avec l'indice h celles

qui se rapportent aux elements d'un point ä la profondeur h,

et avec l'indice J celles qui se rapportent ä l'extremite inferieure
du continent.

Soient x, y, z, les coordonnees de da. Nous supposerons la
normale en cet element dans le plan xOz, de sorte que, sur la

normale, les y sont nuls. Si <p est la latitude geographique
de da, s l'excentricite de l'ellipsoide, un calcul facile donne:

a cos y _ a (1 — e2) sin y

(1 — £2 sin2 y)2^ (1 — e2 sin2y)2

Par un point du continent ä la profondeur h passe un ellipsolde
de Clairaut d'aplatissement a^ ; sa normale <pn en ce point
fournit la direction de la verticale, et, la difference <p — y>n,

l'angle de deviation de celle-ci.
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Le point de profondeur h a pour coordonnees:

zh — ~ + /( sin f

h est un nombre relatif; il est negatif.
Le coefficient angulaire de Ia normale en Xh. zu est:

'BfA
~-h_

__
1_

xh - aA>2
(5)

X

En effet, l'equation de l'ellipse meridienne:

_ 4- —2 > 2

aH h

peut s'ecrire en remplacant bh par dh( 1 —a/i):

2 & i * \ o
ah «h(l — ah>

et cette equation donne par differentiation:

;A 1^xh
dz. xh i1 — »A>2
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II est done inutile, pour determiner le coefficient angulaire
de la normale en un point, de calculer les axes de l'ellipsoiide
de Clairaut passant par ce point.

Remarquons que tgy^ est toujours plus petit que Lg (phL,

si h2 < hv C'est presque evident geometriquement puisque,
d'apres Clairaut et Helmert, on a:

a, > a2

Cette remarque a une telle importance pour la suite que nous

croyons utile d'en faire la demonstration analytique.
Zhi

Le rapport — des coordonnees d'un point ä la profondeur
xhi

est plus grand que le rapport — des coordonnees d'un point
xhs

h2 lorsque K > K
Exprimons, en effet, la relation:

— — > 0
xhl xhi

qu'on peut ecrire:

z -j- A, sin y z —(— A2 sin y
x -f- A, cos y x -(- A2 cos y

Cette inegalite est vraie si:

> 0

zx -)- zh2 cos y -)- xAj sin y + hl Ä2 sin y cos y — zx — zkt cos y

— xh% sin y — A, A2 sin y cos y 0

ou, apres reduction, si:

z cos y (A2 — A,) — x sin y (A2 — Aa) 0

Nous divisons cette inegalite par h2 — /q ; cette difference

est negative; il iaut que:

z cos y — x sin y <[ 0

ou:

~<lS?
Or:

z 1 z 1
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il faut done que:
1

X ^ X 1 —

ou:

~ A .2

«<t4
et cette relation est satisfaite.

Nous avons d'une part:

"hx ~/(2

rht *h,

et d'autre part:

7^>(1 _ .J« ^ (t - '

puisque ax > «2; d'oü par multiplication membre ä membre:

~/ii 1

^ "hz t
Xhl O — «l)' Xh, l1 — a21"

Le premier membre est tg <fht, le second tg^; la proposition

est ainsi demontree.
Posons:

«gS? — lg (<P — fh) •

ou encore:
5kzxh — Zxzh

tgSr xxh^h + zzh

ainsi que celaresulte du developpement de tg((jp— q>h) et dela
formule (5); nous avons remplace (1 — ah)"2 par £h et (1 — a)2

par l
Or:

Xh X -j- k cos y

zh — z -f- h sin f

Le second membre peut done etre developpe sous la forme:

z (x -f- h cos tp) — t-x (z + h sin <p)

x^i,h(x -)- h cos e) + z(c -)- h sin y)

(lhzx — ?xs) + (%hz cos f — 5x sin ?)Ä

-f- s2) + cos f z sin y) h
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Ecrivons:

«(Ea-E) «

zcos 9 — x?siny= ß

+ ** T

cos© -J- z sinj S

et 1'angle de la deviation de la verticale avec la profondeur
sera donne par la relation:

a -f- ß/i
tg8? —

Y + 3h

I.,es fonctions a, ß, y, 3- dependent de h par et varient
avec la profondeur. Mais on peut, en premiere approximation,
les supposer constant.es en remplacant les ellipses de Clairaut
par des ellipses homothetiques.

Nous les remplacerons d'abord par des ellipses homothetiques
ä 1'ellipse h 0, en substituant £ ä £h>. ce qui nous donnera une
limite inferieure k !tgd$p| que nous noterons | (fy

En effet, par cette substitution nous majorons:

[S?h - yt 'X h

Z_h £
fh'h

car g est plus petit que §&. Mais nous ne changeons pas le signe
de tg(y> — tfh), car fh reste inferieur ä <p puisque:

z 1

lg? x-J '

et que la nouvelle valeur de tg y>h serait:

zJl A
xh

'
5

— etant plus pet.it que —, tg <pu reste plus petit que tg <jp.

xh ' x
Nous remplacerons ensuite les ellipses de Clairaut par des

ellipses homothetiques ä celle qui passe par h3: nous substitue-

rons done a ; nous diminuerons ainsi tg <pu et majorerons

tg (<p— yh). Nous obtiendrons ainsi pour |tgd<jp! une limite
superieure que nous noterons Idyl-
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Dans dcp, nous aurons:

a ~ 0

ß (3 cos <p — x sin y)

Y x*e* + ;2

3 — x%2 cos ^ -f- z sin «p

et dans Sf.
a — zxtf, —

ß z£ cos y — sin y

T + =2

3 — cos y + z sin y

Ainsi, en confondant Tangle de la deviation de la verticale

avec sa tangente, on devra avoir:

IM < lg®l < IM ;

et puisque ces deviations sont negatives:

8y 8y Sf

Discussion de l'emploi de la formule approch.ee:

8y ß — sin 2 y

Nous ferons <p 45° et hs — 100 km.
La formule (4), d'Helmert (p. 250) ,nous a donne pourl'apla-

tissement a, de Tellipsoide passant ä 100 km de profondeur
1 1

le chiffre
aQQ g que nous remplacerons par 7^-, augmentant

ainsi la deviation de la verticale.
Le calcul nous a montre que la valeur de $<jp donnee par la

formule approchee restait comprise entre nos limites 5<p et dcp

jusqu'ä une profondeur d'environ 75,324 km, et que, pour une
profondeur plus grande, d<p sortait de ces limites par des

valeurs absolues superieures ä \d<p\.

Yoici calculees pour quelques profondeurs les valeurs de

äcp tirees de la formule approchee et des limites 8<p et 8<p.
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80 So

h 0 0
1

0
44 897

h — — 50
1 1 1

IM < IM < IM37675 20 470 24113

h — 75.324
1 1 1

24908 16006 16010

h — 96
1 1 1

IM < 1ST1 < l8? 1

19479 13573 12 569

II sera done preferable d'effectuer les c.alculs de la deviation
de la verticale au moyen de nos valeurs dy et dy, tout au moins
ä partir de 73 km de profondeur.

** *

Determination plus serree des limites des jacleurs d'approximation

9^, 9^, 9® 9|9, et des symboles 9E, o1, introdnits par
M. Wavre.

Les fact.eurs d'approximation sont definis par les equations:

JVK darfAe"; (1+^=0^;
rfV, d.dhO'h (1+^=9^;

et les symboles 9E et 9J par:

e" 9? 0S 8? et 9J 0' 8» 1)1

bg b a h bg 63 rl

Nous prendrons pour ce calcul:

kB 3,2 km ; h1 — 100 km

Nous forcons ce dernier chiffre, et nous obtiendrons des

limites tres larges, car la condition d'isostasie donne pour hs

une valeur absolue inferieure ä 96 km, avec les valeurs que
nous choisirons pour les densites du socle et du sima.
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Pour les facteurs et e3h, il n'est pas possible de ralculer
des limites plus serrees que Celles de M. Wavre.

Les voici:
1 < < 1,000963

0.9687 < < 1
•

Nous avons calcule ä nouveau le facteur ef eu admettant
t

que la force centrifuge est egale au plus au de l'attraction.

En comparant la variation dg au pole, oü eile est maximum, ä

l'acceleration g ä l'equateur, ou c.elle-ci est minimum, nous

avons obtenu:

de sorte que:
0,9989985 < 8J < 1

Pour les limites du facteur e3Sg, nous utiliserons l'integrale
de l'equation de Clairaut L

S f ' (6)

o

qui donne g en fonction du rayon R et de la densite p.

Nous differentions chaque membre de cette equation et

trouvons:

dg

Pm designant la densite moyenne de la terre.
La valeur maximum de dg sera donnee alors par:

It+A,

gh=h, — Sh=0 ir'k2 j"(? —

It

La densite est fonction de R.
Nous pourrions effectuer l'integration en remplacant, sous

le signe integral, p par le developpement d'Helmert (4) (p. 250).

1 Voir Encyclopedie math., vol. VI, p 116.
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Mais d'apres ce developpement, p croit de la surface vers
2

l'interieur tout en restant inferieur ä dans nos limites

d'integration, de sorte qu'en rempla^ant la densite p par sa

valeur p0 en de, oü eile est minimum, nous obtenons par
integration une limite superieure de dg. A.pres cette
substitution dans (7), l'integration donne:

8g 4r.k*h3(p0 — |pm) •

L'integrale (6) donne:

de sorte que:

1T-k n~3~p«-R '

g Or

lim — - '
o... K

2 8"
hi est negatif; ?0 est plus petit que pm; le rapport — est done

° S
positif.

R est compris entre a et b. En prenant R=&, nous obtenons

un g minimum, et en divisant lim. sup. dg par g min., nous

trouvons une limite superieure k --. En choisissant comme

les plus probables les chiffres de densites donnes par Helmert x,

on — 2,65 et p 5,515
i o ' i m ' '

nous avons calcule que:

^ < — •W' "4

Notre approximation ft\g est done comprise entre les limites:

1 < 0\g < R00938

Le facteur 0s? etant compris entre et 1j nos

symboles 0E et e1 ont pour limites:

0,998992 < 9E < 1,000963

>0,968694 < 0J < 1,00938

1 Voir Encyclopedie math., vol. VI, p. 118.
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** *

Les limites de la force translatrice sx.

La force sx est la somme de 2 integrales:

fffeg{x + j)^dE et ///<e - ')«(* + •

K J

La densite e est supposee constante dans E; la difference

i — e, constante dans J; i est la variable p de Clairaut et de

Helmert.
Ces integrales peuvent s'ecrire avec les facteurs d'approxi-

rnation:
ft

4X edugD^J'§<fdh et (e — i) dagQ3 J"Sydh
o A,

En admettant que, dans la premiere integrale, l'angle de

deviation de la verticale soit donne par la formule approchee,
nous trouvons en integrant:

t)k h^egda^ — sin 2y

Pour l'integration de la seconde, nous admettrons que
est calcule au moyen des ellipsoi'des de Clairaut.

Nous aurons done ä integrer:
<1

C a + ßA- 8J(e —Ojgd'°J "

L'integration est tres difficile; a, ß, y et 5 sont des fonctions
de art, et ah est donne par la formule (4) d'Helmert. II nous suffira
de trouver des limites de l'integrale en substituant ä dip

les limites 6<p et 6g> definies plus haut. II serait sans doute

plus simple encore de remplacer par son minimum,
puis par son maximum: mais le minimum etant nul, nous
trouverions zero pour la borne inferieure de l'integrale, et il en
resulterait un grand ecart pour les limites de notre force.
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Les coefficients a, ß, y et 3 sont constants dans Sq> et Sg>.

reintegration donne:

h3

— eJ(« — l)sda I -ft'ogr — log(y + SAJ
(J

+ ß | — ['ogT — '°g(T + Bh.,)] — -J | | •

La limite h3 doit etre deduite de la condition d'isostasie x:

i'ehH

Representons par Ij et Is la borne inferieure et la borne

superieure de l'integrale:
o

Y

_ f±±l\dh ;J y -th.

alors les limites entre lesquelles est comprise la force sx seront:

eg d<j Ii — sin 2 e 0K
* 2 a

o h

+ (' — e)Jg-d<i6''I. < sx < egdch^ si»2?9l!

+ (' ~ «IjÄ'daO-1. \s (8)

** *
Le poids du socle.

Nous defmissons poids du socle, la somme des projections
des poids de E et de J sur la normale en da. Ce poids est donne

par les integrales:

Pc feg(l + ^(1 + 8>)dK+feg( 1 + y) R + H'Y)
K J

h* o

9KegdaJ*dh + 9Jgda j'edh

dJ

1 Voir le memoire cite de M. Wavre, Archives, 1925, p. 183.
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La densite e est variable dans J; eile crolt aveo la profondeur;
en vertu de notre hypothese, i—e est constant. Nous integrerons
neanmoins comme si e etait constant dans tout le socle et egal
ä sa valeur en da; nous multiplierons ensuite le resultat de la
seconde integrale par un facteur ef, dont on trouvera les

limites en supposant la densite une premiere fois partout egale
ä e en da, une deuxieme fois egale k sa valeur k la profondeur
A-i oü eile est maximum en vertu de la formule (4) d'Helmert-

Voici calculees, avec les densites trouvees au moyen de la
formule d'Helmert et pour une profondeur de 100 km, les

limites de variability de ce facteur o]e:

ce qui peut s'ecrire en tenant compte de la condition d'isostasie:

Les limites du rapport de la force translatrice au poids du socle.

L'inegalite (8) (p. 261) nous donne les limites de la force

translatrice, la formule (9) le poids du continent. Yoici done

l'expression des limites de leur rapport:

1 < < 1,09804

L'integration de Pc nous donne alors:

Pc 0"egdvht + Wtegd,.ht

Vc 0"eg da h[r + OJ0^

*

MJ

D" + oJ 6' —
0J (' — e.

e

*

X •

Valeurs numeriques des limites du rapport -p- ä la latitude

geographique <p 45°.

Nous prendrons pour les dimensions de l'ellipsoäde terrestre
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les chiffres de Helmert donnes dans 1'Encyclopedie Mathema-

tique, vol. VI (1921):
a — 6378,2 km

h 6356,8 km

1
a r\j 299

Nous poserons äe 3,2 km. La densite du sima a la surface
de l'ellipsoide, calculee par la formule (4), est environ 2,65.
Si nous admettons h3 — 92 km, il resulte de la condition
d'isostasie pour (i—e)t la valeur 0,089, et pour e, dans E, la
valeur 2,56. Les documents pour la difference (i—e)j des densites
du sima et du sial nous manquent. Les geologues ont des

opinions fort dilferentes sur la profondeur du socle continental.
M. Wegener l'estime entre 90 et 100 km. II est bien entendu que
notre rapport de la force au poids variera dans une large mesure
avec les valeurs adoptees pour e et i — e.

La condition d'isostasie donne, avec les facteurs d'approxi-
mation, les limites suivantes pour IAj|:

91,09 < |Ä_,f < 95,11

Nous ferons A, — 91,09 dans L et h} — 95,11
dans Is.

La force translatriee a pour limites:

0,0000801403 eg da < sx < 0,00016130268 eg d*

et le poids du continent:

108,618 eg dz > Pc > 91,135 eg d*

sxVoici fmalement les limites du rapport -p-:

—— —1355350 P„ 556502 '

La moyenne arithmetique de ces deux limites est:

1

789903 '
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** *
Conclusion.

Le rapport de la force translatrice au poids du continent est

done extremement faible; eile est insuffisante pour creer des

montagnes, et n'en cree point sur l'equateur ä l'heure actuelle.
Mais les choses se presenteraient sous un jour different, si ä

cet effet statique s'ajoutait un effet dynamique.
La resistance du sima n'empeche pas les continents de se

mouvoir; et dans le cas oü deux continents se rencontreraient

sur l'equateur ou ä d'autres latitudes, la force vive que chacun

perdrait devrait bien etre recuperee sous une forme ou sous

une autre.

Erratum. — Dans l'article cite: Archives (V), 7 (1925), ä la

page 176, au lieu de A, 96 km, lisez A, 92,8 km. —
96 km representent la hauteur totale hK 4- h,,.

R. W.
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