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SUR LE

MOM DE DEÜX SPHERES CONGEMRIQHES

A PROPOS D'UNE HYPOTHESE GßOLOGIQUE

PAR

It. WAVKE
(Avec 1 fig.)

M. Wegener1 defend l'idee que les socles continentaux
derivent ä la maniere des icebergs au sein d'un sima qui cederait

ä Faction persistante de fortes pressions. MM. Epstein, Lambert,
Schweydar ont montre qu'une force tend ä rapprocher les

continents de l'equateur; eile provient du fait que les surfaces

äquipotentielles pour la pesanteur ne sont pas paralleles.
On ne s'est pas demande, que je sache, quelle influence pourrait

avoir le deplacement d'un continent sur la direction de Faxe de

rotation de la terre. II faut etre, en effet, extremement prudent
en cette matiere, car la terre n'est pas un solide. Le deplacement
d'une masse ä sa surface transforme le champ d'attraction,
ce qui deforme le geoide dans son ensemble. Au cours de cette
deformation, il serait vain de vouloir conserver aux mots «axe
instantane de rotation » le sens precis qu'ils ont en cinematique.

On ne peut, me semble-t-il, faire abstraction de cette
deformation pour mettre en evidence unle deviation de Faxe, car cette
deviation s'accompagnerait necess rirement d'une pareille
deformation et ces deux effets sont tres jrobablement du meme ordre

1 Voir Wegener, La genese des continents et des oceans. Trad.
Reichel. Libr. Blanchard, Paris, 1924.
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de grandeur. Pour entreprendre une telle etude dans sa com-
plexite, c'est ä la dynamique d'une masse fluide, d'une viscosite
differencipe, en mouvement sous l'influence de l'attraction de ses

particules, qu'il faudrait s'attaquer.
Si Ton suppose, au contraire, la terre solide — ä part une

classe tres speciale de transformations qui conservent les axes

spontanes — toute modification dans la repartition des masses

en une region quelconque entraine une translation et une deviation

de Faxe de la partie restante. Archimede n'avait pas besoin
de chercher un point d'appui pour soulever la terre, il lui suffi-
sait de faire un pas.

La mise en equation du mouvement de Faxe de la terre pour
un transport de masse ä sa surface ne m'a pas conduit ä des

resultats dont ^interpretation füt simple. L'hypothese suivante,
plus ancienne que celle de M. Wegener, donne lieu, au contraire,
ä une interpretation suggestive.

** *

Von Colberg et Marcel Bertrand, pour ne citer que deux

noms, emirent l'idee que voici:
L'ecorce terrestre serait animee d'un mouvement d'ensemble

par rapport ä un noyau central.
Que le noyau soit ou ne soit pas ce spheroide compose presque

uniquement de fer et de nickel appele Nife, il ne m'appartient
pas de le discuter. Le mouvement relatif de l'ectrce et du noyau
tendrait ä disparaitre ä cause du frottement, ä moins que des

actions exterieures telles que les marees ne l'entretiennent.
Ce phenomene serait encore fort complexe, car ni l'ecorce,

ni le noyau ne sont solides. Mais il n'est peut-etre pas sans inte-
ret au point de vue mecanique, de supposer solides ces deux corps
et de traiter ainsi un probUme fictif, düt-il n'avoir pour le

mouvement reel qu'une valeur purement, analogique et d'en pousser
la resolution rigoureuse aussi loin que possible.

II serait peut-etre interessant de se rendre compte, tout au
moins dans notre cas fictif, si l'hypothese «Bertrand-von
Colberg » permet effectivement d'expliquer le faisceau de pheno-
menes d'ordre paleontologique, climatologique ou astronomique

pour l'explication desquels elle fut imaginee.



SUR LE MOUVEMENT DE DEUX SPHERES CONCENTRIQUES 135

La determination du cone decrit par Taxe de l'ecorce dans

Fespace lie aux etoiles fixes, d'une part, et dans l'ecorce, d'autre

part, permettrait, dans notre cas ideal, de repondre ä cette

question; nous montrerons sous quelles hypotheses particulieres
la resolution du probleme ne deborde pas le domaine des fonc-
tions elementaires et sous quelles conditions plus larges eile

peut s'effectuer au moyen de certaines fonctions transcendantes

classiques telles que les fonctions de Hessel.

Sans doute, les observations astronomiques des derniers
siecles s'opposeraient-elles ä ce que l'on admit que le pole füt
anime d'un mouvement tres sensible du ä un effet «Bertrand-
von Colberg» qui s'ajouterait aux mouvements lents au'on
lui connait dejä. Mais que sont trois siecles vis-ä-vis de l'äge de

la terre.
II s'agirait, en un mot, de savoir si cette pensee d'Herodote est

bien vraie: « Qu'on prodigue le temps, tout le possible arrive. »

*
sN *

Je ne m'etonnerais pas que ce probleme ideal füt dejä resolu,
mes recherches ä ce sujet sont cependant restees vaines. Je

n'ai redige ces pages que dans un but didactique. Puissent-elles

encourager quelques etudiants en mecanique ä s'interesser ä ce

genre de question, ä completer la resolution de notre probleme
fictif, en le poursuivant dans differentes directions, dont quel-

ques-unes sont tres probablement inexplorees, ou ä rejoindre
les sciences naturelles et par la meme la realite.

*
sN sN

Probleme special.
Je supposerai:
1° l'ecorce E et le noyau N, tous deux solides;
2° la surface de separation 2, spherique;
3° l'existence, en chaque point de la sphere de separation,

d'un frottement, fonction de la vitesse relative des points en

contact;
4° les centres de gravite de E et de N au centre de la sphere 2;
5° les ellipsoides d'inertie centraux de E et de N spheriques.
Les conditions etant ainsi formulees, le probleme revient au
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suivant: calculer le mouvement avec frottement de deux spheres

concentriques et homogenes.

Plagons au centre de la sphere 2l'origine d'un Systeme d'axes
fixes rectangulaires auquel nous rapporterons toutes nos mesures.
Soit Xn un point de E, Xh un point de N et yn un point de 2\
h prendra les valeurs 1, 2, 3 qui correspondent aux trois axes
de coordonnees.

Soient les composantes de la rotation instantanee de E,

ph Celles de N et
">h Vh-Ph

Celles du mouvement de E par rapport ä N.

Le Symbole [XY]j, representera le produit exterieur de deux

vecteurs X et Y.
Les vitesses V et v d'un point de E et de N seront donnees

par les equations:
dX,

v* -5T [p'xlf W

dx.
'*= rfT =[?.']* <2>

et la vitesse relative de deux points en contact sur 2 par:

va — vk tCü rl« •

Soit ^r(V — v) l'intensite de la force / de frottement, de

composantes:

4 ;

la force / agit sur N, la force — / sur E. Le vecteur Ah, somme
des moments des forces de frottement, est dirige suivant le

vecteur «h, on s'en persuade aisement, il suffit d'en obtenir la

longueur. Si R est le rayon de 2 et 0 1'angle que fait une demi-
droite variable issue de L'origine avec le vecteur w. un calcul

qui ne presente pas de difficulte permet d'ecrire:

Ol,\
en posant:

y (cd) 2t:R3^'sin Ö) sin29 tfÖ

o
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Les ellipsoides d'inertie centraux etant spheriques, les vec-
teurs Gh et gh, sommes des moments des quantites de mouve-
ment des points de E et de N, ont respectivement les directions
des rotations et ph et sont lies ä celles-ci par les relations :

(,h — aVh gh — bph

a etant le moment d'inertie de E, b celui de N, par rapport ä un
diametre de 2.

Les equations d'Euler du mouvement des axes s'ecrivent:

dGh _
dgh _dl — h ' dt ~ + 1 h '

soit
dVh 1 ..<>* dPk 1

1 ^ — ~~7 M —7— — -7 (fj,J ' Wdt a (j) dt b to

Soustrayons la deuxieme des equations (4) de la premiere,
afin d'obtenir l'equation donnant la vitesse relative:

avec (5)
dwh

dl "/. c"/ w
> .v.v, ^

Cette equation nous montre que la vitesse du point wh est

dirigee suivant le vecteur de sorte que ce dernier a une
direction fixe au. Posons done Mh «ftW et l'equation (5) se

reduira ä la suivante:

>,,H. (6)

Affectons de l'indice zero les grandeurs se rapportant ä

l'instant initial t0 0; alors l'integration de l'equation (6)
donne:

/;y.M

relation qui, inversee, fournira la vitesse angulaire w en fonc-
tion du temps.

En vertu de (6), les equations (4) deviennent:

dl\ _ ^ d__o\ dPk _ _ a d'°h
dt a -j- b dt dt a b dt
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en les integrant ä leur tour, nous trouvons '

<8)

r, i'\+^-A <9>

Or, la relation:

Ii» '' 0 0 0 0 ,A AI- iT+T"a ^ + ,r+T<10>
equivaut ä l'identite ; designons done par la
valeur des deux membres de (10). Les vecteurs P^ et ph se

decomposent ainsi, chacun en deux vecteurs, l'un de direction
An, l'autre de direction uh :

Vh A* + • ("I l'h A* - • (I2)

ils restent done au cours de leur mouvement dans un meme plan
fixe n determine par leurs positions initiales et p°h, et le

plan n contient egalement les vecteurs ah et A/,.

Dans tous les cas de frottement que nous envisagerons,
o) tendra vers zero, de sorte qu'alors les vecteurs P^ et ph
tendront vers le vecteur Ah.

Soient: A, P, p, P0, p0, les extremites des vecteurs corres-
pondants, les equations (11) et (12) donnent lieu aux suivantes:
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Si les deux vecteurs et p°h ont meme direction, le plan n
n'est plus determine, mais le probleme degenere et se simplifie,
Pu et ph ayant une meme direction invariable; la recherche du

mouvement d'un point de E ou de N ne presente plus de difficulte,
je laisse done ce cas de cöte.

Calculons la perte de force vive au cours du mouvement.
La force vive totale 2T est:

2T «P2 + Up1 (« + //) A2 + (i^)

cette derniere expression provenant des equations (11) et (12).
La perte de force vive depuis l'instant initial jusqu'ä l'instant

quelconque est done:

et jusqu'ä la disparition du mouvement relatif eile serait:

ah 2
; j co0

a 4- b

On verifie par les equations (14) et (6) que la differentielle
de l'energie cinetique T est bien egale au travail elementaire
des forces de frottement:

dl — — (oto 'dt — — / (io)<»dt — — Au (//
a + h '

L'energie cinetique perdue s'est done transformee par suite
du frottement en energie calorifique ou autre.

Remarque. — La relation (14) donne la grandeur du vecteur
Ah en fonetion des conditions initiales:

(a + /;) A2 «P0 + hpa o>0
(I I>

Notons en passant la condition pour que le vecteur Ah soit
perpendiculaire au vecteur «/t, c'est:

«Po — hpl (a — h) p0p0 cos i (16)

** *

Examinons quelques cas particuliers de frottement.
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a) Frottement proportionnel ä la vitesse relative:

q.'(V — v) K (V — <•) ;

alors

y (o>) r: co c — — ~R4K

et l'equation (7) inversee donne:

— '}Ct
to to0 e '

b) Frottement proportionnel h une puissance quelconque,
mais differente de l'unite, de la vitesse relative:

q>-(Y — v) — K (V — y)n ;

alors

/ (,„) cm" c 2-KR"+3 I*sin"+2 OrfO

0

puis en vertu de 7:

<o [Xc (n — 1) (/ — /')]"' 07)

avec
i a 1—n

el V
1 ii Xc 1 — n

Distinguons deux classes de valeurs de n:
1° n < 1, alors t' > 0, m > 0 et le mouvement relatif dis-

parait en un temps fini t'.
2° n > 1, alors t' -< 0 et le mouvement relatif ne disparai-

trait qu'en un temps infini, comme d'ailleurs dans le cas oü n
est egal ä l. Ce sont lä des proprietes generales d'un mouvement

dans lequel le frottement est une puissance de la vitesse.

** *

Recherche du mouvement d'un point de Vecorce ou du noyau.
Prenons l'ecorce (le cas du noyau est semblable). La rotation

Phnous est maintenant connue; il reste ä exprimer les coordon-
nees Xh d'un point de E; elles sont liees ä la rotation par les

equations (1).
Introduisons un nouveau Systeme orthogonal d'axes zu



SUR LE MOUVEMENT DE DEUX SPHERES CONCENTRIQUES 141

fixes, z3 coincidant avec a, z1 etant dans le plan n et dirige de

facon que l'angle <1 ZjA soit inferieur ä Les projections

de P dans ce nouveau Systeme sont:

P, ~ A cos 'Ii P — 0 P., — A sin 'X -f- to (/)I T J d T a _|_ jy \ /

Posons pour simplifier:

A cos ~ G et A sin ^ -J-
-—^ ^

to (/) — B (/)

Les equations (1) s'ecrivent dans le Systeme zh:

$="*
~~ — Bs, — C:„dt i3-
^;3 — p
dt — 2 '

Posons:

1

la premiere et la troisieme de ces trois equations deviennent:

od + x ^ B r' + y ~ C
Z2 Z2

mais la seconde donne:

^ — B.c - Cr
*"2

de sorte que:

x' B (1 + x2) + Cxy

/ C (1 + f) + Bxy
(18)

Faisons la substitution:

B ' y C

et traitons, pour ne pas rompre la symetrie, la constante C

comme une fonction du temps.
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Le Systeme (18) devient:

r' + r2 — £ r — ro 0 (19)
B

p' —|— p2 — o — p /* — 0 (20)

Divisons (19) par r et (20) par q:

r' B'
7 - B + p ~

ajoutons

integrons

p' c'

(21)
p r C B

K '

C B
/t)9>

'0P0 ff ß- - (22)

puis remplacons rq par cette valeur dans (19) et (20), ce qui
nous donne:

r' + r*-^r-p0r0£.| 0 (23)
lJ o o

(«)

Ce sont deux equations de Riccati. En vertu de la relation (22),
resoudre l'une c'est resoudre l'autre. On sait que le probleme
general de l'integration des equations (1), les quantites P/i

etant des fonctions donnees quelconques du temps, depend d'une

equation de Riccati; il ne faut done pas s'etonner d'en rencon-
trer une ici, mais nous constatons que la forme particuliere des

fonctions Ph de notre probleme ne permet pas de l'eviter.
Ici c' 0, C C0, de sorte que l'equation (24) se reduit a:

?' + ?" !aB (0 (25)

en posant

I ITBo

Tant que nous ne faisons aucune hypothese particuliere
sur le frottement, ce sont les transcendantes, solution de

l'equation (25), qui resolvent le probleme.
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On sait qu'il faut connaitre une solution particuliere de l'equa-
tion (25) pour achever sa resolution par quadrature; la connais-

sance du mouvement d'un point de E permet ainsi de trouver
sans difficulte le mouvement de tous les autres.

Voyons un cas ou l'equation (25) s'integrera par les fonctions
de Bessel.

Hypotheses particulieres. — 1° Le vecteur est orthogonal au
vecteur c%.

2° Le frottement est proportionnel ä la puissance n de la
vitesse relative, n etant different de un.

La condition 1° sera verifiee si l'equation (16) est satisfaite
et en particulier si ecorce et noyau se reduisent ä deux couches

spheriques, de meme masse, les rotations initiales ayant meme
intensite.

Alors la fonction B(Z) prend la forme suivante en vertu de

l'equation (17):

b (/) ~ i(( _ t')m,

1
avec ß constant et, comme precedemment, m

L'equation (25) s'ecrira:

p' + p» ß (<-/')"* • (26)

Par une transformation semblable y celle d'Euler:

_ u'(t — t')
9 ~ '

l'equation (26) devient:

u"(t — I') =1 u(t — t') [i (t — I')"' (27)

Posons pour simplifier t — t' =r; l'equation (27) s'ecrira:

«»(x) «(x)ßTm (28)

et cette derniere se ramene ä l'equation de Bessel par le change-
ment de variable:

_ ß ,'"+2' - (m + 2)2
'

Tout calcul fait, nous trouverons:

d2u m + 1 du

sds+^+~zirs-" =0



144 SUR LE MOUVEMENT DE DEUX SPHERES CONCENTRIQUES

soit, en introduisant l'exposant n de la loi du frottement:

d'2u 2 — n du
s Ti + 5 TT -j " 0 •

as1 3 — In ds

L'equation de Bessel, mise sur sa forme habituelle:

d2'1
i /i i\dl1 _ n

Sd^ + (l + k)ds - " - 0 '

admet pour solution fondamentale la transcendante I&, dite
fonction de Bessel:

0

OU

P p\(k + !)(/.- + 2) x X (X- + p)
'

de sorte que dans ce cas particulier le mouvement d'un point
de l'ecorce s'exprimera au moyen de cette fonction. Le para-
metre K vaut ici:

it — 1
/-

3 — 'In

L'integration de l'equation de Bessel s'effectue, sans qu'on ait

recours ä des fonctions transcendantes, si k + est un entier

i positif, nul ou negatif, c'est-ä-dire si n est de la forme

6i — 1 0, 1, 2, 3
n ~ Vi ' t— — '1,-2. —3,...

II y a done une infinite de lois de frottement qui, dans la
condition initiale 1°, requise dans les hypotheses particu-
lieres, permettent de determiner le mouvement d'un point
de E par les fonctions elementaires.

** *

Le probleme general.

Supposons remplies les conditions 1°, 2°, 4° du probleme
special (p. 135), mais elargissons la condition 3° en admettant
que le frottement puisse dependre egalement des matieres en
contact sur la surface 2 et supprimons la condition 5°.
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Soit alors s(Xft) la densite en un point de E, v(xh) la densite

en un point de N et <p(y) un coefficient particulier de frotte-
ment des matieres en contact en un point yh de 2. Les vecteurs
Gu, gh, AJi sont ici:

*=///s[X[PX]]fe<*E

Les integrales precedentes doivent etre prises au cours du

mouvement, les coordonnees X;,, Xh, Yh etant fonctions du

temps.
Les equations:

^ + A,dt h dt h

revetent done la forme d'equations integro-differentielles.
II faut d'ailleurs leur adjoindre les deux systemes differentiels
d'ordre 3 qui lient les rotations instantanees aux parametres
de position de E et de N.

Toutefois, si la fonetion y>(y) se reduit ä une constante, il est

possible de ramener le Systeme precedent ä un Systeme d'ordre
douze differentiel.

Si Tellipsoide central de l'un des deux corps est une sphere,
il y a interet ä formuler les equations du mouvement dans un
Systeme lie ä l'autre corps. Ce probleme general a de nombreuses

applications. On peut fort bien supposer que l'ecorce ne recouvre

pas toute la surface 2 ou ne frotte que par une partie d'elle-

meme, on peut enfin envisager le cas oü l'ecorce se reduirait ä

deux calottes diametralement opposees et etudier le cas limite
oü ces calottes deviendraient infmiment petites.

Puisse quelque ancien etudiant poursuivre cette etude.

Geneve, 25 mars 1925.
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