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1925 Vol. 7. Janvier-Fevrier.

QUELQUES REMARQUES

SUR

LA THEORIE DES QUANTA
PAR

G. JUVET

On sait que la theorie des quanta appliquee ä l'atome de

Bohr trouve son expression la plus elegante avec Pemploi des

notions dues ä Hamilton, ä Jacobi et ä Lie. Le principe de

moindre action, l'integration de certaine equation aux de-

rivees partielles, les transformations canoniques, permettent de

trouver aisement — les principes de la theorie des quanta etant
admis — les raies spectrales emises par un atome dont l'etat
dynamique n'est pas trop complique. Pour les cas de plus
en plus compliques, c'est ä la theorie des perturbations que l'on
a recours et, la encore, les idees fondamentales de la mecanique
analytique sont d'une remarquable fecondite.

Nous voudrions faire ici quelques remarques sur les conditions
quantiques que Schwarzschild, MM. Sommerfeld et Epstein
ont proposees pour trouver les trajectoires stationnaires dans
les problemes que pose la dynamique de l'atome de Bohr,
ainsi que sur l'unicite des trajectoires ainsi determinees.

On sait que l'on a pu ecrire jusqu'ä maintenant les conditions
quantiques pour les seuls problemes conduisant ä des mouve-
ments quasi-periodiques. C'est de ceux-lä que nous parlerons.

Soit un probleme ä n degres de liberte; designons par qx, q2, —

q,i les coordonnees lagrangiennes et par plt p2,... pn les moments
correspondents. On peut choisir les q de differentes manieres.
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II y a cependant, comme nous le verrons, certains choix prefe-
rables. On sait que tous les problemes de dynamique relatifs
ä des systemes holonomes admettant une fonction de forces U
et dont les liaisons sont independantes du temps conduisent &

une equation aux derivees partielles, dite de Jacobi:

bV bV ^v( öV öV\Ho,, a„ I — a. 0
V'1 b9l i>qj (1)

la fonction H (q1, q,„ plt p«), dans laquelle on a rem-
bV

place pi par la derivee partielle etant la fonction principale,

ou hamiltonienne, du Systeme differentiel canonique:

<ki_ _ bH dpi _ _
öH _ tdt öpi

' dt öqt

auquel satisfont les fonctions inconnues qi et pt. On sait que
H T — U dans les cas que nous considerons, et que oq est
la constante des forces vives [2T est la force vive],

Si l'on connait une integrale complete V (</j, q„, eq,... a„)
de l'equation (1) dependant de n constantes arbitraires oq,

dont aucune ne soit additive, l'integrale generale du Systeme

(2) est donnee par les formules suivantes:

bV
t — L —0 ba,

Py =£; 1/=
(3)

(i l...!»). (4)

La recherche d'une integrale complete de l'equation (1) est

facilitee dans certains cas fort import'ants en pratique, lorsque
l'on a choisi certaines coordonnees q1,... q,t au moyen desquelles

il est possible de trouver une solution de (1) de la forme:

v fiih) + fiili) + + 4(9«) (5)

ji ne dependant que de qi et des constantes. On dit alors que

l'equation (1) se resout par la separation des variables. Pour

n 2 et 3, MM. Levi-Civita1 et Dell' Acqua2 ont indique tous

1 Math. Ann. Bd, 59, p. 363-397, 1904.
8 Math. Ahn. Bd. 66, p. 398-415, 1909.
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les cas oü une telle decomposition de l'integrale V est possible.
Pour n quelconque, il existe un cas tres important oü cela se

produit, c'est le cas de Stäckel1. Nous supposons que nous

sommes dans ce cas et que l'integrale complete de (1) peut se

mettre sous la forme (5).

Remarquons alors que pi est une fonction de qi seulement.
Si les circonstances initiales n'ont pas ete choisies trop mal-

beureusement 2, le mouvement du Systeme peut se representor
dans l'espace ä n dimensions E„ (qx, qn) par une «trajeetoire»
•comprise ä l'interieur d'un parallelipipede rectangle ä n dimensions

et tangente aux «faces » de ce parallelipipede. Cette
trajeetoire peut etre fermee, le mouvement est alors periodique;
eile peut ne se fermer jamais et alors eile pourra passer aussi

pres que l'on veut de tous les points d'un domaine ä 2 dimensions,

ou a 3 dimensions,... ou ä n — 1 dimensions compris dans

le parallelipipede considere, ou passer aussi pres que l'on veut
de tous les points de ce parallelipipede. Dans ces cas, le mouvement

est quasi-periodique, mais il n'est dit quasi-periodique
non degenere que dans le dernier cas. Dans l'avant-dernier, il
est quasi-periodique degenere Vordre 1 : c'est done lorsque le

domaine, oü l'ensemble des points de la trajeetoire est dense

partout, est ä n — 1 dimensions; s'il est ä n — 2 dimensions, il est

degenere d'ordre 2, etc. Un mouvement purement periodique
est done un mouvement quasi-periodique degenere d'ordre n—1.

Nous supposons que nous avons affaire ä des mouvements

quasi-periodiques non degeneres. La fonction V est, par rapport
ä chaque qi, une integrale indefinie d'une fonction admettant
deux determinations; en effet V est de la forme

les gi et les <lh etant univoques. Lorsque t varie, les variables

1 Cf. Charlier. Mechanik des Himmels, Bd. I, passim.
2 Cela veut dire que les racines les plus proches, en dessus et en

dessous des valeurs initiales, de certaines fonetions +,
sont toutes d'ordre un de multiplicity.



8 REMARQUES SUR LA THEORIE DES QUANTA

1

qt oscillent entre 2 valeurs: at et b,. t variant de —, qt part de

a,, arrive ä bt et revient ä at. Les n nombres ne sont lies par
aucune relation lineaire et homogene ä coefficients entiers.

iCela signiüe que, t variant de — ou d'un multiple entier de

1
fois - les autres variables qx, q2, qi—1, ?»+i, qn ne revien-

dront pas ä leur point de depart.
Si l'on choisit pour eq, a2> a„ toutes les valeurs qu'on veut,

on obtient, au moyen des equations (3), od" trajectoires et l'on
passe de l'une ä l'autre par continuity.

La theorie des quanta nous force ä n'utiliser qu'un ensemble

discontinu de telles trajectoires, Celles qui correspondent ä

des valeurs bien particulieres des constantes eq, a2, <*„.

Cet ensemble discontinu est determine par les conditions

quantiques suivantes, proposees par MM. Epstein et Sommerfeld:

(ßp^h — klh il — 1
• ») (6)

oü les nombres lu peuvent prendre toutes les valeurs entieres.

Le signe <p signifie que l'integrale qui porte sur une expression

de la forme: fonction de q, multipliee par dqt, doit etre prise
sur l'intervalle complet de variation de qt dans le mouvement
quasi-periodique considere, c'est-ä-dire de at ä b, et retour ä at
(au retour, pl prend les memes valeurs qu'ä l'aller, changees
de signes). Les conditions (6) determinent les valeurs des

«i, «« qui sont ainsi discretes.
Les trajectoires que l'on obtient ainsi sont dites trajectoires

stationnaires, ou trajectoires stables.

Le probleme que nous nous posons est alors le suivant.
Si par un choix different des coordonnees lagrangiennes du

Systeme [Ql5 Q„ par exemple, et Pj, P„, les moments
correspondents], l'equation de Jacobi s'integre par separation
des variables, les trajectoires qu'on obtiendra en ecrivant

(j) P, dQt KtA 1 .«) (7)

sont-elles les memes que Celles que fournissent les equations
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(6) II nous semble que l'on n'ait jamais repondu rigoureuse-
ment ä cette question. II est vrai que M. Epstein 1 a montre
qu'on peut donner une interpretation geometrique aux variables

qui permettent la separation, et il est possible d'esquisser, ä

partir de cette idee, une demonstration mi-analytique, mi-
geometrique 2. II ne nous parait pas cependant qu'une teile
demonstration soit ä l'abri de certaines objections et nous
allons en indiquer une qui est purement analytique et qui,
nous l'esperons, est rigoureuse.

Cette demonstration se fait aisement ä partir des formules

qui expriment les conditions quantiques telles que M. Brody3
les a eerites; pour y arriver, il nous faut rappeler quelques
notions.

Les variables Q,- et P,, au moyen desquelles la separation
serait possible dans l'equation de Jacobi, sont des variables

canoniquement conjuguees; elles sont liees aux variables
primitives qt et pi par des relations

| Qi Qi (?l • - In' Pl' ••• Pn)

DD/ \
1 P, P/(?l In < Pl • ••• Pn)

telles que l'on ait:

2 p.-5Qi- %pt*ii 8S • <9)

t'=l i= 1

La transformation (8) est dite canonique et la relation (9)

qui exprime que la forme de Pfaff ^P/d Qt differe, en vertu

1 Cf. Sommerfeld, La Constitution de VAtome et les Raies
speciales (trad. Bellenot), p. 664 et Epstein, Ann. der Phys., 51 (1916).

2 Si l'on imagine la trajectoire representee dans un espace ä n
dimensions, t)„(x,, x2, x„), au moyen de coordonnees quelconques,
on deflnira de la maniere suivante les variables qui permettent la
separation. II existe des hypersurfaces (ra-1) dimensionnelles qui
sont tangentes aux diverses trajectoires que l'on obtient en variant
les conditions initiale-*. Ces hypersurfaces, en nombre 2n, se
correspondent 2 ä 2, on ecrit les equations de chaque couple sous la forme:

L //("i, *„) (' 1. ") >

oü qi est constant sur chacune des surfaces de la i«me paire. On voit
que cette definition, pour etre precisee, exigerait d'assez longs
preambules et de grandes precautions.

» Cf. Zs. f. Phys., t. 6, p. 224, 1921.
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de (8), de Ia forme de Pfaff 2pi§qi d'une differentielle totale
exaete, cette relation, disons-nous, est tout ä fait caracteris-

tique des transformations canoniques. En admettant qu'il
soit possible d'exprimer les p1 p„ en fonction des Q et des q,

c'est-ä-dire, en admettant qu'il soit possible de resoudre, par
rapport aux p, les n premieres equations (8), on pourra expri-
mer S en fonetion des Q et des q. D'une maniere generale,
toute transformation canonique peut se definir de la maniere
suivante. On prend une fonction 8(5!,qn, Qlt... Q») et l'on
pose :

A <' *•••»). (10>

Les equations (10), resolues 1 par rapport aux P et aux Q,
definissent une transformation canonique; S en est dite la
fonction generatrice.

Si les q et les p satisfont aux equations (2), les fonctions

Q et P satisferont aussi ä un Systeme canonique dont la fonction

principale K(Qa, Q„, Px, P„) est egale ä la fonction

q„, Pxi Pn), oü l'on a remplace les q et les p par
leurs expressions en fonction des Q et des P 2.

L'ensemble des transformations canoniques forme un groupe
comme il est aise de s'en rendre compte.

On sait, d'autre part, que l'expression f2ptdqi, l'integrale
etant prise le long d'une courbe fermee de l'espace e>n(q1, qn,

px, p,t), est un invariant integral, c'est-ä-dire une quantite
independante du temps, si les q et les p satisfont aux equations

(2). C'est un invariant integral relatif car il porte sur
une courbe fermee. On sait par les travaux de Poincare que
l'on peut former immediatement un invariant integral absolu,
mais qui est exprime alors par une integrale double:ff1 Cela est toujours possible si la fonction S n'a pas ete trop mal
choisie. On peut d'ailleurs echanger le role de certains p et des q
correspondants, moyennant un changement de signes.

2 Nous nous limitons ici aux transformations canoniques (8)
dans les seconds membres desquelles t n'entre pas. V ne depend done
pas explicitement de t.
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etendue ä une variete quelconque ä deux dimensions de l'espace

ein{qx, —qn, px, ...p„). D'une maniere generale, on sait que les

integrales doubles, quadruples, 2/i-uples suivantes sont des

invariants integraux pour les equations canoniques (2):

les domaines d'integration etant respectivement des domaines

quelconques ä 2,4,... 2n dimensions de l'espace an{qx, qa, px,
pn).
Une transformation canonique (9) portant sur les formes de

differentielles qui figurent dans les seconds membres de (11) en

conserve l'aspect, les integrales etant prises alors sur les

domaines correspondants de l'espace Ea^Qj, ...Qre, P1; ...P«).
On a done:

^ f=//28W
'•

|12)

1,1 ~ f f8/'l8r/l 8f»8? —f fSPiSQi ••• 8P«8Q« •

Ces choses-la etant rappelees, voici comment M. Brody1
ecrit les conditions quantiques. II pose:

h ~ffff ^p^ii^Pk^ik '
i, k (ii)

—f f 8fi87i8ft8?» 8/>»s?« '

i, u, + kn)h

'•> Ui U + *1*3 + ••• + Ui—l ,;n) 1,2 '

I3 (Ws + - + • (l:i>

1 Loc. cit.
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les nombres Aq k„ etant des entiers; mais il faut remarquer
que cela suppose que l'on ait choisi tout d'abord les domaines

sur lesquels portent les integrales doubles, quadruples, etc.,
dont il est question. II ne nous paralt pas que ce choix, M. Brody
l'ait indique avec precision.

Le voici indique pour les systemes quasi-periodiques. Suppo-
sons que les q soient les variables qui permettent d'obtenir la
Solution de l'equation de Jacobi par separation des variables.
On sait alors que

Pt •

Dans le plan (q,, p»), cette equation represente une courbe

fermee c,, symetrique par rapport ä l'axe qi et admettant, aux
deux points oü eile coupe cet axe, une tangente parallele ä

l'axe des p,. II y a done n courbes analogues ä considerer dans
les plans (qtpx), (q2p2),... (q,ij)n). Ces courbes enferment des aires

que nous appellerons dj, d2,... d„. Si les variables Q( permettent
aussi la separation dans l'equation de Jacobi, il conviendra de

definir des domaines Dx,... D„ dans les plans (QxPi) ••• (Q«Pn).
Les integrales Ix I„ portent alors sur des domaines ä 2, 4,
2n dimensions de l'espace e-m (gq,... qn, px,... p«) [ou respecti-

vement de l'espace Ean(Qi, ••• Qn, Pj, P„)] qui se projettent sur
les plans (giPj), (qnp-i) [ou sur les plans (QiPi), ••• (Q»P«)]
ä l'interieur et sur la frontiere des domaines dx, dn (ou Dx,

D„). Pour etre precis, voyons d'un peu plus pres comment
il faut definir le domaine sur lequel porte I3 par exemple.

On exprimera les points de d, en fonetion de 6 parametres

Sil S2l fc6:

l ••?.)
,Y r. • !...#«). (Ii)

{Pt — Pi&. y
et on fera en sorte que les £ soient compris dans des intervalles
de fagon que, les g variant, les qt et les pi representent dans le

plan (qtpi) les coordonnees d'un point qui reste ä l'interieur
de la courbe a ou sur cette courbe elle-meme. Le choix des

fonetions qui figurent dans les seconds membres de (14) est

encore tres arbitraire. Nous verrons que ce choix se precisera
plus loin. Les domaines d'integration de l'espace E2n seront

fi£' ^ ^ves domaines correspondants.

g)
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La demonstration de l'unicite des conditions quantiques
sera immediate lorsqu'on aura fait voir que les equations (13)
entrainent les relations:

(f Pid1i kih '

car alors elles entrainent aussi les relations:

(f VQ( hh

les h etant entiers.
On arrive ä cela par un changement de variables canonique.
Ce changement de variables a ete dejä propose par M.

Sommerfeld L On pose

(f) Pid<h •

Ces Vi sont des constantes, les variables canoniquement
conjuguees m sont des fonctions lineaires du temps.

Remarquons tout d'abord que Vi est la quantite dont varie
la fonction

i=n h
v 2 f Pidh'

«=1

lorsque le point decrit le segment (aibi) aller et retour, ou
si l'on prefere, lorsque le point qi decrit dans son plan complexe
tqt *£ + \/— 1 h] un chemin ferme entourant les deux points
qt at et qt bi. Les vi s'appellent les modules de periodicite
de la fonction multiforme V, laquelle se trouve etre d'ailleurs
Taction maupertuisienne du Systeme.

On sait d'autre part que V, qui est l'integrale complete de

1'equation de Jacobi, depend de n constantes et que par
suite, les V,- sont des fonctions de ces seules constantes; on peut
done trouver ces constantes en fonction des vi et exprimer V
en fonction des Vi% on obtient ainsi une fonction:

9%,. in< ••• "B) •

qui nous permettra de former une transformation canonique,
celle qui precisement fera passer des (q, p) aux (u, e). Si nous

1 Loc. cit., app. 7.
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prenons, en efiet, les v comme des moments et les u comme des

coordonnees de position, en posant:

u —Pi ~ ' 'h '

ces formules definissent une transformation canonique puisque:

8 (V — S«,(»,.)

La fonction H transformee est la fonction principale pour les

(u, v). Puisque les v sont des constantes, H ne dependra pas
des «, et l'on aura:

H — o(v, vn)

et par suite:
dui öH d<p

~dt ~ ö",
~~

d"i ~ V'' '

d'oü ui Vit 4- fi-
Or on sait que si qj decrit son domaine entier de variation,

les autres q restant constants, 9? augmente de Vj, c'est-ä-dire
de son module de periodicite. M. Sommerfeld 1 a montre que,
dans ces conditions, uj varie de l'unite. En effet, si % et 'Pf
designent respectivement les valeurs de ^P au debut et ä la fin
du voyage de qj, on a:

"?/- -^ V1 •

Le premier membre est une fonction des c; derivons-la, il
vient:

o"Pp
__

t&d _
0 (si 1 ^ »

de,. öcf ~ 1 (si »=;)'
Mais en employant une notation analogue pour les u, on aura:

0 (si i ^ j)

Ces circonstances prouvent que qj est une fonction de ujt
periodique et de periode 1.

Revenons des lorsäl'etude des integrales Ij,... I». Al'espace

1 Cf. loc. dt., app. 7, i.
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...qn, px,... pn) Correspond l'espace tln (u±,... u„, c1,... e„);
aux domaines d2. d4, correspondent des domaines ö2, ö4,

qui se projettent sur les plans (m, vt) suivant des rectangles.
En effet, la courbe a est decrite lorsque vi reste constant et

que m varie de l'unite, eile a done pour correspondante une
ligne qui se projette suivant la droite A; B, parallele ä Taxe
des in et de longueur egale ä l'unite. Les points interieurs ä et

ont pour correspondants des points qui se projettent interieure-
ment au rectangle AtB;GiDi, Di etant l'origine et Ctle point sur
l'axe Ui d'abscisse 1, cariorsqu'on modifie les constantes dont
depend pi de fa§on que pi tende vers zero d'une maniere quel-

conque, vt tendra aussi vers zero; la courbe G,• se reduira ä

un segment de l'axe des qt compte doublement, et sa

correspondante aura pour projection le segment D;Ct Ainsi l'inte-
rieur de a aura pour correspondant un domaine qui se projette
suivant le rectangle AtBiCi D,.

Les domaines ö2,... 02« se projetteront done ä l'interieur de ces

rectangles et sur leurs bords; ils ne sont pas pour autant definis.
Nous les definirons et, par lä meme, nous definirons rigoureuse-
ment les domaines d2, diu sur lesquels plane encore beaueoup

d'arbitraire, de la maniere suivante. ö„ est la portion de 2-plan
qui se projette suivant les rectangles AiB;CiD,; o4 est la portion

de 4-plan qui se projette suivant les dits rectangles, etc.
02« est un parallelipipede rectangle «,-dimensionnel qui se

projette aussi suivant ces rectangles. Or les integrales Ix,... I«
etendues ä ces domaines ö2, 02« porteront sur des elements

differentiels de meme forme qu'auparavant, puisque les (q, p)
sont transformes canoniquement en les (u, v); on aura par
suite:

I, yy*= (/f, + X-2 + + kn) h

'2 r yfIf ^dvid"idvjduj + • + k„-ik„)h3 •

l"= f ydvidut dvnd",i (kik2 kn)h'1

~75»T"
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Or par le choix des domaines d'integration, les integrales
preeedentes se decomposeront. Si l'on ecrit:

ff dvid"i xi •

l'integrale double etant prise sur le rectangle AOLC; Di, on aura:

?" (?'<)'•
(^MyV'2 •

'J \ y /

•r, xn (X, kn)h"

et l'on en tire, en resolvant par rapport aux xr.

xi — kih

Or 1

ff dvid'h — vif dui vi
o

et par consequent
f.. X-..Ä

On voit done que les conditions quantiques ecrites sous la
forme (13) sont equivalentes aux conditions ecrites sous la forme:

S Pid(li z- kih •

pour autant que les domaines d2,... di„, ont ete choisis comme
il vient d'etre dit1.

Supposons alors qu'on ait trouve d'autres variables Qx Qn

qui permettent la separation des variables dans l'equation de

Jacobi. Les conditions quantiques s'ecriront des lors:

ff SdP,.dQ,. (X, + + kn)h

/Iff 2dPid(^idPjd(ij (M. + • K-x**)»
ij

•

f...f dPldQl dPndQn (X, X2 kn)h"

1 Les calculs sont ceux de M. Brody, mais nous avons precise,
plus qu'il ne l'a fait, la determination des domaines d'integration.
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les domaines d'integration D2, D4 D2« etant les correspon-
dants, par la transformation (q, p) — (Q, P), des domaines d2,

di din. Iis se projettent ä l'interieur des courbes fermees Ct

d'equations P« P, (Qi).
On pourra de nouveau faire un changement de variables

{Qi, Pi] — (U;, Vi), les Vi etant les modules de periodicite de

la fonction

W etant encore Faction maupertuisienne, mais exprimee cette
fois en fonction des Q4,... Q„. Mais dans l'espace &%n (Uj,... U«,
V1;... V„), il n'est pas evident que les domaines Ü?i,...
correspondant aux domaines D2, D4) O2/1, se projettent ä

l'interieur de certains rectangles. II en est bien ainsi toutefois,
car les nouveaux modules de periodicite, V4 V», sont lies

aux anciens par des relations lineaires ä coefficients entiers
de determinant egal ä l'unite. II en est de meme pour les

•equations qui lient les U aux u. Cela prouve que les domaines

öa,... ont pour correspondents des domaines d?2, c04,... (Dm

qui sont des parties de Varietes lineaires se projetant suivant
des rectangles sur les plans (Ui, Vi). On en deduit que l'on a

bien encore:

les Ii etant les nombres ki pris dans un ordre qui peut etre

different.
Le theoreme que nous avions en vue est done demontre.

Enonjons-le:
Si Vequation de Jacobi relative ä un Systeme peut se resoudre

par Separation des variables pour plusieurs choix des coordonnees

lagrangiennes, et si le mouvement obtenu est quasi-periodique
non degenere. les conditions quantiques s'ecrivent toujours, quelles

que soient les variables, sous la forme:

r

Spid1i hh ' (' 1 ••• ")
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18 REMARQUES SUR LA THEORIE DES QUANTA

La maniere dont M. Brody a ecrit les conditions quantiques
(cf. eq. (13)) nous a servi ä faire la demonstration de ce theo-
reme. II convient de faire des remarques sur le choix des

domaines sur lesquels sont prises les integrales 1^ I„. Ces

domaines ont ete choisis de maniere que leurs correspondants
dans l'espace Ci...f>n) entrainassent la decomposition

des integrales et permissent de les mettre sous la forme des

fonctions symetriques elementaires de certaines integrales
doubles (les Xi). Un probleme qui nous parait avoir un grand
interet est le suivant: quels sont les caracteres des domaines
d2, dit diu ou des domaines D2, D4, Da« Peut-on les
definir simplement et immediatement sans avoir besoin de

passer par les domaines lineaires ös, ö2„ ou C02, CO >n

II serait interessant de trouver ces caracteres, car cela per-
mettrait, croyons-nous, de generaliser les conditions
quantiques pour des mouvements plus compliques que les mouve-
ments quasi-periodiques, et l'idee ingenieuse de M. Brody aurait
une portee plus considerable.

Remarquons enfin pour terminer que si les qi permettent
la separation des variables, le changement de variables:

h ?/(Qi) (£ 1 ") •

permettra une nouvelle separation. Ge cas est banal et se traite
aisement lorsqu'on prolonge la transformation ponctuelle pre-
cedente. Notre demonstration permet de montrer que, s'il
existe d'autres variables separables que Celles qu'on peut
definir d'une maniere aussi banale, les conditions quantiques
s'expriment de la meme maniere avec ces nouvelles variables.
II y aurait interet k prouver rigoureusement et d'une maniere
directe le theoreme que nous venons de demontrer d'une
maniere assez longue.
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