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T'errier et C. Borel (Lausanne). —Aimantation et cou-
rants longitudinaux.

Cette communication fera l'objet d'un memoire qui paraitra
dans un prochain fascicule des Archives.

Kurt Zuber. — Retard de Vetincelle dans la decharge electrique.

Le texte de cette communication n'est pas parvenu au
secretariat.

Edgar Meyer (Zurich). — a) Mesures effectuees avec le

condensateur de Millikan (d'apres les recherches de M. Yti
Chen Yang).

b) Sur la determination de la limite, du cote des grandes
longueurs Sondes, de Vefjet photo-electrique du mercure (d'apres les

recherches de Mlle Sophie Taubes).
Le texte de ces deux communications n'est pas parvenu au

secretariat.

G. Juvet (Neuchätel). — Sur un probleme de mecanique celeste

et de dynamique quantique.

Le probleme dont nous voulons nous occuper est un
probleme de mecanique quantique traite par les methodes de la
mecanique celeste. M. Epstein, dans une serie de memoires 1, a

cherche ä appliquer a certains problemes, poses par la theorie
des quanta, une methode tiree de la theorie des perturbations,
et singulierement de la theorie de la lune. II a appele cette
methode la methode de Delaunay, bien qu'il eüt modifie passa-
blement — et d'une facon qui ne nous parait pas tres heureuse

— les procedes de calcul employes par Delaunay 2. Dans un
memoire ulterieur, MM. Born et Pauli jun.3, utilisant une
methode differente, pour des problemes analogues, reprochent

1 Epstein, Zschr. f. Phys., t. 8, p. 211 et p. 305 (9), p. 92.
2 Delaunay. Memoires de VAcademie des sciences, XXVIII et

XXIX; nous avons suivi la methode telle que Tisserand l'a simplifiee,
Mecanique celeste, t. 3, chapitre XI.

3 Born et Pauli jun. Zschr. f. Phys., t. 10, p. 137.
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ä la methode de Delaunay, modifiee par M. Epstein, de eonduire
ä une complication progressive, lorsque l'on poursuit le jeu des

approximations successives1.
Nous voulons montrer que la methode de Delaunay non

modifiee conduit au but — c'est-a-dire a l'integration — sans

qu'il soit necessaire de faire des distinctions nombreuses en

cours de route et, enfm, qu'elle permet la quantification immediate,

des que Ton juge que l'approximation est süffisante.
Posons le probleme. Soit un Systeme dependant de / para-

metres Xj, x2,... •/./ et soient cSj, or2. usy, les variables canoni-

quement conjuguees. Appelions H (*, us) la fonction hamil-
tonienne du probleme, et imaginons que l'on ait H Hj + Pi.

Dans un grand nombre de cas, on sait integrer les equations
canoniques:

rfzi _ öH,
dt öUJ,- dt ir/.,-

Supposons que cette integration donne un mouvement quasi
periodique non degenere; designons, comme le fait M. Epstein,
par Wi les variables angulaires (fonctions lineaires du temps) et

par m les variables d'action qui leur sont conjuguees. Si l'on
neglige R, on sait que le probleme sera quantifie lorsqu'on fera

nth
in --- Les xi et les us, sont lies aux wt et aux m par une

transformation canonique. Cette transformation modifie H

de la maniere suivante :

Hx devient une fonction des m seulement: it/),
R devient une Serie de Fourier:

^ 'bn '71 ...7iy C?S(m,»' -|- 7(1,11', -(- -f- 771,11',^
12 ' Sin \ 1 1 1 5 2 1 I f fj

dont les coefficients sont des fonctions des m seulement. Cette
transformation canonique etant effectuee, pour integrer les

equations correspondant ä la fonction H complete, il suffit de

considerer les equations:

_ f>(H, + R) du^ _ _ a(H, + R)

dl 5 77,-
' dt d

1 Cf. loc. cit. p. 158.
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La methode de Delaunay consiste ä proceder par approximation

pour effectuer cette integration. On prend un des termes
de R et on neglige les autres. Cette integration conduit ä une
transformation canonique qui fait disparaitre dans R le terme
employe. On continue ainsi jusqu'a ce que tous les termes de R

aient disparu. Si R est une serie infinie, ce proeede parait tres
long, mais dans un grand nombre de problemes, il suffit de

prendre dans R les termes principaux; en negligeant les autres,
on a une approximation süffisante. Nous ne nous occuperons
pas de la convergence.

Nous allons done considerer le probleme hamiltonien pour
lequel la fonction caracteristique est

H, («, uf -f- b (», uf cos (»»[ii, + -f- nyuy)

II convient pour la suite de faire un changement de variables
qui conduise immediatement ä l'equation jacobienne de

Delaunay. Posons pi wi, qi — — m. C'est une transformation
canonique; on doit des lors considerer l'equation de Jacobi:

If) + b(h 'If) cos (»'i + "V^) a '

« etant une constante, et oü Ton a pose:

H,(- ?1, — 3i!,(?[, ...qf
b(— r/,, — qf) b{q,, qf)

II suffit de trouver une integrale complete de cette equation
dependant de / constantes a, a2,... aq dont aucune ne soit additive.
On y arrive par un changement canonique de variables1:

1
1 i r

)7, \ {PJ 2 "V pj

j it + (it) 'Pi) Pi (' >J)
\ mi l

L'equation de Jacobi-Delaunay se transforme et devient:

üY
m. — arc cosftlr/.j

1 Cf. Tisserand, loc. cit. p. 191.
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l'encadrement designant ce que devient la lonction eneadree

apres qu'on y a fait le changement de variables. L'integrale
complete cherchee — exprimee avec les variables nouvelles —
est:

(?,>
F~<?C,

b
y =/ d{('j _i_ -4 \

~»i7~ + 2

L'integrale generale des equations du mouvement est des

lors exprimee par les formules:

- (t + C)

U > 1)

soit:

öV

öV
{PJ

(t + c) — fm. J

oV

d (</,)

1

y b* — |g — 2C,i2

?e «/i) C >L

(Px)
a -#e,

W =/ ^ + a; (' !> 1) •

En revenant aux variables p et q et en remarquant que

dt —ht- [O b- - [a — X.y]
"'i Vo

il vient:

// I \ * —xl I p — —arc cos -- — ^—Pi(< + L) - mj VÖ V' »b i f
t'/i

* (sc — at, I H b ——
r *qi bq>

Pi ai + / — - dt •

o

(»' > i)
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La premiere equation fait voir que q1 doit varier entre deux
racines de 0 0. La nature du probleme montre bien, en effet,

que q1 ne peut varier d'une de ces racines ä l'infini, car gq est

une constante variee et, par consequent, qx ne doit pas s'ecarter
beaucoup de la valeur constante —qu'elle aurait avec une
seule approximation. Soient Q« et Qj ces deux racines, on a

done:
Q« ^ <h * Q*

et en integrant, on sait que q1 peut se mettre sous forme d'une
serie de Fourier paire en (t + c) :

— c0 -f- c, cos 0O (t + c) + c2 cos 20O it -j- r) +

b0 etant defini par l'egalite:
Ob

- C d'^
eo ll m, i/o

"a
On a ensuite

puis apres des calculs simples:

I f 111. oe

I Pi — 2 a* +c) + 2 s'n
2 m' k=l

\ *
I Pi — ai + f*'*' (' + r| + 2 s'n ^'®oC + c) (' 1) •

II est interessant d'avoir aussi

r «,
0 2 miPi — °«" + c) + 2 Min*®oC + .c) •

1 k= 1

La premiere partie du probleme est ainsi resolue. II faut

remarquer que ces equations ne representent pas forcement un
mouvement quasi periodique, au sens de M. Charlier1, car les

pi peuvent croitre indefiniment en valeur absolue.
Pour poursuivre 1'integration. on prendra la nouvelle fonction

1 Charlier, Mechanik des Himmels, t. I, p. 97.
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hamiltonienne Rx R — b cos (m1p1 + + m/-pf), en

eonsiderant les a et les ß comme de nouvelles variables et

non plus comme des constantes. 11 est cependant mal commode
de laisser sous les signes cos. ou sin. des expressions qui contien-
nent explicitement t. On fait le changement de variables sui-

vant:

i ('o + 9 •

d - h + + -l~Zi-ckOk

auxquelles on conjugue les variables

U ('+<-') (I 1 I

Cette transformation est de nouveau canonique, mais comme
eile contient t explicitement, la nouvelle fonction hamiltonienne

n'est pas Rj transformee, mais Rx — a R'; les

nouvelles equations canoniques sont:

dfi. _ OR' da-i
_ öR'

dt o).. ' dt

Or, la fonction R' ne contient plus le terme b cos (m1pi +
-r rrifPf). Le terme general

"2"f cos ''575 d" d~ "fl't)
est devenu (ä des expressions additives connues pres):

Hy COS (/qXj -j- -f" t

oü les (3 ne dependent que des p.. On est ainsi ramene ä un pro-
bleme oü la fonction perturbatrice a un terme de moins. On

continue de la meme facon.

Supposons qu'on s'arrete k une approximation et qu'on doive

quantifier le mouvement; par exemple, supposons qu'on s'arrete

aux formules qui donnent les pt et les qt. Comme on n'a pas
trouve une integrale complete ä variables separees, on ne peut

pas quantifier en posant (ß pidqi Inh.
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On proccde alors comme suit. On cherche les variables angu-
laires et les variables d'action qui correspondent au stade consi-

dere. Les variables angulaires sont des fonctions lineaires de t
et les variables d'action sont des constantes; de plus, ces deux

sortes de variables sont canoniquement eonjuguees. Or, remar-

quons que les A/ sont precisement des fonctions lineaires de t

et que les pi qui leur sont eonjuguees sont des constantes1. Les

conditions quantiques s'ecrivent des lors:

:J-1 l'o + "2 '^u!;Ck 2- '

in- tit; i kth
+ ^ + *r u>1)-

les ki etant des entiers. Ces conditions determinent les valeurs
discretes qu'il faut donner aux ft (i > 1) et ä a. Or a est la
valeur de l'energie: il est tres souvent utile de la connaitre en

fonction des nombres quantiques k1... kf. En invoquant encore
une fois la theorie des transformations canoniques, on trouve:

a -

1 1

equation qu'on resout par rapport k a carles P(i' en dependent.
Nous avons montre qu'il est possible par un procede formel

d'integrer rigoureusement tout probleme correspondant ä un
mouvement quasi-periodique trouble; il faut peut-etre une

infinite de demarches si la fonction perturbatrice est une serie

infinie- mais dans un grand nombre de problemes physiques,
un nombre fini de demarches donnera une approximation
süffisante. Nous avons montre de plus qu'ä chaque stade dans

l'approximation correspondent des conditions quantiques bien
determinees, et que les variables d'action et les variables angulaires

qu'on obtient servent ä franehir une nouvelle etape dans

l'approximation. La methode originale de Delaunav, revue par

1 Dire que les variables angulaires sur des fonctions lineaires de t
et que les variables d'action, qui leur sont eonjuguees, sont des
constantes, ce n'est pas les definir rigoureusement. Mais les A et les fh
sont bien ici les variables cherchees: si l'on fait b 0. on retrouve
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Tisserand, est done parfaitement convenable pour les pro-
blemes de dynamique quantique. C'est aux physiciens de voir
si elle peut leur etre utile 1

Remarques: 1° Nous ne nous sommes pas occupe des cas
de degenereseence, mais il semble bienq ue pour l'integration.
ils ne jouent aucun role singulier.

2° Nous donnons les calculs detailles ailleurs, dans un ou-

vrage qui est en preparation.
3° Les conditions quantiques obtenues sont valables lorsque

le Systeme a un mouvement quasi periodique pour le stade
considere. Si le mouvement n'est pas quasi periodique, nous

proposons la meme forme pour les conditions quantiques.
4° Nous ne savons pas quelles sont, sous cette forme de

calcul, les conditions necessaires pour la quasi periodicite. Le
seul avantage de la methode de M. Epstein sur celle que nous

venons de developper, c'est qu'elle lui permet de distinguer
une certaine quasi periodicite au cours des approximations;
mais le calcul des variables d'action est beaucoup plus simple

par notre methode que par la sienne.

Mme C. Bieler-Butticaz (Geneve). — Etude du frottement
interieur de minces fils d'inva.r aux hautes temperatures.

Cette communication fera l'objet d'un memoire qui paraitra
dans un prochain fascicule des Archives.

Pierre Weiss (Strasbourg). — Le probleme du ferromagne-
lisme.

L'aimantation d'une substance est une fonction des deux
variables champ magnetique et temperature. Cette fonction
a ete determinee experimentalement avec une grande exactitude
dans le cas du nickel 11 s'agit de trouver le mecanisme des pro-
prietes qu'elle represente ou, en d'autres termes, de donner une
theorie moleculaire de l'aimantation. J'ai suivi a cet effet une
marche analogue ä celle de van der Waals, dans sa theorie de la

1 On peut l'employer pour le probleme de l'oscillateur non-har-
monique.


	Sur un problème de mécanique céleste et de dynamique quantique

