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SUR UNE

CLASSE IMPORTANTE DE JEÜX DE G0MB1NAIS0HS

PAR

W. KIVIEH
(Avec 3 fig.)»

Introduction.

Tout jeu peut etre range dans une des trois categories sui-
vantes.

I. Jeux de Itasard. — Nous appolons jeu de hasard tout jeu
dont Tissue depend entierement ou partiellement de facteurs

sur lesquels ni Tadresse ni l'intelligence des joueurs n'exercent
d'infiuence.

II. Jeax d'adresse. — Nous appelons jeu d'adresse tout jeu
qui n'appartient pas ä la categorie precedente et dont Tissue

depend entierement ou partiellement de Tadresse des joueurs.
III. Jeux de combinations. — Nous appelons jeu de combi-

naison tout jeu qui n'appartient ä aucune des deux categories
precedentes.

Cette demiere categorie comprend tout un ensemble de jeux
menes par deux adversaires jouant alternativement et pour-
suivant des tins opposees ; les theories que nous developpons a

propos du jeu des echecs. type le plus acheve de cet ensemble,

s'appliquent indistinctement ä chacun d'eux, ä condition de

fixer un sens ä la fois general et precis ä certaines expressions

qui reviendront constamment sous notre plume dans la
präsente etude.

1. Nous employons Texpression « les blancs » pour designer
celui des deux adversaires qui joue le premier coup de la partie;
l'expression « les noirs » s'applique au deuxieme adversaire.
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2. Nous appelons position l'ensemble des facteurs qui condi-

tionnent, ä un moment donne de la partie, le coup qui va se

jouer. Ainsi au jeu d'echec, la position est determinee ä chaque
instant par la distribution des pieces sur l'echiquier.

8. Une position de mat est une position qui, d'apres les regies
constitutives du jeu envisage et quand eile est produite par un

coup de l'un des deux joueurs, met fin ä la partie en faveur de

ce joueur.
4. Une position de -pat est une position qui, lorsqu'elle est

produite par un coup^de l'un des deux joueurs (ou parfois indif-
feremment par un coup de l'un ou de lautre joueur) met fin ä

la partie sans qu'aucune decision intervienne; cet effet toute-
fbis doit resulter des regies constitutives du jeu et non pas de

telle convention particuliere et independante de ces regies que
1'on aurait fixee. par exemple, au debut de la partie.

5. Nous qualifierons d'ordinaire toute position qui nest ni
une position de mat ni une position de pat.

6. Une partie terniinee sans qu'aucune decision soit intervenue
s'appelle une partie nulle ou partie remise.

7. Enfin. sans preciser plus qu'il n'est necessaire pour l'ins-
tant, rappelons que seul doit etre considere comme gagnant un

coup qui, ä supposer qu'il ne conduise pas sur le champ ä une

position de mat, ne laisse k l'adversaire que le choix entre des

coups perdants, tandis qu'iZ suffit, pour qu'un coup soit perdant,

que l'adversaire puisse y repondre par un coup gagnant.

1. — Supposons que 1'on ait denombre l'ensemble de toutes
les positions qui peuvent se presenter au jeu d'echec ou a tel
autre jeu de meme nature et soit N le nombre de ces positions1.
A chacune d'entr'elles faisons correspondre une des colonnes

que nous aurons formees k l'aide de N + 1 verticales tracees

dans un plan. En travers de ces N colonnes, traqons S lignes
horizontales formant S — 1 bandes dont nous teindrons en gris
celles qui occupent un rang pair ä partir de la plus haute. Le
nombre S sera determine tout ii l'heure. Sur chacune de ces

1 Pour les jeux qui fixeut notre attention, ce nombre N est toujours
fini. Au jeu d'echec, par exemple, on peut etablir qu'il est inferieur ä

6516 x 80510.
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lignes, marquons un point ä l'interieur dechaque colonne, point
qui sera representatif de la position correspondant ä la colonne1.

Cela fait, relions par un trait celui des points de la premiere
ligne horizontale qui correspond ä la position initiale du jeu h

chacun des points de la deuxieme ligne qui correspondent hdes

positions que Ton peut atteindre par un coup des blanes en

partant de la position initiale. Puis relions de meine chaque
point ainsi atteint sur la deuxieme ligne ä tous les points de la
troisieme ligne qui correspondent a des positions que Ton peut
atteindre par un coup des noirs en partant de la position
correspondant äce premier point; et continuonsde la sorte jusqu'k
ce que nous soyons parvenus a la derniere ligne du diagramme.
Les traits tires sur les bandes blanches represeutcront alors des

coups des blancs, ceux tires sur les bandes grises des coups des

noirs.
Considerons maintenant un chemin quekonque. continu,

forme ä l'aide de ces traits et descendant du point initial de la

premiere ligne, soit jusqu'k un point correspondant ä une position

de mat ou de pat"2, soit jusqu'ä un point quelconque de la

derniere ligne. On se rendra facilement coinpte que, si S a ete
choisi assez grand (egal ä 2N + 1 par exemple), aucun de ces

chemins ne pourra atteindre la derniere ligne en un point
correspondant ä une position ordinaire sans que deux points au
moins de ce chemin ne soient situes dans une meme colonne et

sur des lignes horizontales de rangs de meme parite. Nous
choisirons S egal au plus petit nombre impair satisfaisant k

cette condition et nous ecrirons ce nombre sous la forme 2 L + 1

(on aura certainement alors : N). Le diagramme contiendra
done exactement L bandes blanches et L bandes grises et se

terminera par une bände grise. Cela etant, ilest clair que tout
chemin de la nature consideree representera une partie entiere
si nous introduisons la convention suivante: toute partie non
terminee avant le (L + l) teme C0Up qes blancs sera interrompue
inimediatement apres le Li6me coup des noirs et declaree nulle.

1 Ainsi chaque colonne contiendra S points representant tous une seule
et meme position.

2 De tels points ne sont naturellement relies ä aucun autre place au-
dessous d'eux.
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< 'ette convention ne change pratiquement rien au caractere du
jeu etse trouve justifiee en ce sens que, dans toute partie non
termineeavantle (L + l)'®mocoup des blancs, deuxau moinsdes
2 L + 1 premiers emplacements de pieces auront ete eftectues

par le memejoueur dans la meine position. II importe de remar-
quer ä ce propos que le choix de S entraine de plus les

consequences snivantes: 1" Sur le diagramme de 2 L + 1 lignes,
chacune des N colonnes sera utilisee au moins une fois, ce qui
revient ä dire que toute position possible peut etre atteinte en
moins de 2 L 1 mouvements de pieces'.

2° Le diagramme de 2L + 1 lignes peut etre prolonge inde-
tiniment sans qu'il soit necessaire a cet effet de recourir ä des

donnees autres que Celles qu'on tire de ce diagramme lui-nieme,
ce qui revient ä dire que ce diagramme suffit ä caracteriser

integralement le jeu auquel il correspond "2.

§ 2. — Xons allons maintenant colorer certains traits du

diagramme suivant un principe qui s'appliquera successivement ä

chaque bände, a condition de commencer par la plus basse et
de remonter de proche en proche jusqu'ä la premiere.

I.Xous teignonsen vert: 1° Sur chaque bände grise: tout trait
aboutissant sur le bord inferieur de la bände ä un point de mat

ou (mais ceci ne saurait concerner la derniere bände) ä un point

1 On peut ajouter: Toute colonne correspondant ä une position
susceptible d'etre amenee par l'un et l'autre des joueurs sera utilisee
au moins deux fois, une fois sur une ligne de rang impair et une fois
staune ligne de rang pair.

La propriete 1° ainsi que la propriete 2° enoncee ensuite dans le texte

peuvent appartenir ä des diagrammes de moins de 2L -j- 1 lignes ; il faut
et il suffit, en effet, pour qu'un diagramme joui«se de ces deux proprietes
qu'il u'y ait pas de colonne qui soit utilisee sur la derniere ligne en un
point ordinaire sans l'etre au moins une fois auparavant sur une ligne de

rang de merae parite.
1 Rien ne s'oppose ä ce qu'on assimile ä une seule et meme position

toutes les positions de mat et que l'on en fasse autaut pour les

positions de pat, ä condition toutefois que l'on ait soin de compter pour deux

chaque position qui se presente comrne d'espece differente (position de

mat. position de pat, position ordinaire) suivant qu'elle resulte d'un coup
des blancs ou d'un coup des noirs ; cette operation aura le plus souvent
comme effet de diminuer le nombre X des colonnes; mais, en revanche,
L rcstera toujours inaltere.
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d'oü lie descendent que des traits verts sur la bände blanche

contigue;
2° Sur chaque bände blanche: tout trait dont l'extremite

inferieure est le point de depart d'au inoins un trait vert sur
la bände grise contigue.

II. Nous teignons en rouge: 1° Sur chaque bände grise: tout
trait dont I'extremite inferieure est le point de depart d'au
moins un trait rouge sur la bände blanche contigue (cette
operation ne pouvant s'appliquer a la bände la plus basse du dia-

gramme, celle-ci ne sera traversee d'aucun trait rouge);
2" Sur chaque bände blanche: tout trait aboutissant sur le

bord inferieur de la bände ä un point de mat oü ä un point d'oh

ne partent que des traits rouges sur la bände grise contigue.
Ces operations terminees. assimilons la partie ä un mobile

qui chemine de haut en bas sur notre diagramme. Le choix
de la route appartient aux blancs sur toute bände blanche et

aux noirs sur toute bände grise. A I'extremite inferieure d'un
trait rouge, le choix des blancs peut toujours se porter sur un
trait rouge tandis que celui des noirs est necessairement liniite
k de pareils traits; il en resulte que. si, ä un moment donne, la

partie chemine sur la couleur rouge, les blancs pourront l'y
maintenir en depit des efforts des noirs cherchant ä echapper
au mat qui les attend ä I'extremite de tout chemin rouge. Les

chemins verts jouent par rapport aux noirs le meine röle que
les chemins rouges par rapport aux blancs. Enfin les blancs ne

peuvent abandonner un chemin non colore que pour s'engager
sur un trait vert, les noirs que pour s'engager sur un trait
rouge ; il en resulte que, si la partie progresse ä un moment
donne sur un chemin non colore, eile y restera tant qu'il n'y
aura pas de faute commise de part et d'autre ; or un tel chemin.

ne pouvant se terminer ni en un point de mat des noirs, ni en

un point de mat des blancs, aboutira necessairement it un point
correspondant ä une position de nullite (point de pat ou point
de la derniere ligne horizontale autre qu'un point de mat).

S 3. — Celä dit. si l'on examine la premiere bände, trois even-
tualites exclusives les unes des autres peuvent se produire:
1° la premiere bände contientau moins un trait rouge; 2° elle ne

contiont pas de trait rouge, mais elle contient au moins un trait
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non colore; 3° eile ne contient que des traits verts. Dans le

premier cas, il faudrait conclure au gain theorique des blancs,
dans le deuxieine ä la nullite theoriquement assuree aux noirs,
dans le troisieme au gain theorique des noirs. La definition ä

donner de ce que l'on entend par « partie ideale » depend essen-

tiellement de celle de ces trois eventualites qui se presente. Nous

envisagerons d'abord la deuxieme hypothese.
Devra dans ce cas etre appelee « partie ideale » toute partie

representee par un chemin descendant qui n'emprunte au dia-

gramme que des traits non colores1. En effet, sur tout chemin

representant une partie jouee, l'apparition d'un trait rouge
(apparition qui se produit toujours sur une bände grise) marque
un coup faux des noirs donnant theoriquement le gain aux
blancs, tandis que l'apparition d'un trait non colore faisant suite

äun trait rouge, ou celle d'un trait vert faisant suite k un trait
rouge ou ä un trait non colore (apparitions qui ne sc produisent
que sur des bandes blanches) marque une faute des blancs assu-
rant aux noirs la nullite dans le premier cas et le gain dans le

deuxieme, etant bien entendu, naturellement. qu'aucune autre
faute n'est commise ensuite de part et d'autre.

Envisageons maintenant la premiere hypothese. On pourra
dans ce cas, pour definir la « partie ideale», partir du principe,
d'ailleurs discutable. que les blancs ont interet k parvenir dans

le nombre minimum de coups ä une position de mat, tandis que
les noirs doivent chercher ä faire durer la partie le plus long-
temps possible. En raisonnant sur cette base, nous allons indi-
quer un procede qui nous permettra non seuleinent de definir
avec precision la notion de partie ideale, mais encore de deceler

toutes les parties qui meritent cette qualification.
Applique independamment des trois hypotheses ci-dessus, ce

procede montrera en meme temps comment les blancs pourront
exploiter de la maniere la plus rapide toute faute commise par
les noirs et entralnant leur perte, la resistance do ces derniers,
une fois la faute faite. supposee maximum.

Ce procede consiste a aff'ecter les extremites des traits rouges

1 II est important de remarquer qu'uh trait non colore peut toujours
etre prolonge jusqu'a un point de pat ou ä un point de la derniere ligne
et qu'il existe done des parties de l'espece envisagee.
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tires sur les bandes blanches de coefficients choisis d'apres une
loi qui s'appliquera successivement ä cliaque bände blanche, a

condition de partir de la derniere et de remonter de proche en

proche jusqu'a la premiere. Pour plus de clarte. imaginons un
instant qu'on ait efface sur le diagramme tout trait qui ne soit

pas rouge et tout point qui ne soit pas une extremite d'au moins

un trait rouge. Dans ces conditions nous pouvons enoncernotre
loi de la maniere suivante :

1. Sur le bord inferieur de chaque bände blanche, nous aft'ec-

terons tout point de mat du coefficient 0, et tout autre point
d'un coefficient egal ä la valeur maximum des coefficients aft'ec-

tant les points relies h lui et situes sur le bord superieur de la

bände blanche immediateinent au-dessous1.

2. Un point quelconque du bord superieur d'une bände

blanche quelconque sera affecte d'un coefficient egal au nombre

quel'onobtienten ajoutant 1 ä la valeur minimum des coefficients
aff'ectant les points relies a ce premier point et situes sur le

bord inferieur de la bände.
Ces coefficients places, nous pouvons enoncer les trois

propositions suivantes :

1. Le coefficient aff'ectant l'extremite superieure d'un trait
rouge quelconque trace sur une bände blanche exprime le

nombre minimum de coups qu'il faut aux blancs pour parvenir,
en partant de la position representee par ce point, ä une position

de mat. ä supposer que les noirs offrent ä chaque instant
leur maximum de resistance"2.

2. La suite des coups realisant ce resultat sera representee

par tout chemin descendant, rouge, partant du point considere
et passant par une succession de points tels que leurs coefficients

aillent en diminuant d'une unite quand le chemin traverse une
bände blanche et demeurent inalteres quand il traverse une
bände grise.

1 II est essentiel (le remarquer que cctte seconde partie du principe ne
concerne pas le bord inferieur de la derniere bände blanche, sur lequel
les points envisages ne peuvent etre que des points de mat.

- En termes plus precis, le coefficient exprime le nombre de coups le

plus petit que les blancs peuvent s'astreindre ä ne pas depasser pour
parvenir an mat.
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0. II y aura au moins un chemin de cettc nature pour chaque
extremite superieure de trait rouge trace sur bände blanche.

Appliquons maintenant ces resultats au cas de la premiere
eventualite. Le point initial est alors affecte d'un coefficient et

nous pouvons enoncer les propositions suivantes :

1. II existe une ou plusieurs parties ideales.

II. Le coefficient affectant le point initial cxprime le nombre
de coups des blancs que com portent cette ou ces parties ideales.

III. Representera une partie ideale tout chemin rouge et
descendant qui, partant du point initial, passe par des points
dont les coefficients satisfout aux conditions enoncees precedem-
ment (voir la proposition 2 ci-dessus).

En operant d'une inaniere analogue sur les traits verts tires
sur les bandes grises, nous parviendrons a des conclusions

toutes semblables concernant les parties gagnees par les noirs
et la troisieme eventualite.

Dans l'exemple illustre par notrc diagrannne A, figurent
simultanement les coefficients relatifs aux chemins rouges et

verts. Ce diagramme correspond ä un jeu fictif pour lequel on

a : N — 7 et L H ; parmi les sept positions possibles, il y en

a une de mat des noirs (Y), une (VI) de mat des blancs et une

(VII) de pat des noirs ; les quatre autres sont des positions
ordinaires.

On constatera que ce jeu n'admet qu'une partie ideale, a

savoir la partie
1 II III I IV V

gagnee en trois coups par les blancs.
S 4. — Dorenavant nous raisonnorons sur un diagramme

construit comme le precedent, mais dont le nombre S de

lignes horizontales sera donne par la formule:

S 2A, + 2,- + I

oh r represente un entier ^ 0 et A/, le plus petit des nombres

A satisfaisant a la condition suivante: tout chemin aboutis-
sant en un point ordinaire sur la derniere ligne du diagramme
construit avec 2A 4- 1 lignes possede au moins k + 1 points
situes dans une meme colonne et sur des lignes de rang« de
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meme parite. On demontre äisement que l'on a : -V ^ &N. II
impot'te de remarquer en outre que par definition : \ — L et

qu'en consequence, si l'on choisit h 1 et r 0, on retrouve
le diagramme primitif. II sera bien entendu que, dans ce qui
suivra. r et k sont supposes fixes une fois pour toutes.

Diagramme A.

Fi" I

Trait®; rouge«
Traits \erts
Traits non eolorcs

+ + + + +
Observation ; Au point III 3 de\r«ut figurer un deuxieme coellicient, a savou*

le coetfieient I, lelatii a la couleur verte.

En cbaque point de ce nouveau diagramme, nous no ferons

figurer que le coefficient relatif ä la couleur des traits dont ce

point forme 1'extremite inferieure (tous ces traits sont alors co-

lores de la meme maniere). Si ces traits ne sont pas colores. le

point sera considere comme n'admettant pas de coefficient1. En

1 II faudra assimiler le point initial ä 1'extremite inferieure d'un trait
rouge, non colore ou vert, suivant celle des trois eventualites envihagees plus
haut (v. § 3) qui i-e presente.
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outre, pour distinguer les coefficients relatifs aux traits verts
des autres, nous les affecterons du signe —. Grace ä ces conventions

les differences de coloration deviennent superflues: un
trait equivaudra a un trait rouge, non colore ou vert, suivant
qu'a son extremite inferieure figurera un coefficient positif, ne
figurera pas de coefficient, ou tigurera un coefficient negatif1.
Ajoutons qu'il est bien entendu qu'une nouvello convention de

nullite limitant la partie ä S — 1 deplacements de pieces a rem-
place la premiere. Nous donnerons ä cette nouvelle convention
le nom de convention generalisee ((Vordre S) pour la distinguer
de l'ancienne qui sera dite « convention primitive ».

II sera utile de definir tout de suite quelques autres termes
se rapportant au nouveau diagramme (nous designerons desor-

mais ce dernier sous le nom de diagramme generalise).
Seront dits similaires deux points"2 situes dans la meme

colonne et sur des lignes horizontales de rangs de meme parite.
Sera appele trongon une portion quelconque, pouvant even-

tuellement se reduire ä un trait, d'un chemin representant une
partie.

Sera qualifie de direct tout trongon tel que les coefficients de

ses points se succedent suivant la loi enoncee plus haut (v. § 3,

prop. 2.) dans le cas oü le premier coefficient du troncon est positif,
et suivant la loi correspondante (augmentation d'une unite quand
le chemin traverse une bände grise et pas de changement quand
il traverse une bände blanche) dans le cas oü le premier coefficient

du tronqon est negatif.
Seront dits justes: 1. tout trait dont les deux extremites

n'admettent pas de coefficient; 2. tout trait constituant un troncon

direct. Tout autre trait sera appele trait de faute. Un trait
de faute sera dit de premiere espece ou de deuxieme espece

suivant qu'il est tire sur une bände blanche ou sur une bände

grise.
>5 5.—Celä pose, nous nous proposons de substituer ä la conven-

1 Dans le cas oil son extremite inferieure est afi'ectee du coefficient Or

le trait equivaudra ä un trait rouge ou vert, suivant qu'il est tire sur une
bände blanche ou sur une bände grise.

- Bien eDtendu le nom de point est reserve, ici comme ailleurs, aux.
extremites des traits figurant sur le diagramme.
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tion generalisee une troisleme convention que nous appellecons
la convention normale d'ordrek et qui s'enonce comme suit: La

partie est interrompue et declaree nulle ä 1'instant oil pour la

premiere fois Fun des deux joueurs se retrouve avec le trait
devant une position qu'il a dejä rencontrec auparavant k fois dans

les memes conditions.
Le point representant cette position ä sa [k + I i'6""5 apparition

dans la partie sera dit «1" point d'iteration d'ordre k » du che-

min correspondant. et la position elle-meme la premiere position
d'iteration d'ordre k de !a partie.

La convention normale d'ordre k une fois introduite.le coefficient

d'un point donne du diagramme generalise gardera-t-il sa

signification ou la perdra-t-il L'un et l'autre cas peuvent se

presenter suivant le chemin qui a conduit ä ce point: dans le

second cas, deux eventualites sont ä envisager: ou il fauclra

augmenterJa valeur absolue du coefficient, le nombre minimum
dc. coups dont doit disposer le gagnant s'etant acerb par suite
des restrictions introduces, ou il faudra supprinier le coefficient,
la position correspondante s'etant transformee en une position
oil le gain ne pent etre force ni d'un cote ni de Lautre1.

Les propositions suivantes, qui se deduisent sans peine les

unes des autres, vont nous permettre de nous rendre plus cxac-
tement compte de ce qui se passera.

Theoreme 1. — Si l'on substitue k la convention generalisee
la convention normale d'ordre k, toute partie aura encore sa

representation complete sur le diagramme generalise. Cette

representation sera constitute soit par un chemin aboutissant k

un point de mat ou de pat et ne presentant pas de point
d'iteration d'ordre k. soit par un chemin interrompu a son premier
point d'iteration d'ordre k.

Lemme I. — Si, sur le diagramme construit avecSlignes. A'
est un point similaire de A, situe au-dessous de A. et si A
admet un coefficient. A' admettra ce lneme coefficient ou n'en
admettra pas. Si x designe la valeur du coefficient de A et y le

numero d'ordre de la ligne horizontale sur laquelle se trouve

1 C'est daus ce dernier cas qu'on se trouvera en particulier. si le point
considere est le premier point d'iteration d'ordre k du chemin suivi.
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A', la condition necessaire et süffisante pour que A' admette le

coefficient x s'expriniera par la relation:

v -f- 2a* S + 1

si x est positif, et la relation :

i — 2.» ^ ö + 1

si x est negatif.
Lemme 11. — Un troncon direct ne peut jamais presenter de

points similaires.

Lemme III. — Uli troncon limite en deux points similaires
affectes de coefficients possede au moins un trait de faute, de

premiere espece, si les deux coefficients extremes sont positifs.
de deuxieme espece. si ces deux coefficients sont negatifs.

Theoreme 11. —- Si. apres l'introduction de la convention
normale d'ordre k. le coefficient marque en un point appartenant
ä un chemin representatif(dans l'hypothese de cette convention)
d'une partie complete 1 a perdu sa signification pour ce chemin.
ce dernier presente avant le point consider*? au moins k traits
de fautes. de premiere espece ou de deuxieme espece, suivant

que le coefficient ä modifier ou ä supprimer est positif ou negatif.
Kons pouvons deduire de ce theoreme les remarques sui-

vantes :

1. Dans le cas oil les parties ideales definies comme prece-
demnient, mais h l'aide du diagramme generalise, c'est-a-dire
done en appliquant la convention generalisee, sont gagnantes.
l'ensemble de ces parties reste identique ä lui-ineme quand on
substitue ä la convention generalisee la convention normale
d'ordre 7c. Dans le cas ou ces parties ideales sont nulles, il en

sera encore de meine, ä condition de limiter ä sa premiere position

d'iteration d'ordre k chacune de Celles qui en possedent.
2. Soit A 1. Puisque la remarque precedente s'applique

quelle que soit la valeur attribuee ä r dans l'cxpression de

S 2L + 2r + 1 oil peut affirmer que l'ensemble des parties
ideales (lans le cas de la convention generalisee est independant

1 Ce chemiii ne presente done pas de point d'iteration d'ordre k avant
le point considere.
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du nombrc pair S — 1 de deplacements de pieces auquel cette
convention limite la partie, ä condition toutefois que ce nombre
reste egal ou superieur ä 2 A, 2 L et que, dans l'hypothese
des parties ideales nulles, ces parties soient interrompues ä leur
premiere position d'iteration d'ordre 1.

Cette derniere remarque peut etre generalisee comme suit :

Theoreme III. — Dans le cas de la convention generalisee,
l'ensemble des parties presentant k — 1 coups faux des blancs

au plus et k — 1 coups faux des noirs au plus (coups correspon-
dant respectivement ä des traits de faute de premiere et de

deuxieme especel est independant1 du nombre pair S — 1 de

deplacements de pieces auquel cette convention limite la partie,
ä condition toutefois que ce nombre reste egal ou superieur ä

2A< et que Ton interrompe a la premiere position d'iteration
d'ordre k Celles de ces parties qui en possedent

Outre la convention primitive, la convention generalisee
d'ordre S et la convention normale d'ordre k. il y aurait encore
ä envisager celle que nous pourrions appeler la convention
usuelle d'ordre lc et qui limite la partie k la position correspon-
dant ä l'extremite inferieure clu premier trait d'iteration
d'ordre k, en designant par cette expression le premier trait
dont les extremites superieure et inferieure sont respectivement
des points similaires des extremites superieures et inferieures
de k autres traits le precedant sur le chemin qui figure la par-
tie. Toute partie regie par cette convention trouvera sa

representation complete sur un diagrainme de 2 3 lignes, 1*

designant le plus grand des nombres obtenus en comptant en

chaque point du diagramme primitif les traits qui ont ce point
comme extremite superieure (fi est certainement inferieur ou
egal ä N et par suite ä kW).

5? b. — Si Ton envisage les points qui. sur un diagramme donne,
ne sont affectes d'aucun coefficient, il importe de distinguer entre

' Par ensemble independant il faut entendre un ensemble de parties
qui non seulement restent les memei, mais encore ne subissent aucune
modification quant aux coefficients des points se succedant sur leschemins
qui les representent, quand on change de convention.

- De telles positions correspondent necessairement ä des points «ans
coefficient sur le diagramme generalise.
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ceux qui conservent ce earactere quand on prolonge le

diagramme d'un nombre quelconque de lignes, et ceux qui ne

jouissent pas de cette propriete. Nous conviendrons d'affecter
les premiers du coefficient x tandis que nous continuerons ä

considerer les seconds comme n'en possedant aucun sur le dia-

gramme donne.
Cela pose, il est facile de demontrer qu'un point affecte du

coefficient infini sur un diagrainme donne conserve cette
propriete sur tout, autre diagramme et la partage avec tous ses

similaires (v. Lemme I).
En outre les remarques que nous avons deduites du theoreme

II nous permettent d'enoncer la proposition suivante :

Theoreme IV. — Pour tout jeu ä parties ideales nulles. tout
point appartenant au chemin representatif de l'une quelconque
de ces parties limitee ä sa premiere position d'iteration d'ordre I
est affecte du coefficient infini.

Si le jeu comporte des parties ideales gagnantes, l'existence
de points ä coefficients co autres que des points de pat n'estpas
assuree (v. Diagramme A).

Pour distinguer sur un diagramme donne les points qu'il
faudra affecter du coefficient co de ceux qui resteront sans
coefficient. nous pourrons utiliser les propositions suivantes :

Lemme 1V. — Sur le diagramme de S 2 Ak -f 2r -f- 1

lignes, tout point sans coefficient possede au-dessus de lui au
moins k— 1 points similaires ä coefficients positifs ou negatifs.

Les Lemnies I et IV nous permettent d'affirmer:
Tldorhne V. — La condition neeessaire et süffisante pour

qu'un point du diagramme primitif admette le coefficient co est

que ni ce point, ni aucun de ses similaires ne soient affectes de

coefficients positifs. negatifs ou nuls sur le diagramme generalise

de 2 A., + 1 lignes.
Ce theoreme etablit la possibilite d'obtenir. en operant sur le

diagramme de 2Aä -f 1 lignes et en se servant du lemme I.
un diagramme de 2 L + 1 lignes sur lequel chaque point soit
affecte d'un coefficient (limite ou infini). Les indications f'our-
nies par ce nouveau diagramme, que nous pourrions denommer
le diagramme foudameutal so rapporteront aux 2L premiers
deplacements de pieces do toutes les parties possibles jouees
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sans fixation prealable d'une convention de nullite d'aucune
sorte. Relativement ä ce diagramme fondamental, nous pouvons
enoncer le theoreme suivant:

Theoreme VI. — Pour obtenir le diagramme fondamental, il
suffit de reduire purement et simplement it ses 2 L + l''res

lignes le diagramme generalise de 2 (L + N> + 1 lignes
{k — 1 ; r — N).

La demonstration de co dernier theoreme s'appuie sur le

lemmo suivant:
Lemme P. — La valeur absolue d'un coefficient positif ou

negatif ne peut jamais depasser X

Appendice

Le jeu auquel correspond le diagramme If est figure ei-
dessous. Au premier coup, le blanc s'introduit obliquement dans

le carre de 9 cases, apres quoi la partie se poursuit selon les

regies du jeu de dames, les deux pions se comportant comme
des dames auxquelles il serait interdit de sortir du carre de

9 cases.

IÖ

Ce jeu ne presente pas de positions de pat et les diverses

positions de mat ont ete assimilees ä une seule et meme position.

On a dans ces conditions : N 12. On trouve d'autre
part: L 8; Aä 5 ; A3 7: A, 9; ; d'une inaniere
generale: A/t — 2k + 1. Le diagramme figure est le diagramme
generalise d'ordre S 19, cost, dire qu'il est caracterise indif-
feremment par Fun des 4 systemes de valeurs de k et de r:
(k= 1; r fi). (k 2; r 4). (k ?>: r — 2) ou (k 4 ;

1 Cette proposition peur etre remplacee par la suivant«. un coefticient

ne peut jamais depasser en valeur absolue le plus petit des deux nondires
N et A,.
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/ 0). Sur ce diagramme, on ne constatera la presence que
d'un seul point sans coefficient, ä savoir le point figure par un
cercle plein; les cercles vides y representent les points ä

coefficients infinis.

Diagramme B.

Fig. 3.

Le' retour, ä la huitieme ligne, de la periode que Ton voit
debuter ä la quatrieme est un phenomene d'un ordre general
qui se produira plus ou moins tard suivant le jeu envisage. En
efi'et, si l'on prolonge de ligne en ligne le diagramme corres-
pondant, on finira par aboutir ä une ligne presentant exacte-
ment les memes points ordinaires que l'une de Celles de rangs
de meme parite qui la precedent; c'est la portion du diagramme
comprise entre ces deux lignes que nous designons sous le nom
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do periode, parce qu'elle se reproduira sans cesse si l'onprolonge
indefiniment le diagranime. Dans tous les cas, la periode figu-
rera integralement au moins une fois sur le diagramme de

2,5+l — 1 lignos.

Dans cette etude, nous avons admis implicitement que les

jeux envisages comportaient des parties a nombre illimite de

coups. Les § 1, 2 et 3 s'etendent presque sans modifications aux
jeux qui ue presentent pas ce caractere: il suffit de laissertomber
les considerations relatives ä la convention de nullite (v. § 1) et

de remplacer la definition donnee pour L par la suivante:
L representc le nombre maximum de coups des blancs que peut
comporter une partie au jeu envisage; en revanche, le contenu
des § 4. 5 et (i, ainsi que les considerations finales, perdent
toute signification pour les jeux de cette espece particuliere.

Lausanne, aoiit 1920.
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